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I. 


Zur  Theorie  der  fiuadratisclien  und 
kubischen  Beste. 


Von 


Herrn  Georg  Meyer 


AUS  Tostedt 


Herr  Professor  Storu  hat  in  seiner  Abhandlung:  „Ilcclicrchcs  sur 
la  tlieorie  des  residus  (luadratiques"  im  Anfange  einige  Untersuchun- 
gen über  Combinationen  von  <iuadratis(;hen  Kesten,  be/.iehlicii  von 
quadratisclieii  Nichtrcsten,  geniaclit.  Diese  Untersuchungen  bezielieu 
sich  hauptsächlich  auf  die  Conibiuatiüuou  der  /wciteu  ClaSisc  d.  Ii. 
auf  die  Combinationen,  welche  aus  der  Vereinigung  zweier  quadra- 
tischen Rcsto  oder  zweier  quadratischen  Kiehtreste  entstehen.  Es 
ist  dort  bereite  bemerkt,  dass  mau  diese  Betrachtungen  leicht  auf 
Combinationen  höherer  Classen  ansdohnen  könnte. 

Da  im  Folgenden  fast  ausschliesslich  vou  (|  uadratischeu 
Kesten  oder  quadratischen  Nichtrcsten  die  Kede  sein  wird,  so 
sollen  dieselben  kurz  als  Koste  oder  K  ich  tröste  bezeichnet  werden. 

Die  von  Herrn  Professor  Stern  gefundenen  Resultate,  welche  den 
folgenden  Untersuchungen  zu  Grunde  gel^  werden  sollen,  sind  kurz 
dieee: 

Bezeidmet  man  mit  a^,     ...        die  Reihe  der  Reste,  mit 


^1,  ßf-\  die  Reihe  der  Kichtreste  und  mit  A^^      B^^  die 


Anzahlen  von  Lösungen,  welche  beziehlich  den  Gleichungen  ^^ci.., 
^  ß^i  ^-\-ßi  =     "'il1  =  ß.2  zukommen,  so  bestehen 

für  die  Grossen  A^,  A^^      und      folgende  Gleichungen: 


8 


P+1 


4 


wenn  j)  eiue  rrinizahl  von  der  Form  4fi+3. 
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Heyen  Zur  Theorie  der  guadratis^en  md  kubisei^en  Se*U, 


2)  A 


wenn  p  eine  Primzahl  lon  der  Form  4f(-)-l* 

In  ciuer  aiuloron  Abliaiidluiig:  „Zur  Theorie  der  quadratisclion 
Reste"  sind  voa  Herrn  Professor  Steru  folgende  hierher  gehörige 
Sätze  bewiesen. 

Bei  jeder  einzelnen  Combinationsclassc  kommen  unter  den  Com- 
binationen  aus  den  Resten,  sowie  unter  den  Combinationen  aus  den 
Nichtresten,  alle  Reste  gleich  oft  und  auch  alle  Niclitreste  jüleich  oft 
vor.  (Gie])t  es  vi  Combinationen  aus  den  Resten ,  welche  einer  Zahl 
l'  congruent  sinil,  so  ist  dafür  gesagt:  die  Zahl  k  kommt  7/unal  unter 
den  Combinationen  vor).  AVeun  unter  den  Combinationen  irgend  einer 
Classe  aus  den  Resten  jeder  Rest  <7mal  und  jeder  Xichtrost  //mal 
vorkommt,  so  niuss  unter  deu  Gombiuatioucu  derselben  Classe  aus 
den  Nichtresten  jeder  Best  Amal  und  jed^  Niehtrest  ^mal  Torkom> 
men.  Bio  Nnll  mnss  dagegen  unter  den  Combinationen  aus  den 
Besten  ebenso  oft  vorkommen,  wio  unter  den  Combinationen  aus  den 
Kiclitresten. 


Stern:  „Reclierchcs  sur  la  theorie  des  residus  quadratiquoB". 
(Menioires  courronn^s  par  racademie  royale  de  BruxeUes. 
T.  XV.). 

Stern:  „Zur  Theorie  der  quadratischen  Beste*^  (GreUe's  Jour- 
mü,  Bd.  61.  pag.  334  ff.). 


Unter  den  Combinationen  irgend  einer  Classe  aus  deu  Resten 
komme  die  Null  «mal  vor,  jeder  Rest  vmal  und  jeder  Niehtrest  wmal. 
Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der  Zahlen  u,  v  und  w  fftr  die 
einzelnen  Combinationsciassen. 

Combinationen  zur  dritten  Classe  ebne  Wiederholung. 


Es  sei  2^  eine  Primzahl  von  der  Form  4ft-|-8.   Je  nachdem 
ungerade  oder  gerade  ist,  tritt  die  Zahl  2  als  Rest  oder  Kichtrest  auf. 

Zunächst  soll  die  Anzahl  der  Congruenzcn  von  der  Form 
«fg-J-iYg^O  (mod^)  bestimmt  werden.  Da  2  ein  Rest  ist,  so  können 
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In  den  Goiigntenzeii  von  der  .  Form  04+05  =  0  (modp)  die  Beste 
«4  and  «5  nicht  einander  gleich  werden;  man  erhfllt  daher  aus  jeder 

von  diesen  Coiigruenzen  zwei  v(  i  s*  hicdcne  Lösungon  der  Congmenz 
1  -f  «  =  |3 ,  insofern  man  jede  der  Zahlen  04  und  «5  auf  die  rechte 
Seite  der  Congruenz  schaffen  kaun.  Die  Congmenz  l-{-a44-ff6  =  0 

besitzt  demnach         verschiedene  Lösungen.  Wollte  man  der  Oon- 

griK  iiz  l-j-ffi-j-f':.  ebenso  viel  Lösungen  wie  der  Cougruenz 
l-]~a  ^-ß  zusclireibeu,  so  würden  in  jenen  Lösungen  die  Zahlen  a^^ 
und  «5  nebst  ihren  rerniulationi  u  vorkoninien.  In  den  Lösungen  der 
Congruenz  1 -{-«i -[-«.-=  ^>  kaun,  da  2  ein  liest  ist,  niemals  eine  der 
Zahlen  oder  der  Einheit  congrucnt  werden  j  es  sind  in  diesen  Lö- 
saugen also  nur  von  einander  verschiedene  Beste  vorhanden.  Multiplicirt 
«4-1 

man  die         Lösungen  der  Congmenz  l-t-04-|-«5  =  O  successive 

mit  den  sämmtlicheu  Besten  der  Zahl  jp,  so  erhalt  man  dadurch  die 
Congraenzen  von  der  Form  cri-|-0rs-t~<'s^^'  Unter  den  so  gefun- 
denen Gongraenzen  mflssen  aber  immer  drei  Congraenzen  mit  ein- 
ander ttbereinstimmen,  denn  die  Congmenz  «i-^-o^-^-a^^  O^  welche 
man  durch  Multiplication  mit  «r^  erhält,  crgiebt  sich  ebenso  gut  durch 
Multiplication  mit     and       Man  liat  demnach  das  Besultat: 

p4~i  p  — i- 
,       "8  2~ 
"  3  • 

Bei  der  Bestimmung  der  Zahlen  r  und  ir  kann  man  von  einem  von 
Heirn  Professor  Stern  angegebenen  Resultate  ausgehen.  Mau  be- 
zeichne zur  Abkürzung  die  Congruenz  1 -f- "1 -|- «2  "f /^i  =  ^  (mod;)) 
mit  *S  und  die  Anzahl  ihrer  Losungen  mit  s.  Die  Congruenzen  S 
ergeben  sich  dadurcli,  dass  man  die  Congruenzen  l-|-«-f-j3  =  0 
(mod  p)  successive  mit  den  Werten  1  -f  -  =  und  den  Werten 
1  +  «1     /^a  multiplicirt.  Für  *  erh&lt  man  den  Wert 

*  -  — •  — -I---4-- — 

In  den  s  Congruenzen  S  sind  die  Beste  nnd  nebst  ihren  Per- 
mntationen  vorhanden,  denn,  da  nur  «=  o  oder  =  ß  sein  Ijann, 

so  muss  sich  die  Cougruenz  l-|-«i  +  «2+/5i  =  0,  welche  man  durch 
Multiplication  mit  erhält,  auch  noch  durch  Multiplication  mit 

l-f-a^  aus  einer  Congruenz  von  der  Form  ß  ^  0  ergehen, 

die  Congruenzen  von  der  Form  1  -|-  Wj  -|-  f'j  +  /^i  ==  0  bekommt  man 
nur  ein  einziges  Mal.  ^,  sei  die  Auzabl  der  von  einander  verschie- 
denen Lösungen  der  Congruenz  S,  welclui  zugleicli  ausser  der  Einheit 
keine  gleichen  liestc  mehr  enthalten.   Die  Congruenzen  von  der  Form 

l* 
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l-)-%H~«^i'-|~/'i  —  ^  eutsteben  durch  MuUiplication  mit  ans  den 
Gongraonzen  von  der  Form  l+l-fa-}-j3  =  0,  wenn  nur  er,  der  Be- 
dingung «.«1  ==  1  (modp)  ^j;nnügt.  Die  Coiigruenzcn  der  letzten  Art 
orcrobcn  sich  aber  durcli  Multiplication  mit  2  aus  den  Congrnenzen 
i  +  ffo+Ä  =  0  (modp) 

' — T" 

«1  =  — 2  • 

Von  den  Congraenzen  8  müssen  noch  die  Gongraenzen  von  der 
Form  14-1+«+/' ^0  ausgescldossen  werden.  Die  Anzahl  dieser 

Co  ugr  Uenzen  ist  im  allgemeinen  =  ^  ,  ist  aber  die  Zahl  3  ein  ßest, 

so  ist  unter  diesen  Congraenzen  die  Congruenz  — ^ 

vorhanden;  dieselbe  ist  schon  bei  den  roiigrnonzcn  von  der  Form 
l+«,-|-cirj-{-jSi  =  0  mitgezählt,  «s  sei  dio  Anzahl  der  von  einander 
verschiedenen  Congrnenzen  8,  welche  nur  ungleiche  Beste  enthalten. 
Es  ist 

^-»*,  ^  4-1   oder   ^  , 

je  nachdem  3  v'm  Kost  ist  oder  nicht. 

Nun  hat  Herr  Professor  Stern  schon  bemerkt,  dass  man  aus  einer 
Congruenz  von  der  Form  «i-f-ff^H-«»  — 1  =  (modp),  wenn  die 
sämmtliclien  Reste  von  einander  verschieden  sin<l.  stets  drei  verschie- 
dene Cougrucnzen  ^'  herleiten  kann,  indem  man  jene  Congruenz  suc- 
ccssive  mit  «.j,  a-^,  «,j  multiplicirt  und  diese  Zahh^n  so  wühlt,  dass 
«4.01  =  1,  a^.tt^^l,  aQ.aQ  =  l  (modij)  wird.   Ks  ist  demnach 

«=3. 

«0  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Gleichung: 

in  der  iV  die  Anzahl  der  Combinationen  bedeutet.  Man  muss  nun 
folgende  Fälle  unterscheiden: 

1.   j»     3rt+2.  2?     24n-f  23.   3  ist  Rest. 

N  «  (12«+ll)(24««+88«+lö) 

«  =  (12«-fll)(»+l) 
»  — 12W»-fl8»»+7 

w=-12n^4-19«+7. 
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%  m-»an.  p  — 24n+7.  3  ist  Nichtrest 

N  =  (4»  + 1)  (72/.^     i8u  -[- 1) 
tt  =  (4u+l)  (3«-f  i) 

u>  =  12»2-|-3» 
II.   f*  =»  2»».  I?  =  8f»+3. 

Zauächst  handelt  es  sich  wieder  um  die  Bestimmang  der  Zahl  u. 
In  den        Lösungen  der  Congmonz  1  +  a,  +    sO  sind  die  Reste 

«1  niul  c(.,  liebst  ihren  Peniiutatiüneii  vorlianden.  Da  diu  Zahl  2 
Nichtrest  ist,  so  werden  die  Keste  «,  und  rc,  einmal  einander  gleich; 
ausserdem  ist  die  Congruenz         +  möglich.   Aualog  wie 

uuter  I.  ergiebt  sich: 


«-  3 

Den  "Wort  «  liudct  man  chonfalls  in  ähnlicher  Weise  wie  unter  I. , 
düu  Grössen  und     wordo  dicsolbo  Bedeutung  wie  dort  bei- 

gelegt 

Die  Cougrucnzon  von  der  Form  «i =^  (mod^i)  erhält 

man  durch  Multiplicatiou  mit  «,  aus  den  Cougruenzen  1 1 a ß 
=  0,  und  die  Congruenzen  von  tliesor  Form  crgcbeu  sich  wieder 
aus  den  Congrueuzeu  l-^^o+'^o^^ 

p  —  3 

' — r~ 

=  — 2 — 

=   4   +1    Odö^   4~' 

je  nachdem  die  Zahl  3  Best  ist  oder  nicht. 

Man  nmss  wieder  zwei  Falle  unterscheiden: 

1.  m     3i»+l.  p  =  24H+11.   3  ist  Best 

.V-=  (12u4-r))(24u-  +  14«4-2) 

M  =  /i(12M-j-5) 


Digitized  by  Google 


6 


Meiert  Zmr  Thwiit  der  quadratuehtn  und  ibtöcHen  Reste, 


2f  Iwdeatet  die  Anzahl  der  CombinatioiieD. 


.V  =  (4u  H-  3)  (7-J/t-  4-  90«+  28) 


w  =  (3»  4-1)  (4«  +  Ii) 
ü=12n2-|-14n+4 


§  2. 


Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  4fi-|-l.  Je  nachdem 
gerade  oder  ungerade  ist,  tritt  die  ^bl  2  als  Best  oder  Nichtrest  auf. 

I.   f4  =  2m.  p  =  Bm-^- 1. 

w  • — 5 

»bestimmt man  folgendermassen.  In  den  LOsnngen  der 

CoDgiiicn/.  1 -|- of, -j- cTo  =  0  (motl/))  sind  die  Reste  und  nebst 
ihren  Pcrniutationen  vorlianden.  Da  die  Zahl  2  ein  Rest  ist,  so  wer- 
den die  Zahlen  «i  und  «2  einmal  einander  gleich.  Ausserdem  ist  die 
Cougruenz  l-l-l-|-«2  =  ö  möglich.   Man  findet  so: 


Die  Zahl  w  kann  man  in  folgonderWeise  ennittdn.  Man  bezdchne  wieder 
zur  Abkflrzung  dieCongmenz  l-\-ei-\-ag^ßi^O  (modp)  mitjS,  ebenso 
werde  den  Zahlen  »,  »i  und  dieselbe  Bedentang  wie  in  §  1.  beige- 
legt Die  Gongrucnzen  S  orgeben  sich  dadurch,  dass  man  die  Con- 
grnenzen  l-^a-j-ß  ~0  (modp)  succcssive  mit  den  Werten 
nnd  mit  den  Werten  l-f-«x  —  i^s  multiplicirt. 


In  den  .s  Congrucnzon  ,S  finden  sich  die  Zahlen  und  ct^  nebst 
ihren  rormutationcn.  Da  niemals  die  Summe  +  der  Null  con- 
grueut  sein  kann,  so  ist  auch  in  den  vorliegenden  Congruenzen  nie- 
mals die  Summe  l-\-ct.^  der  Null  congruent.  Es  kann  also  l-f-^^a 
nur  =  «  oder  ß  sein.  Diejenigen  Congruenzen,  in  denen  die  Zahlen 
und  cr^  von  einander  verschieden  sind,  erhält  man  daher  zweimal, 
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diejenigen  Congrucnzeu  aber,  in  denen  beide  Riste  einander  gleicb 
sind,  orgeben  sich  nui*  oiumal.  Im  übiigcu  kana  mau  wie  früher 
verlahrcu. 

 2  

*a  =    —  4~  *i  —    4 — 

je  nat-lidem  die  Zalii  3  Rest  ist  oder  nicht. 

Ans  einer  Cougmonz  von  der  Form  /3i -{-/Jg-j-i^a— ^  kann 
man,  wenn  die  Nichtrcste  sämmtUch  von  einander  vorschieden  sind, 
stets  drei  verschiedene  (Ongrucnzon  *S  herleiten,  indem  man  jene  Con- 
gnienz  snccessivc  mit  ß^,  ßr„  jJg  multiplicirt  und  diese  Zahlen  so  be- 
stimmt, dass  ßi.ß^  =  l  (modj))»  ßi.ß^  =  l  und  ßf^.ß^^i  wird, 
Daruach  ist 

1,  »  =  3«+2.  3  ist  Nichtrest, 

iV«»  (12»H-8)(24»2-f  26«4-7) 
«  =  n.(12«-f  8) 

w  =  12n^-hl2«-}-3 

2.  m  —  3».  j>  —  24>t+l.  3  ist  Best. 

JV«=  4»(72y<-'  — 18«-(-l) 
«  —  47t(3u  —  2) 

»  — 12tt«-3n4-l. 

II.    f*=»2/rt  +  l.    i)  =  Sni-\-b. 

£8  Ist  alles  analog  wie  unter  I.  Bio         Lösungen  der  Con- 

grnenz  1  -{- -f- =  0  (niod  j>)  enthalten  nur  von  einander  verschie- 
dene Reste.   Man  tindet: 

p — 6  j»— 1 

1  2" 

^  r~ 
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'  4 

^  — 

«i  =  «i— oder    =»«1— £^  +  1, 

je  nachdem  3  Kest  oder  I^'ichtrest  ist. 

1.  j»  =  3ii+l.  /»  =  24m  4-13.  3  ist  Rest. 

N=  (4u4-2)  (72;i2-|-54»+10) 
tt==(4n+2){3n+l) 
to  =  12n<+8n+l 
V  —  12fi«-h9«+2. 

2.  »»  =  3n,  p  =  247t 3  ist  Nichtrest. 

^—  (12»+2)(2^'+2n) 
tt  —  n(12n+2) 
«0  =  12»' 
V  —  12nS+». 

Gombinationen  zur  »weitem  Classe  mit  Wiederholung. 

13. 

Die  Werte  für  /'  und  ic  lassen  sich  leicht  aus  deu  für  Com- 
binationcn  ohne  Wiederholung  geltcudcu  Werten  ableiten.  Für 
Gombinationen  ohne  Wiederholung  sind  von  Herrn  Professor  Stm 
folgende  Besultate  angegeben: 

»mbO;    o     m;    «»■-»?«.   v.cuu  |>  —  8»i-|-3 
«esQ«  v  »  m;   w  — m-j-l,  wenn  p  =  8i»-|-7 
tt  —  2i»;  w«mj  1,  wenn  j>  =  8t»-|-l 

tt>->2M»-|-li  to^i»;  vssf»,  wenn  p 8i»-l-5.  . 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  tiass  die  Null  bei  den  Conibinationcn  mit 
Wiederholung  nicht  öfter  als  bei  deu  Combiuationcu  ohne  Wieder- 

p  —1 

holnng  vorkommen  kann.  Ist  die  Zahl  2  ein  Best,  so  hat  man  2~ 

Cüugiucuzeu  von  der  Form  «j-j-«,  =  ct.^  (nK)d_;>),  es  tritt  unter  deu 
Combiuatiouen  mit  Wiederholung  aus  den  Resten  also  jeder  Rest 
einmal  mehr  auf  als  bei  den  Gombinationen  ohne  Wledcrholuug.  Ist 
aber  die  Zahl  2  ein  Nichtrest,  so  findet  man  jeden  Ifichtrost  einmal 
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mehr  als  bei  den  Combinationen  obne  Wiedeilioliuig.  Man  hat  da- 
her folgende  Besnltate: 

1.  p  =  8j7i-\~7. 

N'^  (4i»-h3)(2i»+2),  wenn  N  die  Anzahl  der  Ck)mbiaat.  bedeutet} 

»-»«»+1;  to«"fl»-|-l. 

2.  |j  =  8m-(-3. 

^=  (4i»+l)(2«*+l)i  »  —  w;  to»»i»+l» 

3.  p  =  8m-}-5. 

iV-»(2i»-^l)(4m-i-3);  «  — 2i»4-l}  «  —  i»;  w— m+l. 

4.  p  =  8ni-|-l. 

iV^  <=*  2}n(4}»4~-^)t   tt'**2i»;   10=:  m;  «ssm. 

Gombiuatioueu  zur  dritten  Classo  mit  Wiederholung. 

§  4. 

Es  sei  1»  eine  Primzahl  von  der  Form  4f&4*^- 

I.    j*  =  27n-\-l,    p  =  8ffi-|-7. 

Da  2  ein  Best  ist,  so  können  in  den  Cougrucnzen  von  der  Form 
«1 4~*'2~f~  — 0  niemals  zwei  Reste  einander  gleich  sein,  es  behält 
tt  also  denselben  Wert  wie  bei  den  Combinationen  ohne  Wieder- 
holung. 

Die  Zahl  v  eigiebt  sich  durch  folgende  Betrachtungen.  Den 
Grössen  S  und  «  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  1.  bdgelegt. 
Da  die  e  Congruenzen  8  die  Beste  «i  und     nebst  ihren  Permuta- 

f)  3 

tioueu  enthalten,  so  treten  die     ^    Congruenzen,  in  denen  == 
ist,  nur  einmal,  alle  übrigen  Congruenzen  aber  zweimal  auf.  £s  giebt 

demnach  sq  —  ^  verschiedene  Congruenzen  S.  Mau  bezeichne 

zur  Abkürzung  die  Coiigriicnz  «j-f-ß2"l"^3  —  1  ^ (mod  mit  »S^. 
Multiplicirt  inaii  dio  Congruenzen  successivc  mit  k^,  r^g ,  a^■  und 
"Wählt  diese  Rrstc  so,  duss  «i-a^^l,  tt>,.a^^l,  «^.cr,.  E^il  (niod;)) 
wird,  so  crliält  mau  aus  jeder  Cougrueuz  ^S.j  drei  Congruenzen  /S', 
diese  sind  aber  nicht  sämmtlich  von  einander  verscliicdcn.  Ist  in  deu 
Congrucuzeu      «i  =  «g,  so  ist  auch     =       und  mau  liudet  nach 
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aasgefahrtor  Mnltiplieation  iu  beiden  Fällen  diesclbo  Congruenz  5; 

üborliaupt  ergeben  sich  die  Congruenzen  S  von  der  Form  1  +  1  + 
^%-\'ßi  =  zweimal.  Ist  die  Congruenz  «i  +  «i+ofi  —  1  =0  mög- 
lich, so  gelangt  man  sogar  dreimal  zu  der  Congruenz  1+1+1+/?= 0. 
Damit  die  Congruenz  »S  eine  dreimal  so  grosse  Anzahl  von  liftsungen 
besitzt,  wie  die  Congruenz  *S.„  muss  mau  diejenigen  Congraonzi-n  von 
der  Form  1  + 1  +  + /3j  0,  in  denen  «2  von  der  Einlicit  ver- 
schieden ist,  zweifach,  die  Cougrueuz  l+l+l+/3i  =  0  aber  di'ci- 
fach  zählen.  Mau  tiudet  so: 

«  1    — 3  ,        ,  ,  M — 3 

3»  =  «0+  ~4 — hl  oder  «=  «o+^p 

jo  nachdem  3  Best  oder  Nichtrest  ist. 

1.  m     dn+2.  p  »  24n+23.  3  ist  Rost 

JV=  (12M  +  ll)(24u=i+ÖUM+26) 
tt  =  (12n  +  ll)(«  +  l) 
o  —  12«a  +  24«+12 
w  —  12tt>+26»+13 

2.  »*  =  3m.  p  =  24» +  7.   3  ist  Kichtrcst. 

(4i»+l)(72n>+54»+10) 
tt  .(3tt+l)(4n+l) 
V  —  12n«+8»+l 

w  =  12»2+9«+2 

IL   fi-'2m.  |)»8m+3. 

In  Congruenzen  von  der  Form  «i+«i+ 

«3  =  0  waren  die  sümmtlichcu  llesto  von  einander  vorschicdou.  Da 

j)— 1 

2  ein  Nichtrest  ist,  so  kommen  jetzt  noch  Congruenzen  von 

der  Form  «j  +    + «3  =  0  hinzu. 


Genau  wie  vorhin  ergiebt  sich: 
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3«  =  «o~i-^~4 — hl  oder  =  «6+^~4~» 

je  nachdem  3  Best  oder  Nicbtrest  ist 

1.  3n+l.  p  — 24ffi+ll.  S  ist  Best. 

(12n+5)(24u^4-26»+7) 
u  =  (12;i-f  5)(n-{-l) 
V  =  12/r-|-l2M+3 
w  —  12n*+13n+3 

2.  I»  »  3n+2.  p  »  24n+19.  3  ist  Nichtrest 

(4n+3)(72«^'-|-126«+5ö) 
tt  (3„-|_4)(4„-}-3) 

=«12n2-f  20n4-8 
10  *-  12»>-f21»+9 


§6. 

Es  sei  2^  eine  Primzahl  von  der  Form 
L  fi  a  2m,  p  8m-|-l. 


«  8  +"2" 

Man  gebe  <o  dieselbe  Bedeutang  wie  im  vorigen  §. 


«0  = 


2 


dw^3o+^-j^  oder  =«^,+^^4.1 
je  nachdem  3  Best  oder  Nichtrest  ist 

1.  m  —  3».  |i  —  24n-|-'l>  ^  ist  Best 

2^-.4»(72n«+18»+l) 

«  4u(3u+l) 
t/j  =  12/t2  4-2« 
t;  =  12n^+3H 
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2.  p  =  241»+ 17.  3  ist  Nichtrest. 

JV  —  (12n  4-  8)  (24n^  +  38«  + 15) 
«  «  (12/i-j-S)(»-fl) 

10  —  12»>'-{- 18,^  +  7 
»  —  12»-+lü»+7 

n.  ti  =  2//*+l.  p  =  8i»-f  5. 

p — 5  p — 1 
~8"~2" 


3io  =  «»+^^  oder  =   V-^^  + 1 
jo  uacMcm  '6  Kest  oder  Nichtrcst  ist 

1.  w  —  3»-f  1.  p  =  24n+13.   3  ist  Rest. 

iV«  (4n-|-2)(72tt«H-9ü»+28) 
„  -  (4»+2)(3»+l) 
w  —  12n>+14n+4 
V  »  12n*4-lön+5 

2.  m  »  3».  p  =  24m -|~  5.   3  ist  JKiclitrest. 

(12H-h2)(24»«+14i»+2) 
f«  (12«t4-2)n 

w  =  12Ä»+6n+l 
i;  =  12u^4-7M-j-l 


Combiuatioueu  zur  vierten  Glassc  uliiie  Wicdorliulung. 

^  6. 

Es  sei  p  ciue  Primzahl  von  der  ¥ovm  8m +7.  Ziiiiäclist  Iiaudclt 
es  sicli  um  die  Bestimmung  der  Zahl  n.  Mau  bizeichuc  zur  Ab- 
kürzung die  Congruonz  ct.,  -{-a.,  =  i)  (m<)(l/>)  mit  JJ  und  die 
Anzahl  ihrer  Lösungcu  mit  Die  Coiigrucnzeii  Ii  ergeben  sicli  da- 
durch, dass  man  die  Cungruenzen  von  der  Form  1 -(- f^i-j-f'.,  = 
successivc  mit  den  Werten  1  =  «  und  die  Congrnenzeu  von  der 
Form  l-f-jJj -j-/?j5  =  0  snecessivo  mit  den  Werten  ß  mnlti- 
plicirt.  In  den  so  gefundenen  Congrucnzcu  JJ  sind  die  Kestc  «j, 
uud  a-i  ucbst  ihren  Permutationeu  vorlianden. 
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;j-fl  jj— 3  ,  p+1  p—S 
0  -|  


4  4 

Ist  die  Zahl  3  ein  Nichtrest,  so  werden  in  den  Congruonzen  B  ein- 
mal die  drei  Beste  cv^,  und  tt^  einauder  gleicli,  Z> — 1  muss  dann 
durch  3  teilbar  sein;  tritt  aber  8  als  Best  auf,  so  mnss  b  selbst  durch 
3  teilbar  sein. 

I  1»  — 24n+23. 

Es  sei 

Ans  einer  Gongmonz  Ton  der  Form  |  ^^-{-«5  ^0  kann  man, 
wenn  die  Zahlen  er«  nnd  «5  von  einander  verschieden  sind,  stets  sswei 
verschiedene  Congmenzen  von  der  Form  l-f"ff]4*cri*f*<*'it^0  her- 
leiten, indem  man  dieselbe  successive  mit  nnd  oj  mnltiplicirt  und 
diese  Zahlen  so  wählt,  dass  «^.cr«  « 1,  tt^Mj  ^  1  (modp)  wird.  Legt 
man  bei  der  Congrueuz  l+l-{-«4+«'5  =  0  diejenige  Anzahl  von 
Lösungen  zn  Grande,  bei  der  die  Beste  «4  und  «5  nebst  ihren  Per- 
mutationen vorkommen,  so  darf  mau  aus  diesen  Congruenzen  nur 
eine  Congrtfeuz  von  der  Form  1 +«, -[-«i-f-«^  =  0  herleiten,  wenn 
man  nur  verschiedene  Congruenzen  haben  will.  Dies  gilt  auch  noch 
für  den  Fall,  dass  «4  =  «-  sein  sollte.  Die  Congruenzen  von  der 
Form  1 +  1 -]-«.-,  =  0  ergeben  sich  durch  Multiplicatiou  mit  2 
aas  den  Cougrueuzeu  von  der  Form  l-j-a-f-ofo  ^  . 

Es  sei 

*»""  2 

In  verschiedenen  Congruenzen  B  sind  ausser  der  Einheit  keine 
zwei  gleichen  Beste  mehr  vorhanden.  In  den  verschiedenen  Con- 
gruenzen von  der  Form  l-\-l-}-a,i-{-a-,  =  {)  sind  die  Zahlen  «4  und 
«5  weder  einander  noch  der  Einheit  gleich.  £s  giebt  demnach 
«4-1 

b^^bf  — ^-g    verschiedene  Congruenzen      welche  nur  ungldche 

Ucste  enthalten.  Multiplicirt  man  jede  dieser  ausgezeichneten  Con- 
gruenzen B  successive  mit  den  sämmtlichcn  Besten  yod  so  erhält 
man  dadurch  die  Congruenzen  von  der  Form  cir2-|~<^2~l~"3~i~"4  =  0 
(mod^;»),  nur  stimmen  unter  diesen  Congruenzen  immer  vier  Con- 
gruenzen mit  einander  aberein.  Es  ist  demnach 
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IL  p^Un+f, 
Es  sei 

Man  verfahrt  genau  wie  unter  I.,  mir  niuss  man  bei  den  Congnienzcu 
von  der  Form  l-\-ay-\-c(^-\-a.,  =  {)  bedenken,  duss  sidi  hierunter 
die  schou  berücksichtigte  Cougrueuz  l-\-(t^-\-tt^-\-((^~  {)  befindet 

h—   4  +1 
 2  

Unter  den  Coagraeozen  von  der  Form  l'\'l'\-tt^-\-«^^0  (modf») 
trifft  man  femer  die  Googrocnz  l-|-14-lH-«6  =  0,  diese  ist  schon 
nutcr  den  Congmenzen  von  der  Form  l-(-a,4-ffi-i'*8=0  mitgezählt 


3 


V  ergieht  sich  dnich  folgende  Betrachtungen.  Man  hezeichne  zur 
Abkflrznng  die  Gongruenz  l-}-«(i-i~^^3!+<y3~i~/^i  =  ^  (modj>)  mit  E 
und  die  Anzahl  ihrer  Losungen  mit  die  Congmenz 
Kj  s  0  (mod  j»)  mit  T  nnd  die  Anzahl  ihrer  Losungen  mit  t. 
Grossen  8  und  9  werde  dieselbe  Bedentang  wie  in  §  1.  beigelegt. 
Man  multiplicire  die  Congruonzen  S  snccessive  mit  den  Werten 
und  die  CongrueDzen  T  sueccssivo  mit  den  Werten 
1  -|-  cfj  =  ^.  Sind  in  den  zu  Gninde  gelegten  Congmenzen  S  nnd  T 
bezieblich  dio  Reste  n^,      und  die  Kicbtrcste  nebst  ihren 

Permutationen  vorhanden,  so  sind  auch  in  den  gefundenen  Congrueu- 
zcn  E  die  Reste  cr^,  ct^  und  iu  allen  Formen  pcniiutirt.  Die  Con- 
gruenzen  T  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  Congrueuzcn  von  der 
Form  \~\'a-\-ß  =  ü  succcssivc  mit  den  Werten  1  -j-  =  a  und  den 
"Werten  l-\-ß^  =  ß  multiplicirt.  Damit  aber  iu  den  Congruenzen  T 
die  Nichtreste  (3,  und  ß.,  nebst  ihren  Permutationen  vorkommen, 
muss  man  noch  die  Congrueuz  1  =  0  "lit  den  säniratUcheu 
Congruenzen  von  der  Form  /3g  -j-    =  0  verbinden. 

'  ""T""     + "ir"ir + "2". 
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Zunächst  mass  die  Anzalil  derjenigen  Gongrnenzen  E  bestimmt 
werden,  in  denen  die  drei  Elemente  «j,  und  «rg  einander  gleich 
sind.  Aus  einer  Congmcnz  l-{-ct-\-ß  —  0  kann  man  durch  Multi' 
plication  mit  3,  sei  3  nun  Rest  oder  Nicbtrcst,  jedesmal  eine  Con- 
gruenz  von  der  Form  l-{-l-\-l-\-a^-\- "  0  herleiten;  aus  jeder 
von  diesen  Congrucnzen  entsteht  durch  Multiplication  mit  or^,  wenn 
nur  a^.ci^  ^  1  (mody)  ist,  eine  Cüugruenz  von  der  Form 

2?— 3 

'  4- 

«i  =  5— 


Von  Cj  muss  die  Anzahl  der  Congrucnzen,  in  denen  noch  zwei 
der  Elemciite  «j,  und  nr^  einander  gleich  sind,  ahgezogen  werden. 
Der  Rest  muss  dann  durch  2  teilbar  sein.  Man  multiplicire  jede  der 
«  Congrucnzen  S  mit  2,  in  den  dadurch  entstehenden  Congruenzen 

von  der  Form  l-|-l-f""3~h*'4~l~i^  —  ^  ^^^^         Reste  und 
nebst  ihren  Pcrmntationen  vorhanden.    Man  darf  daher  aus  jeder 
Ton  diesen  Gongruenzeii  nur  eine  Congnienz  von  der  Form  l-f-t^i-f- 
cr]-|-(Vo4-|3i  ^0  herleiten.  Unter  diesen  Congruenzen  befinde  dch 

noch  die         Congrucuzeu,  in  denen  ist 

t  2  

In  ^2  Congrucnzen  E  sind  ausser  der  Einheit  keine  zwei  gleichen 
Reste  mehr  vorliandeu ;  es  bleibt  zu  entscheiden,  wie  viel  Congruenzen 
von  der  Form  l+l  +  ^a-j-Wa+Z^i  =0  sich  noch  hierunter  betiudeu. 
» — 3 

In  — ^       Gongraenzen  von  der  Form  1-|-1+«i-|-«8H-ä=0 

sind  die  Reste     nnd  ir,  von  einander  verschieden;  damnter  sind 

p  — 3 

a1>er  noch    ^  — 1  Cougruenzeu  von  der  Form  l-j-l-f-l+öj+^i^O 

enthalten;  die  hieiza  gehörige  Gongrnenz  l+l+l+l+/'i  =  (^iBt 
schon  hei  der  Bestimmung,  dasB  «|  und  von  einander  verschieden 
sein  sollen,  ausgesdilossen. 

^  =  «2— «iH--4  1 

In  e.^  Congruenzen  E  sind  also  sämmtUchc  Zahlen  von  ciuaudOT 
verschieden. 

Aus  einer  Congrucnz  von  der  Form  «, +«i'  +  «a+<'4— 1  =  0 
(modp)  kann  mau,  wenn  die  Grössen  a^,  Uj^,      und  sämmtlich 
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von  einander  verschieden  sind,  allemal  vier  verschiedene  Cougmenzen 
E  liorleitcu,  indem  man  succcssive  mi  «5,  a^,  Oj  nnd  malUplidrt 
und  diese  Zahlen  so  hestimmt,  dass  05.«,  ^  1,  et^M^  s  1,  Uj,u^  =  1 

nnd  a^.a^  =  1  (mod  ;>)  whrd.   £s  ergiebt  sich  demnach  »  ^> 

I.  p»24n+23. 

N"  (12tt4-ll)(72nS+162n>+21n+80} 
2f  bedeutet  die  Anzahl  der  Gombinationen. 

u  c=(12n+ll)(3nH-4"  +  l) 

H.  p°-24i»+7. 

(12n+3)(72«»  +  18n2+n) 
u  =  (12n+3)3n« 

V  »  36»»H  

-  ,  15n*  — n 
to«36n*H  o  " 


§7. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Fonn  8in+3>  Ben  Grüssen  B 
nnd  b  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6.  beigelegt 


—3 


Nnr  wenn  die  Zahl  3  ein  Nichtrest  ist,  können  in  den  Congrnenssen 
B  einmal  die  drei  Reste  «r„     nnd     einander  gleich  werden. 

I.  I>  =  24»-i-ll.   3  ist  Rest. 

Die  Oongruonzon  von  der  Fonn  l-j-l+fi  +  ^s^Ö  orgobon  sieh 
hier  aus  den  Congruenzeii  vou  der  Form         ^-jS^  =  0,  es  besitzt 

»  3 

demnach  dlo  Congmenz  l-|-tt4-|-'<*4+«'5^^     4~  Lösungen. 

8 

»s  =  — 2     •    ^   ö 
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4 

TL  p'^  24n+19.  3  ist  Nichtreet 

»i=s— g— ;       —  2  5   g — hl 

*»•  2 
•  -  —4— 

Man  lege  den  Grüssen  «,  T  und  <  dieselbe  Bedeutung  wie  im 
vorigen  §  bei.  • 

p  — 3 


Aus  jeder  der  $  Congrucnzen  T  erbiilt  man  durch  Multiplication  mit 
2  eine  Congmenz  von  der  Form  l+14-ai+«i+^i  =  0.   Es  er- 

,  p — 3 

giebt  sich  80,  dass  in    =  ^  Congraenzen  B  kein  Best 

4" 

ausser  der  Einheit  einem  anderen  gleich  wird.  In   ^ — ■  ver-. 

schiedenen  Congrucnzen  T  sind  die  Kichtreste  ßi  und  von  ein- 
ander verschieden,  multiplicirt  man  jede  dieser  Gongmenzen  mit  3, 

p — 3 

so  sind  unter  den  so  gefundenen  Congruenzen  noch   X  Gon- 
gmenzen von  der  Form  l-)-l+l+<<+/'  =  0  enthalten.  Es  ergiebt 
rieh: 

4    . p-3  . 
H-H  —2  1--4  1 

L  j>-.24«+li. 

(12n  +  5)  (72n3-f-54n«4-13n+l) 

u  "  (12»4-5)(3n2-f  „) 


I 
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N  =  (12»i  +  9)  (72«^+126tt2-j-  ZSu  +  H) 
u      (12w-|-9)(3u^' -f3/i -1-1) 


V 


w  —  3dn'H  ^  f-7. 


§  8. 

Es  sei  p  eine  Primzalü  von  der  Form  8i»+l.  Man  bezeichne 
wieder  die  Congnienz*l-{-ai-|-«^+«rß  =  0  mit  B  und  die  Anzahl 
ihrer  Lösungen  mit  b.  Eine  Congruenz  B  erhält  man  dadurch,  dass 
mau  eine  Congruenz  von  der  Forjn  l-j-cr^+'^a  0  "^i*  einem  Werte 
«  oder  eine  Congruenz  von  der  Form  \  -\-  ß^-\-ß^  =  0  mit 
einem  Werte  l-f-«i  =^  ß  nmltiplicirt.  Damit  in  den  Congruenzen  B 
die  Keste  «i,  cr^  und  «.5  in  allen  Formen  ix'rmutirt  vorkonmien,  muss 
man  zu  den  in  der  eben  angegebenen  Weise  gefundenen  Congruenzen 
noch  die  Congruenzen,  welche  aus  der  Verbindung  der  Congruenz 
l-j-«!  Ü  mit  den  sämmtlichen  Cougrueuzcn  von  der  Form  «^^-^-0^=0 
entstehcUf  hinzunehmen. 

.  6       5     p—1  p—l.p—1 

*  - -4- —  + -4- •  "4" 

Nor  wenn  die  Zahl  3  ein  Best  ist,  kdnnen  die  drei  Beste  «Ti,  er,  und 
einander  gleich  werden. 

L  p  =  24» +1.   a  ist  ßest 

Die  Congruenzen  von  der  Form  l-|-l  +  «4-{-«5~0  ergeben  sich 
aus  den  Congruenzen  von  dei^Form  l-j-a4-«Q  =  0.  Es  giebt  dem- 
nach Terschiedene  LüsQiu^  der  Congruenz  l-f^-j-nfi-f-aj—O^ 
Hiemnter  befindet  sich  aber  noch  die  Lösnng  l-f-«ri-|-tfi-|-«^5  0. 

4 


».=—2 


In   2  verschiedenen  Lösungen  der  Congruenz  l-j-l-J-a^+ß^—O 
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sind  die  Kcste  04  aud  «5  einander  ungleicli,  unter  diesen  Lösungen 
ist  abjBr,  da  3  ein  Best  ist,  die  Lösung  l-t-l+l+^^s^O  enthalten. 

h^h  S  

«  4— 

H  p^Un+n.  3  ist  Vichtrest. 

b  — T"  "1  ^ 

— Ä|  —  2  }       =   2  


''s 


1  * 


Bei  der  Bestimmung  von  w  kann  man  folgendermassen  ver&bren. 
Uan  bezeichne  zur  Abkürzung  die  Congrnenz  I4~^i+'^4~<'s4-l^i=() 
mit  E  und  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  e,  die  Congraem  1  -|-  /^j  ~i" 
^«{-ag  =  0  mit  T  und  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  t.  Den  Grös- 
sen jS  und  9  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  2.  beigelegt.  Die 
Congruenzen  E  ergeben  sich  dadurch,  ilass  man  die  Congruenzen  S 
successive  mit  den  Werten  \-\-(x^=  a  und  die  Congruenzen  T  suc- 
cessive  mit  den  Werten  =^  ß  multii)licirt.   Damit  in  den  Con- 

gruenzen E  die  Grössen  a„  imd  a.^  in  allen  Formen  permutirt 
vorkommen,  muss  man  noch  die  Cougrucuz  14"  0^  —  1)  =  0  mit  den 
sämmtlichou  Congruenzen  von  der  Form  a^-{-aQ-\^ßi  =  0  verbinden. 

.  —  .  5  I  ,  p—1  .  p—l  p—t 
«  — *•  4  -r«-  4.  -r~2  4" 

Multiplicirt  man  die  Congrueuzeii  l-j-«+|3  =  0  successive  mit 
den  Werten  l-\~ßi^  a  und  den  Werten  l-j-i^i  =  |3,  su  sind  in  den 
dadurch  eutstaudenen  Congruenzen  T  die  Nichtreste  und  nebst 
ihren  Permutationen  vorhanden. 

*  =  -4       4""*"~4~'  4 

Zunächst  ist  die  Anzahl  der  Congruenzen  von  der  Form  l-j-ai-f- 
"i~\~"L-\~ßi  =  0  zu  bestimmen,  diese  Congruenzen  ergeben  sich  durch 
Multiplication  mit  «j  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  1-f-l-}- 
l-\-a-\-ß  =  Oy  wenn  nur     der  Bedingung  «1.0=  1  (modi))  genügt. 
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'  o— 1 

' — j- 
•"=—5— 


Um  dio  Congraenzen  yon  der  Form  l-f-«] +«1+^8+^1 
aus  den  Congmenzen  von  der  Form  1  +«4+''6H~i's  =  0  zu  erhalten, 
verfthrt  man  genan  wie  in  §  6. 


9  — 


p-1 


4 

In   g  Congmenzen  von  der  Form  l+l-f-«i-{-«8+ft=0 

sind  die  Beste      nnd      einander  ungleich;  es  befinden  sich  aber 
p — 1 

hieranter  noch        Congmenzen  von  der  Form  l+l4-l-|-«t+/3=Oi 
kann,  da  die  Zahl  4  jeden&lls  ein  Best  ist,  nicht  —  1  weiden. 

4    .  9—1 
H-^  2— +4 

Ans  einer  Congrucnz  von  der  Form  /Ji+l^a+A+i^A— 1  =ö 
kann  man,  wenn  die  vier  Kicbtreste  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind,  stets  vier  verschiedene  Congruenzen  E  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  in  ihnen  sämmtlichc  Reste  einander  ungleich  sind, 
herleiten,  indem  man  jene  Congruenz  successive  mit  /?r„  /?(;,  und 
multiplicirt  und  diese  Zalileu  so  wählt,  dass  =  1 ,  ß^yß^  =  l^ 
ßj.ß^  =  l  und  ß^.ß^^l  (modp)  wird.   Es  ergiebt  sich  demnach: 

r 

I.         24n4-l.    3  ist  Rest. 

H  =  3n(288«» — 144n«-|-22»-.  1) 
u  —  3n(12»>— 6i»+d) 


2 


w  =  36n*  ^  1 

n.  1»  —  24»+17.  8  ist  Nichtrest 

(3n+2)(288»s+432te'+214ti+35) 

«  I-  (3n+2)(12«24-lOn4-3) 
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t  9. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8//i-j-5.  Den  Grössen  B 
und  b  werde  dieselbe  Bedcutang  wie  iu  §  Ö.  beigelegt 

j>— 5  ,  p—1  p—l  p—1 

Nur  wQnu  die  Zahl  3  ein  Rest  ist,  können  in  den  Congroenzen 
B  die  Beste  «j,     und  %  alle  drei  einander  gleich  werden. 

L  ps=24n4-13.   3  ist  Best. 

6—1 


3 


Die  Congruenzeu  von  der  Form  1 -j-r^, =  0  ergeben 
sich  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  ]  -\-l-\-a^-\~ar,  =  0,  und 
die  Congruenzeu  dieser  Art  entstehen  durcli  Multiplication  mit  2  aus 
den  Congruenzeu  von  der  Form  l-j-j^i+Z^^  =  ü. 


—  1 


=  2 

£-1 


In   verschiedenen  Congmenzen  von  der  Form  1+1-f- 

<y^_|_„,  ==0  sind  die  Reste  und  a-  einander  ungleich,  nur  befindet 
sich  unter  diesen  Losungen  noch  die  Congruenz  1+1  +  14-05  =  0. 

y— 1  ^1 

Demnach  sind  in  g  1  Congroenzen  Ton  der  Form  1+1+ 

^^-j-a.  =  0  die  Reste  und  «5  weder  ehiandw  noch  der  Einheit 
congruent. 

>8-*i  2  

p-1 


«  =  -—3 — 
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JL  pssUn+b.  8  igt  Niditrest. 

,      h      ^      ^       4       .      -     _i  l 

*i  =  3  J       =  2  5       —  *i  2  

Es  bleibt  noch  die  BestimmuDg  von  u>.  Man  gebe  den  Grössen 
E  und  6,  T  nnd  <  dieselbe  Bedeutung  wie  Im  Yorigen  §. 

•  j_#  trljL^zl  Pill 

*  4 


Die  Congruenzon  von  der  Form  l-f-l+^i+^s+Z^^^  ergeben 
sich  durch  Multiplication  mit  2  aus  den  Cougruenzen  von  der  Form 

p  1 

l-f-A+A+"^0.  Ib        4~  CoDgraenzen  von  der  Foim  l-f- 

**i-{-f*i-\-o»'\-ß^O  sind  nun  die  Beste  und  von  einander 
Terschioden. 


«8 


*  4 


In  — s  Congmenzen  ton  der  Form  l-j-l-}-«i-|-tf2+/^=0 

sind  die  Beste     und     einander  ungleich  \  hierunter  sind  aber  noch 
LteaBgen  onfbalten,  in  denen     der  Einheit  congment  ist 

4     ,  |)— 1 

-T— +  4 

Wie  froher  findet  man:  w  =  v- 

L  I»  —  24i»+13.  3  ist  Best 

iV  =  (6«  +  3)(144H3+144»2-j-47,4+6) 
»  —  (6n4-3)(6n24-3H-i-l) 
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IL  j»  =  24«-f-5.  3  ist  Nichtrest 

JV—  (em-fl)(141«3— n) 
»  —  (6i*+l)(6»»— «) 
3n«+n 


10  —  36n3 


2  . 
2 


Combinatiouen  zur  vierten  Classc  mit  Wicdürlioluug. 

§  10. 

Es  sei  p  eine  -Frimzalil  von  der  Form  8m -j-  7.  Bei  den  Combi- 
*  nationen  ohne  Wiederholung  waren  sämmtliclie  Zahlen  in  den  Con- 
gmenzen  von  der  Form  «4*f~*'AH~<'«~i~''^  ~  0  von  einander  verschie- 
den; jetzt  kommen  sn  diesen  Qongrnenzon  solche  hinzu,  welche  gleiche 
Keste  enthalten.  11  nltiplidrt  man  die  Gongmenzen  von  der  Form 
lH-l-f-«i-|-<»2  =  ^>  siiccessive  mit  den  sammtllcheu  Resten  von  j», 
so  er}) alt  man,  da  die  Zahlen  «r,  und  ir^  niemals  einander  gleich  wer- 
den können,  nnr  verschiedene  Gongmenzen.  Man  findet  so: 

hat  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6. 

Bei  der  Bestimmung  von  r  kann  mau  ebenfalls  von  den  Coiiibi- 
nationen  ohne  Wiederholung  ausgehen.  Man  niu8S  alle  die  verscliie- 
deuen  Cougrucuzen,  welche  früher  entfernt  wurden,  weil  sie  gleiche 
Reste  enthielten,  wieder  hinzulegen.  Den  Grössen  £,  «,  S  und  a 
werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6.  gegeben.  In  Gongmenzen  E 
Iconnte  mit  Ausnahme  der  Einheit  kein  Best  einem  anderen  gleich 
werden.  Es  kommen  nun  die  «  Gongraenzen  von  der  Form  lH-o'i+ 
«i-f-ffs-l-j?!  =  0  wieder  hinzu;  unter  diesen  Gongmenzen  befinden 

sich  schon  die    ^    Congrueuzen,  in  denen  ist.    Cq  sei  die 

Anzahl  der  überhaupt  von  einander  verschiedenen  Gongmenzen  E\ 

Multiplicirt  man  die  Gongmenzen  von  der  Form  + 
«4 — 1  =  0  (modT?)  successive  mit  »5,  or^,,  a-f  und  or^  und  wählt  diese 
Beste  80,  dass       =  l,  cc^^m^  =  1,  a^.tf^  s  1  und  «g.a^  =  1  (modj9) 
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wird,  so  erhält  mau  aus  jeder  vou  diesen  Cougrucn/.en  vier  Congni- 
cuzcn  fJ;  dieselben  siud  aber  uiclit  siimmtlich  vou  einander  verschie- 
den. Ist  z.  B.  «,  a^,  dagegeu  nicht  =  «3  oder  =  «j,  so  ist  auch 
=  ttfi,  und  es  crgiebt  sicli  dann  zweimal  dieselbe  Congruenz 
l-j-l-}-a-|~"o~h^  =  "  ^^^^^  "0  sind  in  diesen  Congrueuzen  von  1 
verschieden.  Uebcrhaupt  gelangt  man  za  allen  denjenigen  Cougruen- 
zen  Ton  der  Form  l-j-  '^-h"i-h"2-\-ßi^0j  in  denen  «1  und  «2  nicht 
«=  1  werden,  zweimal,  die  Cougraenzen  von  der  Form  + 
«-f  jS  =  0  erhftlt  man  dreimal,  die  Congmenz  l+l+l+l+j^^O 

sogar  viermal.  Unter  den  ^        Congmenzen  von  der  Form 

p — 3 

l-f-l+ßi  +  <^a~l-i^i  =  0  sind  schon  einmal  die  "^--jp-  Congrueuzen 

l4-l+l+tf9-i-/3i=0  enthalten,  die  Congruenz  1+14.14.1^/3=0 

,  p — 3 
•+   4  ' 

findet  sich  scbon  einmal  unter  den  — g        Congmenzen  Ton  der 

Form  l-)-l-|-it|-)-a2+/^  =  0  ^  einmal  nnter  den^^  Congm- 
enzen von  der  Form  l-|-l+l-j~**2"i"i^i  =  ^-  demnach: 

I.  j)  =  24n+23. 

iff  —  (12n+ll)(72»»+234»*+253«+91) 
u  —  (13»+11)  (dnS+7«+4} 

IL  |>  =  24»+7. 

JV=:  (72n»+90i»«+37n+ö)  (12tt+3) 
f»  s=  (3»«H- 3n + 1)  (12«  +  3) 
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§  11. 

Es  Bei  p  eine  Primzahl  Yon  der  Form  9m+9.  Man.verfiUirt 
analog  irie  im  vorigen  §.  Bio  Gongruenz  lH-l+«i+o^  —  0  besitzt 

3 

^       Lösuugeu;  «i  und       werdeu  in  denselbeu  niemals  einander 
o 

gleich.  Mnltiplicirt  raao  daher  jede  dieser  Congmenzen  saccessive 
mit  den  sänunüidien  Resten  Ton  |>,  so  erh&lt  man  nnr  Terschiedene 
Congmenzen. 

der  Bestimmung  der  Zahl  v  kann  man  ebenfiills  genau  me 
im  vorigen  §  verfiihren,  man  muss  nnr  die  in  f  7.  festgestellten 
Weirte  heranziehen. 

*  +  ^^ 

1.  2»  =  24«+ 11. 

jy—  (72»3+126/i2  +  73n4-14)(12»+5) 

n.  -i»  =  247» +19. 

27  ^  (72»s+198n>+181i»+65)(12n+9) 
»  =s  (3fi>+6n+3)(12«+9) 

_3en3+i5W7,^2^ 

,.36»3+i?52!±^ 


§  12. 


Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8m+l.  In 


0-5 


2 

Congruenzeu  von  der  Form  l+l+oj+c,  =  0  sind  die  Beste  «j 
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und  «1  einander  ungleich.  MaltipUdit  man  jede  dieser  Gongnienzen 

sncccssive  mit  den  Besten  der  Zahl  so  crhftlt  man  nur  verschie- 
dene Congmenzen ;  multiplicirt  man  aber  die  Congraenz  l-f-l+d»— 1) 

-\-{p  —  1)  =  0  mit  sämmtlichen  Resten,  so  ergeben  sich  immer  zwei 
Congruenzen,  welche  mit  einander  übereinstimmen,  denn  die  Con- 
grmm  «3+ w3+«4+«4  =  0,  welche  mau  durcli  Multiiüicatiou  mit 
03  bekommt,  kann  man  sich  ebenso  gut  durch  Muitipiicatiou  mit  «4 
entstanden  denken.  Mau  liudet  so: 

p-^ 

u  4-~  +  "~2  2  +  "4"' 

bat  dieselbe  Bedeutung  wie  in  $  8. 

w  bestimmt  man  folgendermasseii.  Man  lege  den  Grossen  B  und 
e  dieselbe  Bedentong  wie  in  S  8.  bei;  «o  Ansahl  der  fiberbanpt 
von  einander  verscbiedenen  Congmenzen  E.  Wie  in  $  10  ergiebt 
sieb:  «0  =  «8+«'  mnltiplicii^  die  Congruenzen  von  der  Form 

ßi'\'ß2'\'ß3-\-ßi  —  1  =0  succcssivc  mit  |35,  /Jg,  ß-j  uud     und  wähle 
diese  Zahlen  so,  dass  ß^.ßi^i,  ß^.ß^^l^  ßj.ß^—l  und  /5»./34=l 
wird.   Unter  den  dadurch  gefundenen  Congruenzen  IC  sind  die  Con- 
gruenzen 1 -}- 1 -}- «1 -|- «2  "h  1^  =^     zweimal,  die  Congruenzen 
l^a^-{-^  =  0  aber  dreimal  enthalten,   i^au  erhält  so: 

4a;  «^H  2  f"~4"* 

I.  p  =  24»+l. 

N  -  di>(288nS+144ii>+22«+l) 

i»-=3n(12n»4-6;i  +  l) 

10  —  36»»H  ^ — 

«/.  •  I  33»«+ 5n 

n.  i»-24n+17. 

jf^  (3n+2)(288n»-h720n«+598»H-165) 

«=  (3n+2)(12«^-f22«-i-9) 
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§  13. 

Ks  sei  2>  cii'e  Primzahl  Ton  der  Form  8m +5.  Aehnlicb  wie  im 
Torigen  §  findet  man: 

— 4      I  2  2^4 

«9  hat  diesellie  Bedeutung  wie  in  §9.,  ebenso  werde  der  Zahl  die- 
selbe Bedeatang  wie  dort  beigelegt  Es  crgiebt  sieh:  ^  = 

4    , p-1 
4i0  —  €bH  2  +4" 

.  I.  |,  =  24»+5. 

(6n-f-l)(144»»+144««+47n+ö) 

tt  =  (6«+l)(G«2+5»+l) 

n.  |}'-24fi+13. 

iSr«  (6«4.3)a44«»+288»«+191n+42) 

„«(6n+3)(6H2-|-9u-f-4) 

t0  3s36ii«-|  1!  1-10 

,  ,  141n2  +  89n  ,  _ 


§  14 

Hau  könnte  diese  Betrachtangen  nun  noch  auf  Gombinationeii 
höherer  dassen  ansdehnen)  allein  in  dem  Gange  der  Untersnchongen 
würde  mch  nichts  Neoes  ergeben.  Bei  der  Bestimmong  der  Zahl  ti 
Ibr  die  CSombinatiotten  der  »ten  Classe  muss  man  immer  von  den 
Congmenzen  Yon  der  Form  l-{-«i  -|-vb+--4'<'»'1  ^  ^  (modp)  aus- 
gehen; zunächst  erhält  man  die  Beste  tt|,  or^  ...  cr„-i  in  allen  Formen 
pemratirt,  man  leitet  daraus  die  von  einander  verschiedenen  Con- 
grnenzen  her,  welche  zugleich  nur  einander  incongmente  Zahlen  ent- 
halten. Die  Anzahl  dieser  Congrucuzcii  sei  ^r»-i.  Multiplicirt  mau 
jede  der  on—i  anagezeichneten  Gongrueuzeu  saccessive  mit  den  sämmt- 


Digitized  by  Google 


28        Meyen  Zur  Iheork  der  quairaüs^tn  unä  kubischen  Rette» 

liehen  Besten  der  Zahl     so  stimmen  unter  den  so  gefundenen  Con- 

graenzen  immer  n  Ck>nghienzen  mit  einander  flberein.  Man  erhält 

p-1 
Om-i  .  — 2~~ 

so  das  Resultat:  u  -=  .    Bei  der  Bestimmung  der  Zahlen 

V  und  tc  muss  mau  die  Cougnionzeu  von  der  Form  1 ^'j "f" ^'2 4~  ••• 
-{-an-\-{- ß-i  =  0  (modp)  zu  Gniiido  legen.    Es  sei  die  Anzahl 

derjenigen  verschiedeneu  ('ongruenzeu  von  dieser  Form ,  welche  nur 
ungleiche  Zahlen   enthalten.    Bei  den  Primzahlen  von  der  Form 

4fi-|-3  ist  «  >"         bei  den  Primzahlen  von  der  Form  ^^-{-1  da- 

gegen  to  =         Diese  Betrachtongen  beziehen  sich  freilich  nur  auf 

die  Gombination^  ohne  Wiederholong.  Bei  den  Combinatlonen  mit 
Wiederiiolong  inuss  man  bei  der  Bestimmung  der  Zahl  u  noch  alle 
die  verschiedenen  (Tongraenzen  von  der  Form  «i4-<'s+ 

welche  zwei  oder  mehrere  gleiche  Reste  enthalten,  hinzu  nehmen. 
Bei  der  Bestimmung  der  Zahlen  »  und  w  handelt  es  sich  zonädist 
darum ,  die  überhauj)t  von  einander  verschiedenen  Congruenzen  von 
der  Form  l-\-aj^-\-a2-\~  . . .  -\-ct„-i-\-ßi  =  0  zu  ermitteln.  Unter 
diesen  Congrueuzen  muss  imin  allgemein  diejenigen  Congruenzen, 
welche  die  Einheit  /.  mal  cuthultcu,  /.  fach  zählen.  Ist  öu-i  die  An- 
zahl der  so  bestimmten  Congruenzen,  so  hat  man 

V  —          oder    w  •«*  — -f 

n  n 

je  nachdem  p  »"4|ä-|-3  oder  4^i-}-l  ist. 

Es  soll  zum  Schluss  noch  der  Weg,  den  man  bei  den  Combi- 
nationen  der  fünften  GUsse  einschlagen  muss,  etwas  näher  angegeben 
werden. 


Gombinationen  zur  fitmften  Classe  ohne  Wiederholung. 

§  15. 


Man  bezeichne  zur  Abkttrznng  die  Gongruenz  l+^^i+t^a  +  '^'s 
-{-»4  =  0  (mod|>)  mit  A,  die  Gongruenz  l+a5-|-ffe-|-iK7  =0  mit  J? 
und  die  Goqgruenz  l+ßt+ßf+h^O  mit  C.  Bie  Gongruenz  A 
möge  a  Losungen  besitzen,  eine  entsprechende  Bedeutung  werde  den 
Zahlen  h  und  e  g^ben.  Man  muss  nun  2  Fälle  unterscheiden: 


I.  p  =  4/*+3. 
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"ir'~ir+~4r'~r' 

jg— -3  p — 3  ,  p-{~i  j) — 3 
~ä  4~  +  "~4  4"* 

£—5  p—ö  ,  p—1  p—l  p—1 

y— 5    p—1        p—1  p—1 

'  Es  mag  nur  kurz  der  Weg  snir  Bestimnumg  der  Zabl  u  bei  den 
Primzahlen  von  der  Form  angegeben  werden,  bei  den  Prim- 

zahlen Ton  der  Form  4ftH-l  gestaltet  sich  alles  analog.  In  den  a 
Congmenzen  A  sind  die  Beste  ffj,  a«,  und  04  in  allen  Formen 
permutirt  -,  mau  muss  nun  zunächst  diejenigen  Ck>ngmenzen,  in  denen 
zweimal  zwei  Keste  einander  gleich  sind,  bestimmen;  subtrahirt  man 
die  sechsfache  Anzahl  derselben  von  a,  so  muss  der  Best  durch  4 
teilbar  sein ;  der  Quotient  sei  =  a^.  Multiplicirt  man  die  Cougru- 
enzen  von  der  Form  l-{-l-|-«i-}-ofi4-«2  =  ^  niit  «3,  wobei  «3  der 
Bedingung  «3. «2  =  1  (modp)  genügt, so  stimmen  uutcr  den  gefundenen 
Cougrueiizeii  von  der  Form  l-f-«3  +  «y-f-^'i  +  "i  ^  ^  immer  zwei 
Congrueuzen  mit  einander  überein;  die  Cougruenz  l  +  c';j-|-"3H~*^4 
4-04  =  0  besitzt  also  nur  halb  soviel  Lösungen  wie  dio  Cougruenz 
l+l  +  «i4-«i+«2  =  0. 

Subtrahirt  yian  von      die  Anzald  der  Congrueuzen  von  der  Form 
=     so  ist  der  Best  wieder  durch  3  teilbar, 
der  Quotient  sei  »  Of. 

Sind  in  den  Crongmenzen  von  der  Form  l-|-l  +  <^i+»2~f-^3^0 
(mod  p)  die'  Zahlen  «1,  und  «3  yon  einander  und  Ton  der  Einheit 
verschieden,  so  erhält  man,  wenn  die  Zahlen  o^,  14  und  1%  ohne  ihre 
Permntationen  vorlcommen,  aus  jeder  von  diesen  Gongrnenzen  drei 
Torschiedene  Congrueuzen  von  der  Form  I+c^a+'a+^s+'o^^ 
(modj»).  Zu  den  in  der  eben  angegebenen  Weise  gefundenen  Con- 
grueuzen von  dieser  Form  kommen  noch  die  Congmenzen  von  der 
Form  l-[-l  +  l-|-ai+ofj  =  0  und  die  Congrucnzen  von  der  Form 
l-|-l-{-a3-|-«:i4-ff7  ^0  hinzu,  man  muss  nur  dafür  sorgen,  dass  er, 
und  nicht  einauder  gleich  werden  und  dass  «7  nicht  gleich  1  und 
nicht  gleich  «3  wird.  Damit  sind  dann  sämmtliche  Congrueuzen 
in  denen  zwei  und  zwar  nur  zwei  der  Beste  a^^  a^,  %  und  «4  eiu- 


b  = 

n.      =  4tt4-l. 
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ander  gleich  sind,  erschöpft;  siibtrahirt  man  ihre  Anzahl  von  Og,  80 
ist  der  liest  durch  2  teilbar }  der  Quotient  sei  =>  a«. 

Von  413  mnss  noch  die  Anzahl  deijenigen  von  dnander  Tenchie- ' 
denen  Congruenzen      in  denen  einer  der  Beste  «1,         imd  »4 
der  Einheit  gleich  wird,  abgezogen  werden;  der  Best  sei  —  a«.  Es 
ergiebt  sich  demiiach: 

2^ 


§  16. 

Es  soll  ebenfalls  in  aller  Kürze  der  Weg  zur  Bestimmung  von  v 
bei  den  Primzahlen  von  der  Form  -i/Li-j-S  mitgeteilt  werden.  Man 
bezeichne  zur  Abkürzung  die  Congrueuz  l-{-ffi  +  «2  +  «3  +  «4  +  /^i=0 
(raod;;)  mit  Z),  die  Congruenz  l-j-«54- f^u  +  ^j  +  Z^s  =^  ""t  /:  und 
die  Congruenz  l+i^a+i^d  +  l^ö+Wö  =  U  mit  F.  Die  Congruenz  D 
möge  d  Lösungen  besitzen,  eine  entsprechende  Bedeutaug  werde  den 
Zahlen  c  und  /  beigelegt. 

<f  —  «.  — ^ -f-/ .  — ^ 
«-•.^  +  «.^  (8.  §6.) 

In  den  d  Gongmenzen  D  sind  die  Beste  oi,  «t,  «a  und  «4  nebst 
ihren  Permutationen  vorbanden.  Snbtraiiirt  man  von  d  die  ilnsahl 
deijenigen  Congruenzen,  in  denen  die  vier  Reste  a^,  oj,  uud  04 
sftnuntiich  einauder  gleich  sind,  ferner  die  sechsfache  Anzahl  der  Gon* 
gruenzen  von  der  Form  lH-'^i~h'^i+**3+*'3"f~i^i  =  0  (modj>),  so 
ist  der  Best  durch  4  teilbar,  der  Quotient  sei  =  t\.  Natürlich  ist 
bei  den  Congruenzeu  der  letzten  Art  Yorausgesetzt,  dass  und 
von  einander  versobieden  sein  sollen. 

Zieht  man  von  d^  die  Anzahl  der  Gongmenzen  von  der  Form 
l-f-«i+^+<'i+<'4H~A  =  0  ab,  so  ist  der  Best  durch  3  teilbar; 
der  Quotient*  sei  >—  c4*  Selbstverständlidi  darf  in  dem  Gongmenzen 
der  letzten  Art  «4  nicht  gldch  werden. 

Es  bleibt  noch  die  Anzahl  der  Congruenzen  von  der  Form 
1 + «1  -|-  «1  -{-  «3  +  «4  -|-  /^i  =  0  zu  bestimmen.  Aus  jeder  Congruenz 
von  der  Form  l-j-i4-«ö+««4-«7+/'i  ^  0  erhält  man,  wenn  die 
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drei  Reste  »5,  und  a^  von  einander  und  von  der  Einheit  verschie- 
den sind  und  auch  ohne  ihre  Pcrrautationen  vorkommen,  drei  ver- 
schiedene Congruenzen  von  der  Form  1  -f  «1  -f  -  «'i  H"  +  «4 + /^i  =  0 ; 
hierzu  kommen  noch  die  Coiigruciizoii  von  der  Form  1 -f- 1 -f-l-f-Oi 
-\-a^-\-ßi  ~  0  und  die  Congruenzen  von  der  J'orm  l-j-l-j-cfs-j-ofg 
+  or.,-j-^j  ETI  U;  man  niuss  nur  dafür  sorgen,  dass  in  den  Congruenzen 
von  liou  beiden  letzten  Formen  die  Zahlen  und  a.j  weder  einander 
noch  der  Einheit  congruent  werden,  dass  «3  nicht  gleich  1,  und  dass 
«4  nicht  gleich  1  und  nicht  gleich  wird.  Subtrabirt  man  die  An- 
zalil  derjenigen  Congruenzen  D,  in  denen  zwei  und  zwar  nur  zwM 
der  Reste  a^,  or^,  und  einander  gleich  werden,  von  10  nuiss 
der  Best  durch  2  teilbar  sein;  der  Quotient  sei  ^ 

Von  f/.j  inuss  die  Anzahl  derjenigen  Cougruciizeu  D,  in  denen 
allein  die  Einheit  zweimal  vorkommt,  abgezogen  werden.  Die  Dif- 
ferenz sei  =-  d^. 

Man  findet  so:  o  — 

Fttr  die  Primzahlen  von  der  Form  ^-{-l  wttrden  die  OrOssen 
d,  e,  f  folgende  Werte  besitzen: 

e^t,  —-^  1-  t .        -J  ^  ^    (8.  ä  b.) 

Die  Bestimmung  von  w  ist  ganz  der  Bestimmung  von  v  bei  den' 
Primzahlen  von  der  Form  4^-1-3  analog. 

I 

$  17.  ■ 

Eine  andere  Frage  als  die  im  Yorbergehenden  behandelte,  ist 
folgende: 

Bildet  man  ans  den  Resten  der  Primzahl  p  algebraische  Summen 
mit  j^  h  Sammanden,  in  der  Weise^  dass  man  I  Sammanden  das  posi- 
tive, den  übrigen  h—l  Sammanden  aber  das  nogatiTe  Zeichen  bei- 
legt, so  ist  zu  entscheiden,  wie  viele  dieser  Aggregate  einem  Reste, 
einem  Nichtreste  oder  der  Noll  congraent  sind. 

Der  Fall  k  —  2  ist  schon  von  Herrn  Professor  Stern  in  der  Ab- 
handlaug:. '„Recherches  Sur  la  th^orie  des  r6sidas  quadratiqnes'^  be- 
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«—1 

handelt.   Ferner  ist  der  Fall  k  =    ^     von  Herrn  Prof.  Stern  in 

der  Abhandlung :  „Zur  Theorie  der  quadratischen  Reste"  näher  unter- 
sucht. Es  sollen  nun  die  Fälle  k  —  3  und  k  ^  4,  soweit  sie  in  den 
vorstehenden  Untersuchungen  noch  nicht  erörtert  sind,  näher  betrachtet 
werden. 

Die  Anzahl  der  Combinationen  der  ^-ten  Classc  ohne  Wieder- 
holung sei  =  N.  Das  Zeichen  (a,  /?,  0)  auf  der  rechten  Seite  einer 
Congruenz  möge  bedeuten,  dass  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite 
einem  der  in  Klammern  eiugcscblossenen  Werte  congruent  sein  muss. 
Ks  iflt  klar,  dass  man  aus  jeder  Congruenz  von  der  Form  «j-j-^fH- 

n^H- ...  +«»  Ä  («, ß, 0)  (mod|»)  immer  In   ^  ^  ^ — ■ — - 

Congruenzen  von  der  Form  «, -j-cfo-f-...-j-a/  —  «Hi  —  ß/+2...  — 

(a,    0)  herleiten  kann.   Die  Am^ahl  der  Congruenzen  von  dieser  Form 

ist  daher  ^  h.N. 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass,  wenn  man  sämmtliche  Congru- 
enzen von  der  Form  ofj  -f-  «2-}-  •  •  •  +  —  •  •  •  — (^k~  («,  0)' 
bildet,  in  diesen  Congruenzen  alle  Reste  sowie  alle  Nichtreste  gleich 
oft  auf  der  rechten  Seite  vorkommen  inüsson.  Die  Null  sei  pmal, 
jeder  Rest  ömal  und  jeder  Nichtrest  rmal  vorhanden.  Es  handelt 
sich  um  die  Bestimmung  der  Zahlen  p,  a  und  t.  Es  sollen  im  Fol- 
genden nur  diejenigen  Congruenzen  berücksichtigt  werden,  welche 
auf  der  linken  Seite  nur  ungleiche  Zahlen  enthalten. 


it»3.  LI.  jk]»a. 

Die  Congruenzen  von  der  Form  «3  =  0  (modp)  erhält 

man  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  ci^-^cti-^-ßa  =  0,  wenn  man 
für     den  entsprechenden  Wert  — einsetzt.  Je  nachdem  die  Zahl 

2  Best  oder  Nichtrest  ist,  gieht  es  ^  1  oder  ^-j—  Coogmen- 

zen  von  der  Form  l-f-«-t-^  =  0,  welche  nur  ungleiche  Zahlen  ent- 
halten. Multiplicirt  man  jede  dieser  Congruenzen  successive  mit  den 
sämmtlicben  Resten  der  Zahl  so  erhält  man  immer  zwei  Congru- 
enzen, welche  mit  einander  übereinstimmen. 

p — 3                            p — 3   p  — 1 
4       *  p-1    ^  2~ 
9  2  2     ^  =  2  • 

je  nachdem  2  Rest  oder  Nichtrest  ist 


Digitized  by  Gc 


Mtyer:  Znr  TkwrU  Ar  ^pMiärvMtm  tud  hAkAtn  Bau.  33 

Die  Congroeiizeii  «i-f-<^ — —  1  etgeben  sich  anft  denCon- 
graenzen  you  der  Form  l+ffi+fft+Z's  ^0.   TKe  Anzabl  dieser 

.  3 
'■"4 

Oongmenzen  ist  =  ^  ,  wenn  man  voraussetzt,  dass  und 

von  einander  verschieden  sein  sollen,  s  hat  dieselbe  Bedeutung  wie 
in  §  1.  Die  Möglichkeit,  dass  «r^»  oder  —  wird,  ist  ausge- 
schlossen. • 

X  ^— 

tf  ergiebt  Bich  ans  der  folgenden  Gleichung: 

1.  =  8i»-|-3. 

9  «-*  iii(4m+l);    *  — 3«;  t  —  4m*. 

2.  jp  =  8m-f7. 

1.  i»<»dffi+i* 
rp-6 


In   ^  g  ^  Congrueuzen  von  der  Form 

«5  =  0  Bind  die  Beete  nnd  von  einander  yerschieden.  Jede 
dieser  Gongroenzen  liefert  drei  Congroenzen  Ton  der  Form  — 
«4  =  0;  ausserdem  erhält  man  eine  Gongmenz  von  dieser  Form  noch 

aus  jeder  der    ^     Congrueuzen  von  der  Form  «i4-«i4-«s  ^  0, 

indem  man  fttr     den  entsprechenden  Wwt  ~ ««  einsetzt: 

4  \ 

— 2 —  "T" 

Die  Congrucnz  /Jj  -|-  /^s  + 1^3  =  1  besitzt  J  Lösungen.    («,  hat 

dieselbe  Bedeutung  wio  in  §  2.).  Jede  von  diesen  Congrueuzen  liefert 
drei  verschiedene  Congrueuzen  von  der  Form  i^i+i^Ä  —  ^4  —  1-  -^^S" 
serdem  erhält  man  eine  Congrucnz  von  dieser  Form  noch  aus  jeder 
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OongrneDZ  von  der  Form  ßt-\' ßi-\- ß-i  =  1,  wenn  nur  ß^  vou  vor- 
schieden  ist.  Die  letzte  Congruenz  besitzt  nun         oder  ^-j^  —  1 

LöBiingeii,  je  nachdem  3  Best  oder  Nichtrest  ist  Es  eigiebt  sich, 
dass  t  jedenfiüis  dem  im  $  2.  mit  ^  bendchneten  Werte  gleich'  ist 

T-^+^  oder  -,,+^  —  1, 

je  nachdem  3  Best  ist  oder  nicht 

9  '  4m(fi»— 1);  X  —  4m*— 2m;     =  4m*—  5m -|- 2. 
2.  p  —  8m+ö. 

Barch  eine  der  Torigen  ähnliche  Betrachtung  findet  man: 
f  — 4m*-|-2m;   tfs=s4m*— m. 


§  19. 

ik  =  8.  2  ==2.  ibt«3. 

I.  ii~4^i-i-3. 

Mnltiplicirt  man  die  Congmenz  «|-|-«s— chb  5  0  mit  —1,  so  er^ 
hllt  man  daraas  die  Congmenz  tt^ — «|— «ibO.  Es  hat  demnach 
f  desselben  Wert  wie  im  vorigen  i  tf  und  t  hingegen  vertauschen 
ihre  Werte,  denn  die  Congmenz  «r^-l-«,  — 5l  geht  durch  Mnlti- 
plication  mit  —  1  iu  die  Congruenz  «% — m^— «fjS  — 1  über,  — 1 
ist  aber  jeden£sUs  ein  Nichtrest 

II.  |)  =  4fiH-l. 

Der  Wert  von  p  bleibt  derselbe  wie  im  vorigen  §.    Dasselbe  gilt 
anch  von  den  Werten  für  <s  und  x\  aus  der  Congruenz  ßi-\-ßi  — 
/?3  =  1  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  —  1  die  Congruenz 
— ßi—ßi  =  —  1  i  —  1  ist  aber  ebenfalls  ein  Rest 

§  20. 

h^4,    2  —  1.  ir|=r4. 

L  |»-»4fi+3. 
1.  j>=i24it+23. 
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In  «I  Congroenzea  von  der  Form  l+Mi+^^s+ß^O  sind  nach 
§  1.  flftmmfliche  ZaUen  von  einander  verschieden.  Maltiplicirt  man 
jede  dieser  Gongraenzen  sncccssive  mit  den  sämmtlichen  Besten  der 
Primzahl  p,  80  stimmen  unter  den  so  gefundenen  Gongraenzen  immer 
drei  Congmenzcn  mit  einander  übereiu.  Da  in  den  Congmenzen  von 
der  Form  «g -j- +  -|- ^  0  niemals  <?,  —  werden  kann,  so 
liefert  jede  dieser  Congrucnzoii  eine  CoDgruenz  von  der  Form  «j-f- 
«44~*'5 — ««  =  0.  Es  ist  demnach: 


(  —  — g  =  (12f»«4-18»+7)(12«+ll) 

fiü  Congmenzen  von  der  Form  l+*^+%~l-*>^H~/'sO 
nach  §  6  ^  Beste  «i,  nnd  von  einander  verschieden,  Ton 
diesen  Congrvenzen  müssen  diejenigen  .Congmenzen,  in  denen  die 
Summe  rr3-|-^  dev  Noll  congment  ist  ,  suLtrahirt  werden.  Man  er- 
hält diese  Congmenzen,  indem  man  die  Coograeuaen  von  der  Form 
a-)-/3  =  0,  mit  Ausnahme  der  beiden  Congmenzen  «^-{-ß  —  O  und 
«f{-/3  =  0,.  mit  jeder  einzelnen  Congruenz  von  der  Form  l+'^i'i' 

«9^0  Terhindei  Jede  der    — {^'~2~  ~  ^)  ^^"^  gebliebenen 

Congmenzen  liefert  eine  Congruenz  von  der  Form  «i+Oj+^s — 
«4  5=  —  1. 

r  =  144«3_|-3i8«2-f229n-f-54 

2.  jp  =  24»-|-7. 

Man  verfthrt  genau  vie  nuter  1. 

Q  =  (i2«+3)(12«24-2«) 


Q  =  — ~  (12n2-|-6n+l)(12n4-5) 

X  -  ^  i-g  ^£rl_2j  -  144»»+102»«-|-22n+l 

tf  —  144»3^102n^+24»+2. 
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Q  -.  (12«24-14«  +  4)(12nH-9)  j 
T  =  l44n3+946n2-|-138»  +  25 
0  —  144»3-|-  -f-140w4-27. 

a  p-4f»H-i* 

Sind  in  den  Congrucnzen  von  der  Form  aj-{-a^~{-a^~{-a^  =  0 
die  sämmtlichcu  Reste  von  einander  verschieden,  und  wird  niemals 
die  Summe  zweier  Beste  der  Null  oongraent,  so  darf  man  aus  jeder  von 
diesen  Gongnienzen  vier  Congruenzen  von  der  Form 
berieten.  Die  Gongmenz  a^-l-  ^3+ ^  0  besitzt  nacb  den  §|  9, 
vmä  9.  «Lösungen.  Diejenigen  Congruenzen,  in  denen  die  Snmme  zweier 

o— 1 

Reste  der  Noll  congment  ist,  ei:gebou  sicii,  indem  man  unter  den 

Congruensen  von  der  Form  a-|-ci^  =0  immer  zwei  Congruenzen  mit 
einander  combinirt.  Die  Congruenzen  von  der  Form  tit'\^«t-^Oi'{' 
«s  =  0  liefern  noch  je  eine  Congruenz  von  der  Form  ~  a4-i-%4' 
«3  =  0,  wenn  man  nur  dafUr  gesorgt  hat,  dass  in  den  Congruenzen 
der  ersteu  Form  die  Beete  nnd  tt^  Ton  einander  und  von  cfi  ver- 
schieden sind. 

Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form  ßi-\-ß3-\-ßQ-\-ßi^t 
die  sämmiticbon  Nichtreste  einander  uni^eicb,  und  ist  niemals  die 
Summe  zweier  Nichtreste  der  Null  congment,  so  erhalt  man  aus  jeder 
von  diesen  Lösungen  vier  verschiedene  Congruenzen  von  der  Form 
/'ft+^e+Z^T— '/'s  =  1-  Dioj^igen  Congruenzen,  in  denen  die  Summe 
zweier  Nichtreste  der  Null  congruent  ist,  liefern  nur  zwei  Congmen-  i 
zen  von  dieser  Form.  Ist  z.  B.  /3i-|-/'2  =  0,  so  darf  man  nur  fttr  i 
ßs  nnd  ßi  die  entsprechenden  Nichtreste  —ß-j  oder  —-ß^  einsetzen. 
Die  Congruenzen,  in  denen  /?j-}-/?2  =  0  ist,  ergeben  sich,  wenn  man 
diejenigen  Congruenzen  ß^-j-ß^^  —  1  =  0,  in  denen  ß^^  und  von  ein- 
ander verschieden  sind,  mit  den  Congruenzen  von  der  Form  |3-f-i3o^O 
verbindet,  nur  niuss  man  bei  diesen  Congruenzen  jedesmal  die  beiden 
Congruenzen,  in  denen  ß  =  ßs  und  ß  =  ßi  ist,  ausschliessen.  Die 
Congruenz  fii'\-ßf-\-ß^-\-ß^  =  l  besitzt  nach  den  §§  8.  und  9.  w 

«—1 

liösungen.  Je  nachdem  2  Best  oder  Nichtrest  ist,  sind  in oder  in 

 g —  Congruenzen  von  der  Form  ß^+ß^^—l^O  die  Nichtreste 

und     von  einander  verschieden. 

Schliesslich  liefert  noch  jede  Congruenz  von  der  Form  ßi-{-ßi-\- 
ßfhßi  =  h         iiur  ßi  und  ß^  von  einander  und  von  ßi  verschic- 
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den  und,  und  niemals  die  Summe  ßt+h  der  Null  congraent  wird, 
eine  brauchbare  Congrueuz  von  der  Form  ßi^ßi+Pt+ßi  s  1- 
Congmenz  ßt-\-ßi-\-ßi'\-ßs^'^  besitzt  genau  soviel  LSsungen  wie 
die  Gongrucnz  l-\-l-^ai~\-af-\-ß         man  muss  daher  nur  dafttr 

sorgen,  dass  in  diesen  Gongruenzcn  die  Reste  und  a.,  von  ein- 
ander und  Tou  1  verschieden  sind,  und  dass  niemals  einer  der  Reste 
«i  oder  tt^^p — 1  wird.  Je  nachdem  2  Rest  oder  Nichtrest  ist, 

giebt  CS  ^-j—  oder  ~  1  Losungen  der  Congrneni  l+Oi+Z^O, 

in  denen     von  1  verschieden  ist 

• 

1.  i)  =  24u4-l. 

T  —  144»'— 78ii>+12n;      =        -  78ii*+19n  -  3. 

2.  1»  =  24«  4- 17. 

Q  «  (12n«+7«+l)(12»+8) 
T  —  144»»+210ii«+100»+16;    ff  =  144n»+210it«+107ii+ia 

3.  j>  =  24»+13. 

p»(12»>4-3»)(i2»+6) 

4.  jp=:24»+5. 

p  =  (12n«  — 5»)(12.:-|-2) 

Der  Fall  =  4,  i  3  lässt  sich  ohne  weiteres  ans  dem  eben 
behandelten  Falle  ableiten.  Die  Congmenz  «t'i'^'^H — «4=0  geht 
durch  Multiplication  mit  —1  in  die  Congmenz  otj  — «i  — «g  — «3=0 
über.  Es  hat  q  also  in  beiden  Fällen  dcusclben  Wert.  Bei  den  Prim- 
zahlen von  der  Form  4u-|-'^  vortauscheu  o  und  x  ihre  Worte,  wäh- 
rend bei  den  Piini/ahlen  von  der  Form  4fi-j-l  <J  und  x  in  beiden 
Fällen  denselben  Wert  haben. 

§  21. 

jb=»4.   1  =  2.   iki=6.  - 

J.  p  =  4f4+3. 

Die  Congmenzen  von  der  Form  (ti-^^ct^  —  ci^  —  cei^O  ergeben 
sich  aus  den  Congmenzen  von  der  Form  vt-i-«%-i- ß^-jr ßi^  0\  nur 
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muss  man  dafür  sorgen,  dass  in  diesen  Congruenzen  niemals  die 
Somme  «|-h/^  der  Noll  oongruent  wird.  Multiplicirt  nuin  die  Con- 
gruenzen r  von  der  Form  l-|-«+jSi+i?2  =  0  socccssivc  mit  den 
samratlichen  Resten  der  Zahl  7),  so  stimmen  unter  den  so  gefuncJenen 
Congruenzen  immer  zwei  Congruenzt'U  mit  ciuaadcr  tibercin.  Hierbei 
ist  aber  vorausgesetzt,  dass  in  den  Congruenzen  7'  die  Nichtreste  ßi 
und  /?2  ohne  ihre  Permutationen  vorkommen,  und  dass  beide  Kicht- 
reste  von  einander  verschieden  sind,  ferner,  dass  «  niemals  der  Ein- 
heit gleich  wird.  Diejenigen  Congruenzen,  in  denen  die  Summe  l-f-|^i 
der  Null  oongruent  ist,  ergeben  sich,  wenn  man  die  Congruenz  l-f- 
/?iSO  mit  den  Congruenzen  von  der  Form  a-f-/3a  =  0  verbindet, 
nnr  imiss  man  bei  diesen  Congrnenzen  die  Congnumz  l-f-Ci^— 1)=0 
ansscUiessen. 

Znnftchat  ist  leicht  zu  sehen,  dass  0  und  t  einander  ^eich  sein 
müssen,  denn  jeder  Congmenz  %-|-firf — — «4^1  entspricht  immer 
eine  Congmenz  a^+tt^-^u^ — a^s — 1.    Bfan  erhalt  daher  einen 

N — o 

der  beiden  Werte,  indem  man  den  Quotienten  ^  _  ^  durch  2  teilt. 

Man  kann  aber  auch  t  direct  in  folgender  Weise  bestimmen. 

Sorgt  man  dafür,  dass  in  den  Congruenzen  von  der  Form 
''i'\~^i~{~ßa~\~ßi  =  ^  die  Reste  «j  uud  «2  und  ebenso  die  Nichtreste 
und  ßi  von  einander  verschieden  sind,  und  dass  niemals  die  Summe 
«i-hß»  der  KuU  oongruent  wird,  so  erhält  man  aus  jeder  von  diesen 
Congruenzen  eine  Congmenz  von  der  Form  «i^^c/^  -trj— (y^==— l. 
Die  Congruenzen  von  der  Form  l-\'titi-\-ag^  ß^-\-ß^  =  0  ergeben 
sieh,  wenn  man  die  Congruenzen  T  von  der  Form  l+o^+Z^iH-Z^t^O 
mit  den  Werten  l-|-irj  ==  a  und  die  Congruenzen  8  von  der  Form 
l+l^+«i+ct  =  0  mit  den  Werten  —  ß  multiplicirt.  £fund 
T  haben  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6.,  ebenso  werde  den  Zahlen  « 
und  t  dieselbe  Bedeutung  wie  dort  gegeben.  Diegenigcn  Congruenzen, 
in  denen  a^-^ß^^O  ist,  findet  man,  indem  man  die  Congruenzen 
1  -}-cf2-f  i^i  =  0  mit  den  Congruenzen  a-\-ß  =  0  verbindet;  man  muss 
nur  bei  diesen  Congruenzen  immer  die  beiden  Congruenzen,  in  denen 
«     «j  oder  ß  =     wird,  ausschiiessen. 

1.  p  — 24i»+23. 

1,-3 
«  4— 

In  <i  «  2  verachiedenen  Losungen  der  Congmenz  T  sind 

die  Nichtreste  ß^  uad  ß^  von  einander  verschieden ;  es  darf  aber  auch 
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die  Zahl       nicht  der  Eiuhoit  coogrueut  werdeu;  dies  ist  noch  in 
4 

 g        Congnieiizeii  der  Fall.  Man  findet  so: 

«r:3_i 

 ^_ 

t  =  ^  —  ■  ^  -  a8«H-2*H-8Ki2»+") 

p — 3 
a  T- 

In  ^1 »  2  verachiedenen  Lösungen  der  Congmenz  S  sind 

die  Reste  »i  und    von  einander  verschieden.  In  den  — r'i-~4~ 

LOsuBgen  der  Congmenz  l+ofi+at+A+ft^^  S''*^  nun  die  Beste 
«1  und  nebst  ihren  Pennutationen  vorhanden.  Die  Congmenz 
l+ai+tii'\^ßi+ßi  =  0  besitzt  Ii  Lösungen.  Es  ergiebt  sich  so: 

T  =  2  V 

T  =  a  =.  216/»3-f.477««+351n4-86. 

2.  p  — 24j»+7. 


4 

 5— 


f»— 3 

«1 


^  -   ?  A-?  .  lirl  =  i8„^(12n+3) 


t  =  <j  =  216»3+4ön2  4-3«. 
3.  j>  =  24»  4- 11. 


*  2 


 ?  A-?  1 -  (18««+6»)  (12»  4-  5) 


t  =  <J  =  216n»+l63n«+36n+3. 
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4.  i>=s24j»+19. 

Q  *  (18»>+18»+4)(l2n+9) 

T  =  u  —  216»3+369»s^-f  210»4-4D. 

n.  i»»4fi+i* 

Diejenigen  Congrucnzen  von  der  Form  «i  4-fif2-|~t'3-}-«4  =  0, 
welche  nur  verschiedene  Reste  cutlialten,  und  in  denen  die  Summe 
zweier  Reste  niemals  der  Null  congrucut  wird,  liefern  sechs  Congru- 
cnzen von  der  Form  a^-j-ay  —  «7 — »8  =  0,  aus  denjenigen  Congru- 
enzen  von  jener  Form,  in  welchen  die  Summe  zweier  Beste  der  Kuli 
ooDgraent  wird,  kaam  man  immer  zwei  Congnieiizeii  von  der  Fom 
a5-|-»G— 07  — ('s  ^0  lierldten;  es  sei  cr^-|~t^8='0  vnd  demnaeli 
«f^-j-a^sO}  in  den  Congraenzen  ^fft~~<!ri+<<3+<'4  =  0  nnd  a|-|- 
«^^«4 — aa^O  sind  dann  nur  verschiedene  Beste  vorhanden. 
Schliessüoh  eriifilt  man  noch  zwei  Congmenzen  von  diesor  Beschaffien- 
hgat  ans  jeder  Congnienz\on  der  Form  cr,4-0i+«t+*'s^O»  wenn 
nur  «t  'vnd  %  von  einander  und  von  verschieden  sind;  man  braucht 
nur  statt  und  a^,  «j,  nnd  jedesmal  die  ihnen  entspredienden 
negativen  Beste  eiazufoluen. 

Sind  in  den  Ck>ngni6nzen  von  der  Form  /^8+/^8+/^4  ^  1 
die  sftmmtMchen  Kichtreste  einander  ungleich,  nnd  ist  niemals  die 
Snmme  zweier  Nichtreste  der  Null  oongrnent,  so  erhslt  man  ans  jeder 
von  diesen  Congmenzen  sechs  verschiedene  Congruenzen  von  der  Form 
ßi'i'ßt — ßi — ßi  —  ^1  diejenigen  Congmenzen,  in  denen  die  Snmmo 
zwder  Nicbtreste  der  Null  congment  ist,  liefern  nur  zwei  Congmen- 
zen von  dieser  Form.  Es  sei  z.  B.  ßi-\'  ß^  —  O,  die  Congraenzen 
— A— l5i  +  i^3+/5.i  =  l  und  ßi-\-ß;  —  ßT—ß9^l  enthalten  dann 
nur  verschiedene  Zahlen.  Sind  in  den  Congraenzen  von  der  Form 
ßf^-ßi-^ßfi-ßs — 1-  Nichtreste  /J^  und  ß^  von  einander  und 

von  /?!  verschieden,  und  sind  niemals  die  Summen  ^j-f-j^ä  oder  ß2'\-ß3 
der  Null  congruorit,  so  darf  mau  aus  jeder  von  diesen  Congrucnzen 
zwei  Congmenzen  von  der  Form  ß^  —  ß^  —  ß-j-\-ß,j~l  herleiten. 
Die  Summe  j^^-f-^a  ist  nur  dann  eeO,  wenn  2  Nichtrcst  ist.  Schliess- 
lich ergiebt  sich  noch  eine  Congruenz  von  dieser  Form  aus  jeder 
Congruenz  von  der  Form  ßi-jrßi'\-ßi-{-ß»^ 

1.  I»- 2411+1. 

?  =  (36»i»— 18n-f-3)6» 
t  —  216n»-117n«-i-18»i    tf  =  216n3— 117n*+24n— 3. 

Q  =  (36tt2-f  30it-}-7)(6M+4) 
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f  —  216n'+315n»+löOi»+2i 

3.  i>  =  24»»H-13. 

^  =  (18»«+9»+l)(12tt+6) 
T=r  216i»»+207i»*+eQi>+5;    tf  —  216i>>H-207nS+72ii+9. 

4.  j9  =  24/1 -|- 5. 

(18»«--3n)(12n+2) 
T-216««— 9»«— 6»;  <r  -  216«»— 9n«+6». 

§  22. 

Die  bisberigea  Untenacliiiiigen  bezogen  sich  lediglich  auf  qua- 
dratische Beste;  man  kann  nun  auch  fttr  kubische  Beste  ganz 
fthnliehe  Betrachtungen  anstellen.  Es  mag  gonflgen,  fbr  die  kubischen 
Beate  nur  die  Gombinationen  der  zweiten  und  dritten  Glasse  näher 
ins  Auge  zu  lassen ,  die  Gombinationen  höherer  Glasscn  werden  sich 
dann  unschwer  herstellen  lassen. 

Bei  den  reellen  Primzahlen  Ton  der  Form  6m -(-5  ist  jede  durch 
p  nicht  teilbare  reelle  Zahl  kubischer  Best,  bei  den  Primzahlen  von 
der  Form  6ni-f-l  dagegen  zerfallen  die  sftmmtiichen  durch  p  nicht 

teilbaren  reellen  Kesto  in  drei  Classen  vou  je    g     Zahlen,  welche 

P-^  P-}: 

bcziehlich  den  Congrucnzcn  x  ^  =1,        =     x  ^  (mod  q) 

genügen;  s  bedeutet  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  der  Einheit,  ist 
eine  zweigliedrige  Primzahl,  deren  Norm  die  reelle  Primzahl  ist. 
Eine  Zahl  der  ersten  Classe  soll  mit  «,  eine  Zahl  der  zweiten  mit  ß 
und  eine  Zahl  der  dritten  Classe  mit  y  bezeichnet  werden.  •  Die  Zahlen 
der  ersten  Classe  sind  die  kubischen  Eeste,  die  Zahlen  der  zweiten 
Classe  sind  die  Zahlen  mit  dem  kubischen  Charakter  1,  die  der  dritten 
Classe  die  Zahlen  mit  dem  kubischen  Gharakter  2.  Unter  Benutzung 
des  Ar  den  kubischen  Gharakter  von  Eisenstein  eingeführten  Zeichens 
ergiebt  sich: 


'ß' 

'i 

=  li 

Ji. 

I.  Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  6m-j-5.  Bildet  man 
aus  den  kubischen  Resten  die  Combiuationen  irgend  einer  Classe,-  so 
kommen  unter  diesen  Combinationen  die  sämmtlichen  kubischen  Reste 
gleich  oft  vor.  Der  Beweis  lässt  sich  geliau  in  derselben  Weise  führen, 
wie  dies  für  quadratische  Reste  vou  Herrn  Prof.  Stern  geschehen  ist 
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Tl.  Es  sei  p  eine  rrimzahl  von  der  Form  (W/j  -f-l.  Bildet  man 
aus  den  Zahlen  a  die  Combinationen  irgend  eiuer  Classe,  so  Ivommen 
unter  diiscn  Kombinationen  siinnntlielic  Zahlen  «  {gleich  oft,  sänunt- 
liebe  Zahlen  ß  gleich  oft  und  sämmilichc  Zahlen  y  gleich  oft  vor. 
D(T  Beweis  lässt  sich  wieder  ganz  nach  Analogie  des  Beweises  von 
Herrn  Prefossor  Stern  fuhren.  l)iesell)en  Sätze  gelten  natürlich  auch 
für  dio  Combiuatioueu  aus  den  Zahl  n  ß  oder  den  Zahlen  }'.  Ferner 
ist  leicht  Folgendes  oinzuscbcn:  Kommt  unter  den  ComMnationiai 
irgend  einer  Ciasso  ans  den  Zahlen  a  eine,  bestimmte  Zahl  /imal 
eitfe  bestimmte  Zahl  ibjimal  nnd  eine  bestimmte  Zahl  yi  A-^mal  vor, 
80  findet  sich  unter  den  Combinationen  derselben  Classe  ans  den 
Zahlen  ß  eine  bestimmte  Zahl  <t  h^mo\,  eine  bestimmte  Zahl  ß  jb^mal, 
nnd  eine  bestimmte  Zahl  y  2r,mal.  Unter  den  Combinationen  ans  den 
Zahlen  f  endlich  ist  jede  Zahl  a  h^maX,  jede  Zahl  ß  h^mal  nnd  jede 
Zahl  y  A^mat  TOrhandcn.  Die  Null  muss  dagegen  uut^r  den  Com- 
binationen ans  sämmtlichen  drei  Zahlenklassen  gleich  oft  vorkommen. 

Es  seien  o^,  a^,  «3,  2*1,  ^»2,  ^'3,  ^s,  ^3  die  Anzahlen  von  Lösun- 
gen, welche  bcziehlich  den  Congmenzen  l-{>iirscri,  l+a  =  jJj, 
Yi,  l-^ß  =  r<i  (mod^j)  u.  8.  w.  zn  kommen.  Die  Zahlen 
(hi  <Hi  h  ^  Bind  von  Herrn  Professor  Stern  in  der  Ab- 
handlung: ^^Bemerkungen  Uber  höhere  Arithmetik*^  bestimmt  Es  be- 
stehen fttr  dieselben  folgende  Gleichungen: 

=     =        ^3  =     =  b^j        =  Cg, 
«i+«i+«a  =  -3  1 

Es  tritt  uns  hier  dio  merkwürdige  Tatsache  entgegen,  dass  dio 
drei  letzten  Gleichungen,  verbunden  mit  der  Bedingung,  dass  die  Zahlen 
^it  *H^  UD<i  h  gftuzd  Zahlen  sein  sollen,  völlig  zur  Bestimmung 
dieser  Zahlen  ausreichen.  Nach  wenigen  Umformungen  findet  man 
nämlich  aus  der  letzten  der  drei  Gleichungen  die  folgende: 

4|)  — 3a,>  — 8a,— ■2)«+27(ai  — «3)« 

Da  die  Zerlegung  der  vierfachen  Primzahl  p  in  die  Summe  eines  ein- 
fachen  und  eines  dreifachen  Quadrates  nur  auf  eine  einzige  Weise 
möglich  ist,  so  ergiebt  sich  sofort: 

A  =      —  3«g  —  3aj  —  2i    IS  —  3(«a  —  03) 
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Es  sei  g  eiuo  primitive  Wurzel  der  Congruenz  xP-^  =  1  (modjj). 
A  und  B  werden  dann  als  die  absolut  kleinsten  Zahlen,  welche  den 

Coügrueuzeu  .1 .  ^1 . 2 . 3  . . .  ^^^^  =  1  und  yl+i^Q"^— ^~)=0 
(modp)  genügen,  bestimmt. 

Hau  setze:  A  »  SK — 2.  B  »  3». 

Ol,      o,  und     ergeben  sich  aus  den  folgenden  Gleichungen: 
ai  3  }    a,-  g  

 g  j    h  8  • 


I  23. 


Combiuatioucn  zur  zweiten  Classe  ohne  Wicdcrholuug. 

I.  Es  sei  p  dne  Primzahl  yon  der  Form  6m -{-5.    Es  giebt 
q    Combinationen,  in  denen  die  Null  vorlLommt,  joder  einzelne 

P — 3 

kubische  Rest  hndet  sich  unter  deu  Combiuatioucn    g-  mal. 

II.  Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  Gw-f-l.  Deu  Zahlen 
Z-^,  und  /.j  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  22.  gegeben.  Die 
Null  komme  uuter  deu  Combinationen  aus  deu  kubischen  Resten 
£mal  vor. 

Da  sich  zu  einer  Zahl  immer  eine  Zahl  angeben  lässt,  so 
dasB  «i-f    =  0  (med  j?)  wird,  so  hat  man:  i  -s-^-^-i. 

Ans  einer  Congmenz  Ton  der  Form  IsO  (modji) 

kann  man,  wenn  und  von  einander  Terschleden  sind,  stets  zwei 
verschiedene  Congruenzen  von  der  Form  l+tti-jrßi^O  herleiten, 
in  dem  Falle  allein,  in  welchem  ft'^ytiis^  erhält  man  nur  die  eine 

Congruenz  l-j-l  +  i^i^O;  dieser  Fall  tritt  ein,  Avenu   -  =^  e.  Der 

Fall  Yi  "  7t  äher  bei  deu  Combinationen  ohne  Wiederholung 
ausgeschlossen  werden.  Man  hat  demnach: 
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je  uacbdcm 

14J 


*2  =  ^^  oder  .=  ^ 


=  c  oder  uicbt. 


Jede  Congrucnz  vod  der  Furin  ßi-\-ß:]-—l  =0  (niod;))  liefert, 
wenn  die  Zahlen       und  ß^^  von  einaiuler  vcrschicdcu  siud,  zwei 
Congruenieii  von  d«  Form  l-f-«i-|-j'i  ==  0,  der  Congrucnz  + 
=  0  entspricht  nnr  die  eine  Congmenz  l-|-l-f-yi  =(X  Die- 
ser Fall  ündet  statt,  sobald  s*.   Es  ergiebt  sich: 

je  nachdem  j^^j  »     oder  nicht. 

kl  erhält  man  aus  der  folgenden  Gldchnng: 

~3-(^.-f^+Ä8)  =  2  6 

For  das  Symbol       hat  man  nach  dem  Torhergehenden  fol- 

geiulo  Worte: 

^      F,  wenn     und  j^^j  «  e>  wenn  og  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Man  ttberzoQgt  sich  leicht,  dass      =  1,  wenn  Oi  ungerade  ist 

Jacob!  gtebt  in  seiner  Abhandlung:  ,,Dd  residuis  cnbicis  commen- 
tatio  numcrosa'^  als  Bedingung  dafür,  dass  die  Zahl  2  kubischer  Rest 
ist,  die  Congruenz  —  a.^  =  0  (med  2)  an ;  mit  Hülfe  dieser  Con- 
gruenz  folgt  aber,  da  die  Summe  aj-}-as-|-as  stets  ungerade  ist,  dass 
ox  jedenfalls  eine  ungerade  Zahl  sein  muss. 

Herr  Professor  Stern  ha(  als  Bediuguug  angegeben,  dass  die 
Zahlen  Ä  und  B  beide  gerade  shid;  was  ganz  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt 


Combinationen  zur  dritten  Glasse  ohne  Wiederholung. 

§  24. 

Es  sei  2^  eine  Primzahl  von  der  Form  Gm-\-^.  Die  Reihe  der 
kubischen  licsto  sei  ^li,      ...  Ap-i.   Die  Null  komme  imal  und 
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jeder  kubische  Kcst  ^mal  unter  den  Combinationen  vor.  Die  Glei- 
chung ==  ^Ig  besitzt  2i  —  2  Lösungen,  demnach  hat  die  Con- 
gruenz  X-\-Ai-\-A^  =  0  (modp),  wenn      und^s  von  einander  ver- 

scliieden  sein  sollen,  ^^-^  verscbiedene  iX^sangcn;  hiemnter  befindet 

sich  noch  die  Lösung  l-J-l-j-^^s  =  ^-    Moltiplicirt  man  jede  der 

^-^  1  Congraenzen,  in  denen  die  kabiseben  Beste      und  von 

einander  und  von  1  verschieden  sind,  successive  mit  den  sämnitlichen 
kubischen  Resten  von  so  stimmen  unter  den  gefundeneu  Congrueu- 
zen  immer  drei  Congraenzen  mit  einander  flberein. 

*  =  3  2^ 

h  ergiebt  sieb  aus  der  Oleicbong: 


§  26. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  Gm-{-l.  Die  Null  komme 
unter  den  Gombiuatioueu  aus  den  kubischen  Kcstou  ünal,  jede  Zahl  a 
ifc^mal,  jede  Zahl  /3  /.-amal  und  jede  Zahl  y  /ig mal  vor. 

Die  Congraenz  l4-ffi+<*^=0  (modp)  besitzt,  wenn  die  Zahl  2  kubi- 
scher Rest  ist,  -^—^  —  1  Terscbfedene  Lösungen,  welcbe  nur  Yer- 
schicdene  Zahlen  onthalten.  Ist  aber  2  kein  kubischer  Rest,  so  sind 
^  Lösungen  Ton  dieser  Bcschaffenbeit  vorbanden.  Man  bat: 


oder-"^^ 


3  6  3 

je  nadidem  2  kubischer  Best  ist  oder  nicht 

L  ii^  bestimmt  man  iolgendermassen.  Multiplicirt  man  die  Con- 
gmenzen  l+w+i?  —  0  successive  mit  den  Werten  l+^i  ^  »,  die 
Cougruenzen  l-\-y-\-ct~0  successive  mit  den  Werten  = 
und  die  Congruenzen  X-{-ß~\-y  =  0  successive  mit  den  Werten 
\J^a^  ^  y ^  so  erhält  man  dadurch  die  sümmtlicben  Cougruenzeu  J 
von  der  Form  =  ^  (mod  ja).   In  diesen  Congruenzen, 
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deren  Anzahl  ^  S  sein  möge,  sind,  irf»  teicht  za  zeigen  ist,  die  Zah- 
len «1  und  ttg  nebst  ihren  Permntationen  vorhimton, 

Die  CoDgrocnzen  von  der  Form  l  +  =  0  erhält  iMm 

durch  Multiplication  mit  aus  den  Congruenzeu  von  der  Form 
1 -f-l-|-«2~hi^  =  ^5  wenn  nur  der  Bedin-^ning  cf^-ff^  =  1  (mod^)) 
gcüügt.  Die  Congruenzeu  der  letzten  Art  entstehen  nun  durch  Multi- 
plication mit  2  aus  den  Congruenzeu  l-J-a-j-/J  =  Ü,  l-{-y-\-a  ~Q 

oder  l-j-Z'+y  je  nachdem  1,  <  oder  t*.  sei  die  An- 
zahl derjenigen  verschiedenen  Congrucu/en  ^,  in  denen  die  kubischen 
Hoste      und     einander  ungleich  sind.   Es  ergiebt  sich: 


oder 


9—h 
2 


je  nachdem 


2 


=  1,  «  oder  e*. 


1. 


2 

19J 


Ii 


^1» 


2 


Es  sind  noch  die  Congruenzeu,  in  denen  eine  der  Zahlen  und 
der  Einheit  gleich  ist,  zu  bestimmen.    Unter  den  Congruenzeu 

[31 

Yon  der  Form  befindet  sich,  wenn  ~ 

die  Congmenz  =     ^ioBO  ist  schon  bei  den  Congmen- 

zen  yon  der  Form  l^-tfi+^H'Ä^O  mitgezählt  Ans  einer  Con- 
gmenz von  der  Form  yi+ys-hXd — ^  =0  lassen  sich  stets,  wenn 
die  Zahlen  Yu  U  vnd  Ton  einander  verschieden  sind,  drei  ver^ 
schiedene  Congmenzen  J  herleiten.  Han  hat  demna«^: 


— 0,4-1 

[31 

je  nachdem  -      e  oder  nicht. 
WJ 

— «0  +  1 


oder 


3 


oder  — 


3 


je  oaehdem  r*  =  <  oder  nicht 


# 
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8. 


Vz|»±l  oder 


3 


je  nachdem 


3 


e  oder  nicht 


IT.  Ä-.j  bestimmt  man  wie  folgt,  jMultiplicirt  man  die  Congru- 
enzcn  1  -{-a-\-y  ^  0  succcssive  mit  den  Werten  1  -[-  =  «,  die  Con- 
gruenzen  l-\-y-{-ß  ~  0  succcssive  mit  den  Wi  rtt  n  =^  ß  und 

die  Congruenzen  l-{-ß-\-a  ^0  succcssive  mit  dou  Werten  l-j-'^i^^JS 
80  erhält  man  dadurch  die  säuimtlichcn  Congruenzen  S)  von  der  Form 
}'i  0  (mod i?);  die  Anzahl  derselben  sei  h.  In  diesen 
b  Gongmenzen  S>  sind  wieder  die  Zahlen  nnd  «r,  in^^  ihren  Per- 
mutationen  vorhanden. 

Die  Congmenzen  von  der  Form  l+^i+^i+h^^  ergehen 
sich  ans  den  Congmenzen  von  der  Form  l-|-l+«a+y  «0,  diese 
entstehen  irieder  durch  Hnltiplication  mit  2  ans  den  Congmenzen 
=  oder  X+ß+u^O,  je  nachdem 


1,  £  oder  f^. 
Oenan  wie  vorhin  ergiebt  sich: 


1.  b,- 


2 


•  wenn 


f- 

L«. 


3 


oder 


3 


je  nachdem  1-  =    oder  nicht 


2.   bj  =    2  *»  wenn  j^^j  -=  e 


3 


je  nachdem 


3 

LPJ 


=     oder  nicht. 


„  .     b— o,  r2 

3.  bx  —    o  ~>  wenn 
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bi— 1  — «t 

*8  — 3        oder  —  ■  g ' 


je  nachdem  j^^j  =     oder  nicht. 


Die  Zahl     findet  mau  aus  der  folgenden  Gleichung: 

Man  erliält  nach  dem  Vorhergehenden  fOr  das  Symbol  ^  leicht 
folgende  Werte:  . 


=  e,  wenn  01.02-^ ogM^-^-u^^  s  1  (mod  3) 
=     wenn  ai.as~h^^3'4~%*<4  ^  1  i"'^  3) 


=  1,  wenn  «i*+«»*+«b*+^"3~  —  1  (™*>d  S) 


"3 
3 

Dazu  kommt  noch: 
?' 

.i. 

«  —1 

In  den  «i-4-«2*+'»3^+   3  "  Congruenzcn  von  der  Form  l-f- 

cfj -|-«2-}-rf:j  =  0  (modp)  sind  die  kubischen  Reste  aj,  und  in 
allen  Formen  ponimtirt.  Ist  die  Zahl  3  kubischer  Rest,  so  ist  die 
Cougrueuz  1 -f- f '1  + '^i ~1~ ''i  =  ^  möglich,  diese  Congruenz  findet  sich 
unter  den  angegebenen  Congruenzen  nur  einmal,  alle  übrigen  Cou- 
gruenzeu  aber  je  dreimal.   Ist  die  Zahl  3  kein  kubischer  Rest,  so  ist 

«—1 

jeden&Us  der  Attsdmck  ai'4~<'s^4~<'s^~i~  5~~  durch  3  teilbar. 

Jacobi  hat  als  Bedingung  dafür,  dass  die  Zahl  3  kubischer  Rest 

B 

ist,  die  Congmenz  ot — =s    s  0  (mod  3)  angegeben. 

Man  setze  zur  Abkürzung: 

Setzt  inau  in  den  vorhin  angegebenen  Ausdrücken  für  ^3  den 
Wert  ai-\-l  ein,  so  gehen  diese  Ausdrücke  dadurch  in  die  folgenden 
über: 

Aus  der  Congruenz  a^^a,^  fmod  3)  folgt,  dass  die  Ausdrücke 
«o-f"".!  derselben  Zahl  (mod  3)  cougruent  sein  müssen. 

Die  einzige  Zahl  aber,  bei  der  dies  der  Fall  sein  kann,  ist  die  Null; 
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denii  jeder  der  bdden  Ausdrücke  oq-^-o^  und  o^+ot  kann  entweder 

der  Null  oder  der  Einheit  congment  sein;  ist  aber  ciuer  derselben 
der  Einheit  congriionf,  so  ist  der  andere  jedenfalls  der  Null  con- 
gment   Sind  beide  Ausdrücke  oqH-^  dnrch  3  teilbar, 

80  heisst  dies,  die  Gleichungen  ^  =>  e  und  '  U-  f*  sind  beide  nn- 

möglich,  CS  muss  daher  3  kubischer  Best  sein. 

Man  kann  aber  noch  weiter  gehen.  Es  sei  =  1  (mod  3) 

d.  h.  a^^a^-^-l  (mod  3).  Es  ergiebt  sich,  dass  von  den  beiden 
Ausdrücken  o^-^oa  und  ooH-«»       «^^ate  der  Null,  der  zweite  der 

Einheit  (mod  3)  cougruent  sciu  muss,  d.  h.  es  ist  ~ 

Es  sei  =  2  (mod  3).  Von  den  beiden  Ausdrücken  OQ-^-Oi 

und  «o^h^  c^B^^      Einheit,  der  zweite  der  Null  (mod  3) 


congruent  sein,  d.  b.  es  ist  j^^j 


Bio  drei  eben  behandelten  Falle  lassen  sich  folgendermasscn  zu- 
sammenfassen: 

.Q. 

Dasselbe  Resultat  findet  man  auch  m  Bachmaim's  Lehrbuch  der 
Ereistcilung  (Voxlesung  XV.)  angegeben. 

Littcratur. 

Stern:  Bemerkungen  über  höhere  Arithmetik.  (Crclle's  Journal 
Bd.  VI.  pag.  147.) 

Jacobi:  De  residuis  eubicis  commentatio  numorosa.  (Crelle's 
Journal  Bd.  II.  pag.  66.) 

Bachmann:  Die  Lehre  von  der  Kreistoilung  und  ihre  Beziehungen 
zur  Zahleathocwie.  Leipzig  1872. 


T«il  LXm. 
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TL 


Sur  les  familles  de  courbes  orthogonales 

imiquemeut  composees  de  couiques. 


Pur 

Paul  Appell. 


L*oii  connatt  depuis  longtemps  des  familles  do  courbes  ortho- 
gonales composees  miiqnem^t  de  coniques;  telles  sont^  par  ezemplc, 
los  coniqucs  homofocales,  ou  bien  les  denx  ßunilles  de  courbes 

ob  1  et  ft  sont  des  paramtow  variables;  telles  sont  ^core  les  denx 
ÜBunilles  d'hypcrboles  öqoflatöres 

xy  =  fi 

ou  les  couiques 

m 

Je  nie  propose  do  demontrer  quo  les  systtmes  ortliogonaux  que 
jo  vions  d'indiqucr  sout  les  seuls  auiqaomcut  composees  de  coniques. 

Imaginons  denx  familles  de  coniques  orthogonales;  je  snppose 
que  dans  Tune  des  familles  U  y  ait  uue  oonique  k  centre;  soit 

(1)  a««+V-l=-0 

r^quation  do  cctto  coniqnc  rapport^e  ä  son  centre  et  ^  scs  axes. 
Les  coniques  de  la  famillc  a  laqnelle  n'appartieut  pas  la  courbe  (1) 
coupent  cette  courbe  ^  angle  droit;  soit 
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(2)  Ax*-\-  2J}xt/-\-  a/  -f  2Dx  +  2% + JP  —  0 

l'eqaation  d*une  conique  de  cetto  faraille.  Si  Ton  designe  par  y) 
lo  Premier  membre  de  requation  (1)  et  par  qp(a;,  jr)  celui  de  l'^qna- 
tiou  (2),  la  condition  pour  quo  les  deux  coorbes  (I)  et  (2)  se  con- 
peat  ä,  angle  droit  est: 

c'est  ä  dire 

La  Gonditioii  (3)  devant  dtre  v^ifi^e  par  leg  coordonntes  des 
qaatre  points  d'mtersection  des  coniqaes  (1)  et  (2),  l'^quation  (3) 
doit  repr^enter  nne  cooiqne  passant  par  les  points  d'interaectioii  de 
(1)  et  (2).  On  doit  donc  ponvoir  döterminer  le  paramilre  k  de  ÜEi^on 
qne  F^qnation 

c'est  u  dire 

repr^sente  la  coniqae  (3).  En  identiiiant  les  ^nations  (3)  et  (4)  on 
tronve  d'alKNrd 

puls,  en  rempla^ant  k  par  cette  valcur, 

A'\-Fa  C-\-Fb     2D  2E 

Act    ""i^(a+*)"     Ob    ^  Da'~  JEb 

Je  anppose  d'aboid  qne  les  cocffidents  a  et  d  ne  soient  pas 
^gaux;  alors  les  oonditions  (5)  oxigeut  que  denx  des  trois  coeffidenta 
Bf  Z>,  E  soient  nnls.  £n  effet  si  i>  et  £  6taient  tous  denx  diffö- 
icnts  de  zdro,  les  deux  derniers  rapports  (5)  donneraient 

a  =  b 

ce  qui  n'est  pas,  par  bypotbdse;  et  si  ^  et  i>  6taient  tons  denx 
diffßrents  de  zöro,  le  second  des  rapports  (5)  au  quatritoie 
donnerait 

oe  qui  est  absnrde;  de  mSme  ponr  B  ei  E. 

Puisque,  des  trois  coefficients  B,  deux  au  moina  doivent 

Stre  nnls,  je  vais  distinguer  quatre  cas. 

Premier  cas.  Les  trois  coefficients  sont  nnls 

B  =  D  =  E^O 

Les  conditions  d'identification  (5)  se  r^duisent  & 

4* 
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Aa  Cb 

OB 

a^A  b^C 

condition  qtii  Gzprimo  que  les  coniques  (1)  et  (2)  sont  homolbeales. 

Beuxieme  cas.   Les  deux  coefficieuts  D  et  E  sout  nuls 

D     j&  »  0; 

Ic  coefficicnt  B  est  Uiffereut  de  zcro.    Los  relations  (5)  dcvienueut: 

A-\-Ih       2    ^  ^H--^ 
Aa        a-\-b  Cb 

d'oü  Ton  tire 

Fa{a-\-b)  Fh(a-\-h) 
a — o  0  —  a 

Portons  ces  valenra  dans  P^nation  (2)  en  noBS  rappelant  qne 

i>  —  je  =  0 

et  posons  poor  abr^er 

,  Sja^b) 
*  ~  F 

r^quatiou  (2)  devieut: 

(6)  (a-|-Ä)(a«»— V)+2Asry+a— 6  r=  0 

Lorsque  Ton  fait  varier  Ic  paranietre  A,  re(iiiatiou  (6)  repix'scute  une 
infinite  de  eoniques  coupant  a  angle  droit  la  conique  fixe  (1).  Si 
Ton  cherchc  los  trajcctoires  orthof^onalcs  des  coniques  (6)  ou  arrive  ä 
uue  equation  differeuticlUi  (juc  Ton  rcud  liiieaire  eu  preuant  ])Our 
variables  a:*+y*ct  «* — j^-;  cetto  equation  dilFercntiellc  etant  iiitegreo 
donne  poor  reqoation  dos  tngectoires  orthogonales  des  coniqnes  (6): 

(7)  .  «x^  +  V-M-f^«  a**+*"=:0 

fft  dösignant  une  coustanto  arbitraire.  Mais  dans  lo  cas  qui  bobs 
occnpe  BOUS  youlons  que  ces  trajectoires  orthogoDales  (7)  soient  dies 
mftmes  des  coniqiies,  ce  qni  ne  peut  arriver  que  si  Ton  a: 

Les  courbes  (6)  et  (7)  dovieuuent  alors 
(6')  «y  - 

ce  qui  est  an  des  syst^es  que  bobs  btobs  indiqB^s. 
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Troisiöme  cas.  0,  £  »  0,  D  difii^reiit  de  z6ro.  Dans 
ce  cas  les  conditions  (5)  deTiennent 

A-\-Fh     C+Fb  2 

d'oü 

Portons  ces  valeun  dans  rdqnatlon  (3)  et  posons 

nous  avous 

(8)  (20 — a)  (ax^-f- 1)  +  abf/  +  2ib;  =  0 

Qoand  le  paramötro  X  vario,  cette  ^qnation  repr^sonte  des  coniqaes 
conpant  h  angle  droit  la  coniqae  (1).  Si  Ton  chcrcho  les  trajectoires 
orthogonales  des  coniqaes  (8)  on  arrive  k  ane  equation  differcntielle 
quo  Ton  read  liueairc  en  pi*enaiit  par  variable-,  cette  equation 
differcntielle  etant  integrec  donne  poor  T^quation  des  trtüectoires 
orthogonales  des  coniques  (S): 


(9)  öa;-+V-l4-f*y    *  =  0 

^  Ton  veat  quo  les  conrbos  (9)  soient  ^gatoment  des  coniques,  il 

faut  determiner  Ic  rapport  ^  de  fagon  quo  Texposant  (^2  —  ^  de  y 

soit  ^gal  ü  0,  1,  ou  2.  Pour  quo  cct  exposant  seit  2,  il  faut  a  0, 
et  alors  les  coniqaes  (8)  et  (9)  so  reduisent  ä  des  droites  rcspecti- 

Tement  paralleles  im  axes  de  coordonn^es.    L'exposant  ^2  —  ^^ 

nc  peilt  pas  etre  egvil  a  1  car  nous  supposons  a  different  de  inais 

il  peut  etre  nul,  co  qui  a  lieu  si  o  =  2b,  et  alors  les  courbcs  (b)  et 
(U)  dovieunent 

(8')  ^  = 

(9')  2«H2/'==f*' 

qe  qai  est  an  des  systdmes  quo  nous  avous  indiqu^s. 

Quatriöme  cas.  B^O,  2>«»0,  E  diff(§rent  de  0.  <}o  cas 
rentre  dans  le  pr6c^ent  par  le  changement  de    en  y  et  de  y  en  «. 

Je  suppose  maintenaat  quo  la  coniquc  (1)  soit  uii  cerole,  a  =  b. 
La  discussion  precedento  s'a])piique  encore  daus  cetto  hypothese. 
Dans  le  premier  cas  ou  trouvo  na  sy8t^.me  de  coniques  compose  de 
eerdes  oonoentriquies  et  de  couples  de  droites  passant  par  le  oentre 
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commun  des  cerclesj  dans  lo  deuxi^me  cas,  Ics  ^quations  (6)  et  (7) 
deviennent 

^qnations  qui  repr^sentent,  la  premiere  des  droites  passant  par  Toii- 
gine,  et  la  dcuxiöme  des  cercles  ayant  pour  centre  rorigine;  enfiii 
dans  le  troisiöme  cas,  les  ^qnations  (8)  et  (9)  devieitnent 

«(«'+/;  +  2ft'y— 1  =  0 
öqnatioiis  qni  repr^ntent  le  Systeme  de  cercles  pr^demment  indiqnö. 

Mais  aux  cas  prcccdonts  il  faut  cu  ajoutcr  uu  autro;  car  si  ou 
suppose  a  =  il  u'est  plus  absurde  de  sopposcr  dans  les  conditions 
(5)  lea  coeffidents  D  et  £  düförents  de  0  en  m^ine  temps.  En  effet 
Bi  on  &it  cette  supposition,  les  conditions  (5)  deviennent  {B  =  0) 

A-\-Fa      C-f^«  2 
Aa  Ca  a 

d'oü 

et  l*6qnatioa  (2)  deviont 

(10)  a(««+y«)+2I>'«+2fi'y+l  =  0 

cu  posant 

Cette  equatioü  (10)  rcpresente  des  cercles  orthogonaux  au  cercle 
donne  (1),  mais  contrairement  a  co  qui  est  arrive  dans  les  cas  pr6- 
cedents,  eile  contient  deux  parametres  variables  D'  et  E'.  Si  on 
considere  deux  des  cercles  (10)  C\  et  C.>,  la  famille  de  coniques  k 
laquelle  appartient  le  ccrclo  (1)  se  compose  de  cercles  orthogonaux 
aux  cercles  et  car  il  r^sulte  des  calculs  pr6c6dents  pour  le 
cas  de  a  =  que  les  senles  coniques  orthogonales  h  nn  eerde  sont 
des  droites  passant  par  son  centre  ou  des  cercles;  comme  les  denx 
cercles  et  Q  ne  sont  pas  concentriqnes,  les  senles  coniqnes  qni 
lenr  sont  orthogonales  sont  des  cercles.  Maintenant  on  sait  par  la 
g^om^trie  ä^mentaire  d^terrainer  le  systime  des  cerdes  coupant  & 
angle  droit  les  cercles  et  et  le  systtoe  ortiiogonal.  Les  deox 
bmilles  de  cercles  ainsi  d^termintes  sont  celles  ä&jk  dt^s. 

II  restc  maintenant  <\  examiner  lo  cas  ou  panni  les  deux  familles 
de  coniques  orthogouales  il  ue  se  trouve  pas  de  conique  ä  centre. 
II  faut  alors  recommencer  une  discnssion  analogue  4  la  pr^c^dente 
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en  prenant  an  Uen  de  la  coniqae  (1),  la  parabole  repr^Bonl^e  par 
r^qoation 

Si  Ton  cherche  l'^qnation  g6ii6rale  des  coniques  orthogonales  k  ootte 
parabole,  ob  tronye: 

1°)   Lcs  coniques  k  centre 

(]ui  avcc  lcs  paraboics  ^  =  f*  forment  un  premicr  Systeme  double 
orthogonal, 

2®)  Les  paraboles 
dont  lcs  trs^ectoires  orthogonales 

a 

ne  sout  jamais  des  coniques-, 
3^  Los  paraboles 

qui  sont  hoinofocalcs,  et  (|ui  fournissent  le  Systeme  orthogonal  comme 
form^  par  ies  paraboles  homutecales. 

Paris  4  Aout  1Ö78. 
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WalUnUni  Zw  Lehrt  von  dmt  D^ermxenr^M. 


Zur  Lehre  von,  den  Differenzenreihen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  G.  Wall  entin, 

Frivatdoccnt  an  der  technischen  Hochschule  in  Brünn. 


I. 

Ueber  einige  endliche  Reihen  der  combinatorischen 

Analysis. 

Werden  die  n  ersten  Glieder  einer  zur  Bildung  von  Differcnzen- 
reilien  geeigneten  Hauptreihc  mit  a^,  a^,  ...  uu  bezeichnet,  so  ist 
bekanntlich: 

-  ö<.x+Q^s+(3)^^'«.+(;)^=",+... + 

wo  ^Oi,  A*ai^  J^a^  ...  d^-'^a^  die  saccesriven  Differenzen  des  er< 
sten  Gliedes  bedeuten. 

Mit  Zuhili'enahme  der  symbolischen  Formel: 

<2)  A^tfn  =  (— (1 —«)«»; 

in  >^elchen  nach  Entwicklung  des  Binoms  (1  —  r;)"'  nach  Kewton's 
Lehrsätze  den  Potenzexponenten  von  a  die  Bedeutung  von  Indices 
erteilt  werden  muss,  erhält  man: 

A^a^  =s      l)««!  (1  —  a)"» 

und  dem  entsprechend  folgendes  System  von  Gleichungen: 


WalUntint  Zur  Lehr«  von  dtn  DiftrenunrtihML  57 
^»«j  »  —       —  a)*  —  —  («1— Of) 

nueh  SubBtitation  dieser  AnsdrAcke  in  (1)  ergibt  sieb  nach  leichter 
Tnuisfomuitioii: 

-i(:)-ö+(;)-0-'-»-t)l-. 

+1§-(;)ö+0G)-ö(;)-'->-(:)Ct')!- 
+lö-0©+(;)ö-ö6) '-«-0C^')1- 

1>ie  Methode  der  gleichen  Goef&cicnten  in  Anwendung  bringend  re- 
saltirt  folgendes  Gleichnngssystcm : 

0-ö+(3)-0-+<-^>-'(:)-^ 
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Alle  diese  Formeln  sind  enthalten  in  der  allgemeinen  combinatoii- 
schen  Beihe: 


oder: 

T<-'K,-^.)('t;r')-' 

So  ist  z.  B.  fElr  n  »  8,  p  3 


Da 

C)  "~  (n — r) 

ist,  so  hat  man: 


Die  Formeln  (ot)  und  (I)  gehen  mit  Zuhilfenahme  vorstehender  Bo- 
lationeu  in  folgende  über: 
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(;)-U.)(0+U)(t')-U)r) 

und 

II. 

Zur  Theorie. 

Wenn  man  den  in  der  Theorie  der  Differenzenreihen  vorkommen- 
den symbolischen  Operationszeichcii  A"^  . . .  für  die  Bildung 
der  1.,  2.,  3.,  ...  «ten  Differeuzen  während  der  Kechnung  den  Begriff 
von  Grössen  supponirt,  im  ReRultate  der  Rechnung  jedoch  auf  dio 
ursprüngliche  Bedeutung  derselben  zurückgeht,  ist  es  möglich  auf 
sehr  kurzem  Wege  die  bekannten  Tundamentalsätzo  der  Differenzen- 
reihen, sowie  einige  neae  wichtige  Relationen  nachzuweisen. 

£i  manchen  Fftllen  wird  die  Uebersichtlichkeit  einer  durchzn- 
f&hrendeii  Bedmung  erhöht,  wenn  auch  den  Indices  der  Glieder  der 
Hanptreihe  ,  >  ^3  •  •  während  der  Operation  die  Bedeutung 
von  Potenzexponenten  erteilt  und  ihnen  erst  in  der  Schlossfonnel  dio 
ursprüngliche  Bedeutaug  restituirt  wird. 

Bies  zn  zeigen  ist  Gegenstand  nachfolgender  Zeilen. 

Sind  dio  Glieder  der  üauptreihe  oyo^a^ am  so  ist 

Betrachtet  man  vorderhand  A  nicht  als  Operatiouszeichen ,  sondern 
als  algebraische  Grösse,  so  gehen  vorstehende  Formeln  in  folgende 
über: 

aus  welchen  sich  durch  Multiplication 
(1)  -  (l+il)«-»a, 

ergibt.  Nach  Entwicklung  des  Binoms  und  gleichzeitiges  Multipliciren 
mit  wird: 

welche  Formel  bdcanntlich  —  wenn  man  d^a^^  J^oi,  A^a^  ...  d^^a^ 
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als  die  ersten  und  höheren  Diflferenzcu  des  Gliedes  «j  betrachtet  — 
die  liösung  der  Aufgabe,  das  allgemeine  Glied  der  Hauptroiho  als 
Function  des  ersten  Gliedes  und  der  Diffcrcazeu  des  ersten  Gliedes 
auszudrücken,  in  sich  schliesst. 

Die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Hanptreibe  ist: 
oder  mit  Benitzoog  der  Glcidrang  (1) 

=  a,{l4-(l  +  ^)-f  (1+^)^+  ...  -|-(1-1-^)H-1| 

Durch  Sammimog  der  in  der  Klammer  enthaltenen  geometrischen 
Progression  ergibt  sidi: 

Nach  Division  durch  J  und  Zurückführuug  der  J,  J\  d**-^ 
auf  ihre  wahre  Bedeutung  erhält  man: 

Sn  =  (i)a.  +  Q^>a,  +      ^'0.+  •  ••  +  ö'^""''^  (") 

also  die  Lösung  der  Aufgabe,  die  Summe  von  n  Gliedern  der  Haupt- 
reihe durch  das  erste  Glied  und  die  DiÖerenzen  desselben  auszu- 
drücken. 

Will  man  eine  beliebige  Differenz  eines  Gliedes  der  Uauptrciho 
durch  die  Glieder  dieser  angeben,  so  fahrt  folgender  Weg  zum  Re- 
sultate; 

Siebt  man  in  der  Formel: 

d^On  =  «»1+1  —  On 

wfthrend  der  Becbnnngsoperation  die  Indices  als  unten  angeschriebene 
Potenzesponenten  an,  so  ist: 

In  analoger  Weise  hat  man: 

=  (oj— l)(aii+i— a«)  =  anCai  — 1)^ 

und 

(8)   J^a»-Ä»(ai— !)»  —  (- — Ol)*» 
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dalier: 

woraus  durch  Moltiplication  mit  o» 

wird ,  welche  Glcichuug  —  wenn  man  den  bis  jetzt  als  Grössen  be- 
trachteten ??,  n-{-2,  ...  n-\~tn  ihre  Ik'Lleutung  als  Indices  ver- 
leiht —  die  Lösimg  des  gestollteu  Problems  ist. 

Die  Fonnefai  (I),  (II),  (III)  sind  die  bekannten,  gewöhnlich  ab- 
geleiteten Grundformeln  der  BUferenzeoreihen.  Kit  Hilfe  des  hier 

angebahnten  Weges  kann  man  ohne  Schwierigkeit^  noch  andere  in 
der  Praxis,  insbesondere  in  der  Interpolationsrechnnng,  wichtige  For- 
meln entwickeln.  So  ist  z.  B. 

Ebenso  ist: 

und  so  fort  bis  endlich: 

(2)  i**fl«-»i^«(l+//)'-iai 
wird.  Nach  Anwendung  der  Biuomialformel  erhält  man: 

Kennt  mau  somit  die  auf  einander  folgenden  Differenzen  des  ersten 
Gliedes  der  Hauptreihe,  so  lässt  sich  eine  beliebige  Differenz  irgend  • 
eines  Gliedes  derselben  nach  dieser  Formel  bilden.   Die  letztere  hätte 
sich  übrigens  noch  sclineller  aus  (1)  eigeben. 

Brttnn,  im  Mai  187a 
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IV. 


Zur  Theorie  der  stationären  elektrischen  Strömung. 


Leitet  man  einen  constanten  galvauischen  Strom  durch  eine 
Metallscheibe,  so  wird  die  Elektricität  sich  in  derselbcu  auf  eine 
bestimmte  Weise  verteilen.  Die  Art  und  Weise  der  Verteilung  lässt 
sich  angeben,  sobald  die  Bewegung  der  elektrischen  Massen  stationftr 
geworden  ist  Dann  ist  nftralich  die  elektrische  Spannong  —  sie  sei 
ü  —  eine  Fonction  der  Coordinaten,  welche  die  Lage  eines  Punktes 
der  Idtenden  Ebene  bestimmen ;  sie  kann  als  solche  in  vielen  FftUen  mit 
Hfilfe  eines  angenommenen  elektrischen  Potentials  und  der  Bedingungen, 
welche  ans  dem  Wesen  der  stationären  Strömung  dasselbe  sich 
ergeben,  ermittelt  werden.  Die  letzteren  sind  von  Eirchhoff*)  nnge- 
filhr  in  folgender  Weise  angestellt  worden. 

BU 

Möge  da  ein  Linienelement,  n  dessen  Normale,  die  Differen- 
tiation der  Function  U  nach  der  positiven  Bichtnng  der  Normale  be- 
zeichnen, dann  mnss 


sein,  sobald  die  Integration  über  eine  solche  Curvc  ausgedehnt  wird, 
innerhalb  der  keine  Elektricität  der  Scheibe  zugeführt  wird.  Werden 


1)  Ueber  den  Durchgang  eines  elektrischen  Stromes  durch  eine  Ebene, 
insbesondere  durch  eine  kreisförmige  Platte.    Pogg.  An.  LXIV.  p.  497.. 


Von 


Heim  Dr.  August  Herwegen 


in  Köln. 
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indessen  die  Elektroden  von  kleinen  geschlossenen  Gnnren  nmschlossen 
gedacht,  so  fliessen  in  diesen  neue  elektrische  Massen  zu  oder  ab. 

Siud  dieselben  für  die  einzelnen  Elektroden  ...  JS^,  und  stellt  k 
die  Leitungsfähigkeit  der  Scheibe,  also  eine  nur  von  der  Natur  des 
Leiters  abhängige  und  demnach  oonstante  Grösse,  dar,  80  ivird  für 
eine  eiuzehne  Elektrode  (n) 


während  die  Summe  der  elektrischen  Massen  gleich  Null  zn  setzen 
ist,  da  dieWirkang  der  elektrischen  Strümuug  constant  sein  soll}  da- 
her ist 

m)  SEn^o 

Der  Forderung,  dass  die  Elcktricität  sich  nicht  über  die  Grenze  der 
Scheibe  fortpflanzen  soll,  wird  durch  die  Annahme  genügt,  dass  die 
Strömungscurven  der  Grenze  parallel  laufen  und  die  Niveaucurveu 
letztere  senkrecht  schneiden ;  es  ist  demnach  fUr  Kandpuukte 

Wollte  man  die  äussere  Leitungsfähigkeit,  d.  h.  die  der  Scheibe  von  der 
Luft  entzogene  Elektricitatsiiieiige  berücksichtigen,  so  würde  die  Ab- 
leitung der  Bedingung  nicht  ganz  dieselbe  bleiben;  indessen  kann  man 
Ton  derselbeii,  irie  Smaasen*)  bereits  gezeigt  hat,  absehen ,  sobald 
mehr  als  eine  Elektrode  in  Betracht  kommt. 

Die  GleichDog  I)  lässt  sich  auch  folgendermassen  schreiben: 

unter  a-,  y  die  gebräuchlichen  rechtwinkligen  Coordinaten  verstanden. 
Diese  Form  ermöglicht  aber  eine  Koduütion  des  Problems  in  Verbin- 
dung mit  den  für  ebene  Flächen  bestehenden  Relationen,  welche  voll- 
kommen den  Grecn'schcu  Lehrsätzen  und  Folgerungen  über  räumliche 
Körper  entsprechen.  Derselbe  Gedankengang  führt  zum  Ziele,  wie 
ihn  der  Verfasser bei  der  Lösung  des  Strömungsproblems  üDr  mn 
System  TOn  Kngdii  angcgeboi  bat  Daber  genüge  die  Angabe  des 
Kesnltats: 


1)  Vom  dynnmischcn  Gleichgewicht  der  Elektridtit  lo  eiaer  Ebene  odet 
einem  Körper.  Pogg.  An.  LXIX.  p.  161. 

2)  Herwegen,  Beitrag  zur  Theorie  der  Verteilung  der  djaainiecheii  EUek- 
tridt&t  in  gleichmlMig  leitenden  KOrpern.   Bonn.  1873. 
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£8  ist 


VI)  C+ ^SEn(\Ogrn-rn) 


WO  (7  eine  constänte  Grösse  bedeutet,  und  die  Smnmation  auf  särnint'- 
liche  Elektrodenpunkto  sich  bezieht  Vn  wird  dorch  folgendes  Theorem 
bestimmt 

„Ist  a  ein  variabeler  Pnnkt  der  Ebene,  so  ist  üir  diesen  hin- 
sichtlich einer  Elektrode  {Eu),  deren  Entfernung  von  a  r»  sei,  die 
Function  r«  so  zu  bestimmen,  dass  dieselbe  nebst  den  mten  Diib- 
rcntialquotienten  endlich,  stetig  und  eindeutig  ist,  der  Gleichung  Y) 
gonttgt  und  in  dem  Falle,  dass  a  ein  Pnnkt  der  die  Ebene  l>egren- 
zenden  Curven  ist,  die  Relation 


befriedigt,  iu  der  die  Grösse  C  unabhängig  von  den  Coordinaton  des 
Punktes  a  ist  und  der  Beschränkung  unterliegt,  dass  dieselbe  flüP  jede 
Function  F*(A  =  1 ...  n)  denselben  Wert  hat" 

Sind  die  Functionen  V»  in  dieser  Weise  bestimmt,  so  wird  auch 
V  (dr,  YI),  wie  Idcfat  zu  beweisen  ist,  den  Gleichangen  für  das 
dynamisdie  Gleichgewicht  genügen.  Die  Form  desselben  Iftsst  aber 
sofort  das  von  Smaasen  (2,  p.  166)  aufgestellte  Theorem  erkennen: 
„Wenn  die  Elektricitat  zu  gleicher  Zeit  aus  mehreren  Elektroden 
fliesst,  80  wird  die  Spannung  an  irgend  einem  Funkte  bestimmt  durch 
eine  Unearfunction  der  Spannungen,  von  denen  dieser  Punkt  afficirt 
sein  würde,  wenn  die  Elektricität  nur  aus  joder  dieser  Elektroden 
einzelu  flösse."  Dom  entsprechend  kann  ein  jeder  Summand  (n  =  1 ...) 
als  Potentialfuuctiou  betrachtet  werden,  wcklie  die  Spannung  in  dem 
Falle  darstellte,  dass  nur  eine  Elektrode  die  Eleiitricitat  zuführte 
(und  die  äussere  Leitungsfähigkeit  unbeachtet  blieb).  Diese  würde 
aber  nach  Beer*)  die  Form  flogr.dq  besitzen,  wo  dq  das  Element 
von  lietiven  elektrisclien  Massen  bcdcntot,  die  in  dem  Elektrodonjtunktc 
(E„)  sowi(!  am  Kandc  liegen,  und  wo  r  die  J^ntfernung  vom  Elemente 
darstellt.  Demzufolge  kann  logr,,  als  der  veränderliche  Teil  des  Po- 
tentials, welcher  der  elektrischen  Masse  in  dem  Elektrodciipuukto  (A«) 
entspricht,  und  1»  ah  derjenige  des  Potentials  eines  elektrischen  Be- 
leges des  Randes  betrachtet  werden.  Um  also  diese  Function  F«  zu 
bestimmen,  stellen  wir  uns  die  begrenzendcu  Curven  mit  Elektricität 
belegt  TOT  und  ermitteln  die  Dichtigkeit  der  olektrischen  Ladung  so, 
dass  Vn  schliesslich  den  angegebenen  Bedingungen  genügt. 


l)  Einleitung  in  die  Elektrostatik  p.  344. 
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Diese  Aufgabe  kanii  zanftchst  für  .eine  Scheibe  ansgeftiirt  werden, 
bd  welcher  die  Randcarven  Kreise  sind.  Dieat  nun  der  Mittelpunkt 
eines  jeden  Kreises,  dessen  Potcntialfanction  bestimmt  wird,  als  An- 
ftngspunkt  des  Goordinatensystems,  so  wird  Vn  als  Summe  von  Inte- 
gralen U  erscheinen,  von  denen  ein  jedes  auf  ein  anderes  System  be- 
zogen ist  Ein  jedes  aber  kann  transformirt,  die  Coordinatcn  können 
nmgcrcchuet  und  durcli  einander  dargestellt  werden.  Dadurch  wird 
ermöglicht,  mit  Bezug  auf  jede  Ilaudcurvc  die  Gleicliuug  VII)  auf  die 
Function  anzuwcudcn,  in  der  als  uubekannte  Grössen  die  Dichtig- 
keiten der  elektrischen  Beiego  vorkommen.  Diese  bestimmen  sich 
nun  oben  aus  den  Gleichungen,  welche  sich  schliesslich  di)rch  zweck- 
mässige Anwendung  der  Gleichung  VII)  ergeben. 

Die  Anzahl  der  Kreise,  \Yelchc  die  Ebene  begrenzen,  ist  natürlich 
von  Einfluss,  da  sie  die  Anzahl  der  resultirondeu  Systeme  von  Glei- 
chungen bestimmt.  Indessen  sind  diese  Systeme  solche,  dass,  ohne 
der  Allgeineinheit  zu  v<a-^'eben,  die  IJesprechung  des  Falles  zweier 
Kreise,  von  denen  der  eine  gauz  innerhalb  des  anderen  liegen  soll, 
liiurcichcu  wird,  die  Art  und  Weise  der  Rechnung  klar  zu  legen. 

In  diesem  Falle  sind  2  Pularcoordinaten-Systeme  einzuführen. 
Der  Anfang  des  ersten  S\"stenis  niuge  der  Mittelpunkt  des  kleineren 
Kreises,  derjenige  des  zweiten  Systems  das  Centrum  des  grösseren 
Kreises  sein.  Die  positiven  Achsen  derselben  —  die  Centrale  der 
beiden  Kreise  bz.  die  Verlüugerung  derselben  —  sollen  einander  bc- 
gcgucu  und  die  Coordinatcn  (Radius- Vector  und  Amplitude)  durch  q 
und  ^  bezeichnet  worden,  mit  der  Besdmmung,  dass  ein  erster  der 
Coordinato  rechts  beigefügte  Index  (1,2)  angibt,  welchem  System  die- 
selbe angehört,  ein  zweiter  ausserdem,'  ob  der  betreffende  Punkt  auf 
der  Peripherie  des  kleineren  oder  des  grosseren  Krdsos  liegt.  Der 
Radius  des  kleinen  Kreises  wird  z.  B.  derjenige  des  grossen  Kreises 
aber  heissen.  Auch  wird  es  vielfach  nötig  sein,  auf  dieselbe  Weise 
zu  unterscheiden,  durch  welchen  Kreis  eine  Function  bedingt  und  auf 
welches  System  dieselbe  bezogen  worden  ist 

Die  Goordinaten  der  Elektroden  werden  von  jetzt  ab  durch  den 
kleinen  Index  e  bezeichnet 

Es  ist  alsdann 

VUI)   V»- ITiiH-l^«. 

Bevor  wur  der  weiteren  Entwicklung  uns  zuwraden,  mögen  in  Betreff 
einer  Function  von  der  Form  U  folgende  allgemeine  Bemerkungen 
Platz  finden.  Es  bezeichne  einmal  schlechthin  Qq  den  Radius  eines 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  des  Goordinaten- 
Systems  sei;  —  g  die  Dichtigkeit  des  elektrischen  Beleges  eines 
Linienelements  dd-  desselben  —  und  die  Entfernung  des  variabelen 
Punktes  (q^)  von  einem  Bandpunkto  (^o^o)* 

9Ui£xm.  9 
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in 


DL    TJ^f^j*  </logro. 


0 

g  ist  aber  als  einfache  Function  der  Coordinate  aufzufassen,  deren 
Grenzen  0  und  In,  siud.  Als  solche  kann  g  durch  folgende  lleiho 
dargestellt  werden 

m=  » 

IL)  S  (oMCOSim^o+^MBinml^i) 

«1=0 

in  welcher  die  Coefficicntcn  a»»  und  hm  bestimmt  sind,  sobald  der  Wert 
Toa  g  ein  gegebener  ist  (cf. 

In  einer  solchen  nach  den  Gosinns  und  Sinns  derVicl&chen  von 
^  —  •O'e  *  ^0  fortschreitenden  Reihe  Iftsst  sich  auch 

lOgro  —  ilog        2p  (>o      9o  +  Po"*] 

-  log    +  ^log  [(^j  -  2(^)  cos  (Po + 1] 

entwidEeln.  Es  ist  nftmlich*),  wenn  h  zwischen  ~1  nnd  cnt- 
baltm  ist 

«SOD  Alt 

log(l-Ä)--  2?  - 

also  auch,  wenn  n  eineu  echten  Bruch  darstellt, 

log  (1  —  ae'y)    —  —  *li  i«««*»»' 

log  (1 — «tf-'f ) « — '  2;  ^  o» 

Addirt  man  diese  beiden  Gleichungen  nnd  bedient  sich  znr  weiteren 
Bednction  der  Formel 

ew+öT-rf» .  2cos« 

80  ergibt  sich 

log(l— 2ttC089)+tt*)— —  2  2:  -«"COSny 

Da  nnn        ^  ist,  so  darf  logro  in  der  Form 

XI)   Iogr,  =  loge.-  CO.«». 

Verwendung  huden. 


1)  Vergleiche  n.  A.  Riemann,  pniticUc  DiiTercntialgleichungen  §  32. 
9)  Stern,  Lehrbuch  der  algebraischen  Analysie.   p.  158. 
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Denken  wir  uns  nun  die  beiden  Reilien  X)  und  XI)  mit  einander 
multiplicirt  and  die  neu  entstcheiulu  Reihe  in  die  Relation  IX)  sub- 
stituirt,  so  gestatten  die  folgenden  unter  den  beistehenden  Bedingun- 
gen geltenden  Beziehungen  ^) 

*  0  m 


sin  nx . 


sm  mx .  dx  = 


cos  «KB.  COS  map.  da; 


Sjf 

.COSiiNr.<£c  0 

0 


< 
m  «B  n 

> 

f»  =  n  ^  0 
m  =  n  =  0 


j  siniia».( 


eine  weit  gehende  Reductiou.  Wird 

COS72<;Do  =^  COS»9-oCOSn^-j-8iun0^i)8inn^ 
gesetast,  so  ergibt  dieselbe 

XII)  «^o[^21og^o-%  —  '^*^  (^J"{c08n^.a«  -f  sinnig. j 

Wenden  wir  dieses  Resultat  auf  die  Relation  VIII)  au,  so  ist  zu  be- 
achten, dass  bei  der  Function 

17|i  die  Ungleichheit  >- 

besteht.  Domgeniäss  erhalten  wir  für  den  variabelen  Punkt  (^i^i) 
bz.  (^gt>8)  die  Functionen  iu  folgenden  I'ormen: 

XIII)  O'u  =  ?t^i,|^21og  pi- «Ol  —       ~  {C08»0i.a„i-|-8inn{>j.i„i}j 

XIV)  ==  %^  r21ogPM.ay8— "IT  ^  ( -  )  {co8i»^,.«itf-f  simtdj.*»,^  1 

L  «=1  "    \P32/  J 

in  welchen  die  den  Coefficienten  a  und  6  beigefügten  ersten  Indices 
sich  natttrlich  auf  die  Summation  bezieben. 

Diese  Coelfidenton  sind  nun  mit  Hfllfe  der  Gleichung  VII)  zu 
bestimmen.  Da  aber  die  Functionen  V^^  und  V^^  in  verschiedenen 


1)  cfr.  Meyer,  bestimmte  Integrale,    p.  861. 
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Coordinaton-Systemen  aosgedrftckt  enehdDen,  so  ist,  damit  die  IKf- 
ferentiatioii  der  Fnnetiou  Vn  (et  YIII)  in  der  geforderten  Weise  * 
nach  den  Normalen  der  beiden  Ereiso  sich  vollziehen  lüsst,  zn  er- 
mitteln, ob  auch  auf  das  zweite,  Uf^  hingegen  auf  das  erste  Sy- 
stem bezogen  dargestellt  werden  kann.  Diese  Transformation  ergibt 
sich  anf  geometrischem  Wege. 

Wird  durch  den  Endpunkt  (9,2,  ^i^)  des  Linicnelementes  dq^i^ 
mit  dem  Badius  um  den  Ursprung  des  I.  Systems  ein  Kreis  ge- 
zogeu)  dessen  an  den  Punkt  ^jg,  angrenzendes  Linienelcmcnt  dü 
sei,  so  ist 

9p„ 


Da  aber  auch 
so  ergibt  sieb 


da  =  Qu . 


worin,  wenn  e  die  Centrale  darstellt, 

Bgn  _  Vi^*— c^sin»»^!, 

zu  setzen  ist  Beachtet  man  femer  die  Beziehungen 

Pit  —  «cos*jj+y^  jg* — c*sin*^rt' 

sind„-^8ind„ 

cos  •=»  

sowie 

logr„  =  logr„  —  ilogC^i,«— 2pM.tfiC08(ftft 

so  erkennt  man,  dass  die  Functionen 


00 


IT»  =  /  Qn^ogr^^dq^  =  ^(aMSC0Sm9'ss+^sinm(^g|) 

0 

vollständig  auf  das  erste  System  bezogen  werden  kOnnen. 

Die  Integrationsgrenzen  von  TJ^  bleiben,  da  die  Integration  sich 
ftber  den  ganzen  äusseren  Kreis  zu  erstrecken  hat,  auch  nach  voll- 
zogener Transformation  in  diesem  Beispiele  dieselben,  nftmlich  0  und 
2n.  Nicht  immor  aber  ist  dieses  der  Fall,  je  nach  der  gegenseitigen 
Lage  der  beiden  Kreise  sind  vielÜAch  die  Grenzen  anders  bestimmt, 


*  « 
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irnmor  jodoeh  durch  das  Priueip,  dim  die  lut^gration  in  der  Tat  sich 
llbor  die  ganze  in  Betracht  stehende  Carve  erstreckt.  * 

Dieses  ist  schon  der  Fall,  wenn  der  Mittelpunkt  des  üusscron 
Kreises  ausserhalb  des  inneren  Kreises  liegt  und  für  diese  Lage  ü,i 
auf  das  zweite  System  bezogen  wird.  Zunächst  bat  alsdann  ^21  einen 
zweifachen  Wert: 


Der  erste  gilt  for  diejenigen  Kreispnnkte,  welche  dieneits  (d.  h.  dem 
Mittelpunkte  des  äusseren  Kreises  zu),  der  zweite  für  solche  aber, 
welche  jenseits  der  Berührungspunkte  der  beiden  Tangenten  liegen, 

welche  von  dem  Mittelpunkte  des  zweiten  Kreises  an  den  inneren 
gezogen  sind.    Diese  Punkte  bilden  auch  die  Integrationsgrenzen; 

D^j  zerlegt  sich  in  zwei  Integrale;  das  eine  erstrcdct  sich  über  den 
kleinen  Kreisbogen,  für  d(*n  der  Wert  Qn  ^  ••■  —  •••  fe'ilt,  das  an- 
dere über  den  grösseren  iü*eisbogcu,  für  welchen  +  ...  ge- 
wählt wcrdcu  muss. 

Fftllt  indessen  der  erwähnte  Mittelpunkt  in  den  inneren  Kreis 
selbst,  so  fiUIt  der  angegebene  Unterschied  weg,  und  bleiben  auch  die 

Integrationsgrenzen  wieder  dieselben  (0  und  Die  weitere  Be- 

handlung dieses  Falles  lässt  auf  diejenige  des  obigen  sofort  schliessen 
und  möge  daher  allein  besprochen  werden. 

Wir  gewinnen  durch  geometrische  Betrachtungen  wiederum  fol- 
gende Relationen! 


Bjn  Vpn^-e^sin^^^ 


sin^'u  = 


P21 
«11 


sin^j 


n 


Qu 


welche  die  Transformation  der  Functionen 


^11  ==  /  ^jilogrii-<*2ii        9u  =  -^(awicosm^u+ftinisinm^ji) 


Q 


vermitteln. 
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Der  Zweck  dieser  Tnuufomuitioii  ist  sdion  erwähnt  and  so  irird 
erhellen,  dass  diejenige  von  nur  für  den  Fall  anszofohren  ist, 
das3  der  variabde  Punkt  (pi^i)  ein  Punkt  des  innem  Kreises  ist 

Für  solche  besteht  aber  die  Ungleichheit  ff^t^^  se  wird  logrs^ 
in  folgender  Weise  entwickelt  werden  dOrfen: 

logr„  -  logft,-       l       )  cosn(^„— *x) 

Wird  diese  Ileihc  mit  dorjenigeu,  durch  welche  g^^  ausgedrückt  ist, 
multiplicirt  und  die  gewonuenc  Reibe  in  die  Function  U^^  substituirt, 
so  ergibt  sich  nach  gehöriger  Kedactiou  das  Kesoltat: 

m=  cc 
«1=0 

*t=«  Ml  =  » 

—  ^  -ei**cosf»i^i.  £  {aiiia.«/(<^cte)+^.«/(cH«^)} 

tt=l  »  »1=0 
H=<»  J  m=oD 

u=l  ^  m—Q 

in  woicbem  zur  Abkürzung  z.  B. 

(^j-^  8in»^]t.G0Sni«M.pl,.g^.(2«ll  =  «/(«»Cm) 

gesetzt  ist,  mit  der  ausdrOcldichen  Bestimmung,  dass  in  diesen  For- 
men bei  n  M  0  statt         log^  zu  schreiben  ist 

Bei  der  Umrechnung  der  Function  Un  auf  das  zweite  System  ist 
nnr  der  Fall  zu  beracksichtigen,  dass  p|  >>  ^  ist  Dann  ist  aber 

log»-!!  «  JO«^-^^"  n  (pf  )"«>»«<^a— 

Diese  Beibe  ist  mit  derjenigen,  in  welcher  dargestellt  ist,  zu 
multipliciren.  Durch  Substitution  des  Bcsultates  in  die  Function  ü^^ 
erhalt  diese  die  sehr  einfache  Form 

XVI)  Uii'^Un^log9%*^{amlS{eoCm)+bmlS{cii»m)\ 

m=0 

n=«o  1  /l  \«  m=-K 

~~    ^  «l«  ^  {«»il'S(<%Cii»)H-*«lÄ(Ci»«m)} 

fis=l   »  \P2/  m=0 

tt=  OB  3[  /\  \  h  «=• 

—  2  ;(-)sin»^t.  2?  {a»,iS(#»«i»)+Ä«iS(«^Ji„)} 
wenn  zur  Abkürzung  z.  B. 
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gesetzt  wird. 

Die  Werte  der  in  den  Formen  XV)  und  XVI)  vorkommcudeu 
Integrale  sind  niihcT  7\\  ermitteln.  Diese  IJestimmung  ist  mit  weit- 
läufiger Reclmung  verbunden  und  daher  möge  bicr  nur  die  kurze  An- 
deutung d(  rselbcu  goiiügcii,  und  aucli  diese  uur  mit  Rücksicht  auf 
die  Form  XV). 

Wird 

cos        —  X 

uud  der  Abkürzung  wegen 
gesetzt,  so  ist 

A'erbin<len  wir  ferner  die  GrOsso  «  mit  einer  neuen  Variabelen  y 
durch  die  Gleichung 

SO  eigebcn  sich  durch  Becbaung  die  Beziehungen: 

y 


welche  in  die  Integi-anden  substituirt  diese  rational  machen  und  so 
erlauben,  die  Integration  auf  bekannte  Weise  auszuführen.  Bevor 
natürlich  die  Substitution  der  Grossen  in  die  trigonometrischen  Func- 
tionen erfolgen  kann,  sind  die  cos;/{>...  und  sinnt^^...  in  Reihen  zu 
entwickeln,  welche  nach  Potenzen  von  cos  und  sinO  fortgehen*); 
die  in  diesen  tigurirenden  lUuomiiia  sind  dann  nach  dem  binomischen 
Lehrsätze  zu  entwickeln,  die  dadurch  entstehenden  Reihen  nach  Po- 
tenzen von  y  zu  ordnen,  alsdann  die  verschiedeneu  Multiplicationen 
auszufahren  und  auch  die  so  entstehende  Reihe  in  angemessener 
Weise  zu  ordnen.  Bei  einiger  Aufmerksamlceit  und  mit  Anwendung 
nur  gewöhnlicher  Operationen  wurd  mau  so  dem  Resultate  eine  solche 
Gestalt  geben  können,  dass  in  demselben  nur  rationale  Ausdrucke 


I)  cf.  S(crn,  Lehrbuch,  pag.  240  seq. 
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enthalten  sind.  Sind  daher  die  Integrale  J  und  ;S  näher  berechnet, 
BO  ist  die  Transformation  der  Functionen  und  l  ^a  als  vollkom- 
men geschehen  zu  betrachten.  Soll  also  die  GU'ichung  VIT)  näher 
ausgeführt  werden,  so  ist  entsprechend  der  Dilfercntiation  der  i  uuc- 
tion  Vn  uach  der  Nornialeü  des  I)  bz.  des  2  Kreises 

sowie 

1  fg.  \" 

weil  ^1  <  QU      logru  —  log  qu  \^ )      "  ^ 

weil  (>s  >  ^      logr2*  =  log^,     Z     \  C08»(^t^^) 

ZU  setzen. 

Wird  nun  der  Gl.  VII)  entsprechend  F„  sowie  logn«  nach 
diiferentiirt  und  nach  gescheheuor  Differentiation  pi  =  gesetzt,  so 
ergibt  sich  eine  Gleichung,  welche  für  jeden  Rivndpunkt  des  Innern 
Kreises,  also  für  jeden  mögliclion  Wert  von  ■ö'j  gelten  soll.  Dieses 
ist  aber  nur  beim  Bestehen  folgenden  Systems  von  Gloichungeu  der 
Fall: 

XVII)       InOml—Olt''''^^  \am2J{CHC,„)-\-h„aJ{Cn8,n)\  =—  -^^^^"AsOflndl, 

MsO  (1« 

l  »1  =  00  g       «— l 


in  welchen  n  der  Reihe  nach  die  Werte  1...  zu  erhalten  hat.  Be- 
ziehen wir  ferner  die  Function  =  ^^si  +  f'^g  auf  die  Gleichung 
VIII)  und  setzen,  nachdem  die  Differentiation  nach  ^2  ausgeführt  ist, 
Qi  —  9n->  so  ergibt  sich  eine  Relation,  welche  für  alle  Punkte  des 
äusseren  Kreises  besteht.  Soll  diese  aber  für  jeden  Wert  von 
gültig  sein,  so  bedingt  dieselbe  folgendes  System  von  Gleichungen, 

XTm)  »— l...ao 

»1=0 

(1     \  >t  +  l    »«=00  g,^H 
-—  )         2   {amlS{CnCm)  -\-  b»aS{Cn8m)\  =-  ^      .  .  COS  n  ^2e 

-  - )      Z  \ana8{8^)  +*iiiiS(«»»B,)}  =  --  ,rzi  sinn  Osi 

welches  entsteht,  wenn  n  die  Werte  1...qd  erhält 

Die  Systeme  XVII)  und  XVIII)  reichen  bin,  die  sämmtlicheu 
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Uubekanutcn  zu  bestiinmen.  Sollen  z.  B.  die  die  Dichtigkeit  des 
elektrischen  Beleges  des  inneren  Kreises  bestimmenden  Coofficionteu 
berechnet  werden,  so  ist  erforderlich,  dass  die  Unbekannten  a,u2  nud 
lj,n2  nach  dem  System  XVIII)  dur(h  die  Variabein  «,„1  und  ömi  aus- 
gedrückt und  diese  Worte  in  das  System  XVII)  substituirt  werden. 
Die  entstehenden  K«  ^u  taa ,  iu  augemessener  Weise  geordnet,  kouueu 
alsdann  mit  Beachtung  der  Kolation 

f  8ising>.smmq>d(p  =  »(»»*)  =^  |  ^    «•  ^  « 
0  [  n    m  =  H 

und  bei  Eiufübraug  folgender  Abkürzungen: 

»•-»  /  1  \m+i  /  1 

m=o  \m/  \rij/ 

iiii;x  /  j[  \  m-t-1 

CäCp»)  =  £  (— -)  {6'(c»i*p)y(«HCi»)+iS(«ij»<;j,y(«,i«m)} 
«1=0  \9n/ 

«=«  /  l  \  m+1  .      /  1  \"~* 


»1=:»     po^»"  7C 

«1=0  Qu 
SeBchrieben  werden: 

XIX)  'S  {apici(|)»)-l-i»j»icg(pi)j  =C5(?0 

n  =  l..«ao 

XX)  S  {aplCfi(pn)-^bpiCi(pn)}  =  c^in) 

L^en  wir,  wie  angedeutet,  dem  u  die  Werte  1 . . . «  bei,  so  können 
wir  auf  die  von  dem  Verfasser  bei  eits  angewandte  Methode  aas 
der  Gleichung  XYIU)  1.  und  dem  System  XIX)  den  Wert  des  Aus- 
drucks 

ans  XTin)  1.  und  dem  System  XX)  ferner  den  Wert  der  Summe 

api%(pn)  -^ipic^apn) 


1)  cf.  Herw^;eo  .  .  .  und  Koetteriti,  Ldirbuch  der  Blectrostatik. 
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bestimmen.  Diese  beiden  aber,  für  ein  bestimmtes  n  nnd  p  in  doii- 
selben ,  bestiiimien  tüe  Coefiicieutou  opi  und  ^ipx  selbst.  Sind  diese 
aber  bestimmt,  so  sind  U^^  und  U^^  und  somit  auch  r»  gäuzlicli 
bekannt. 

Die  angewandte  Metbode  ist  allerdings  mit  zeitranbender  Rech- 
nung verbanden:  Hag  aber  auch  letztere  bei  nur  zwei  Kreisen  dnrch 
Einfilbmng  des  sogenannten  ,,dipolaron  Goordinatensysteros^^  ein- 
focber  sein,  so  dttrfto  die  befolgte  Metbodo  bei  mobr  als  zwei  Krei- 
sen die  zweckmässigere  sein,  da  alsdann  selbst  bei  Anwendung  der 
dlpolaren  Goordinaten  mehrere  Systeme  nnd  daher  Transformationen 
nnerlässlich  sind,  welche  nach  Unt^uchungen  des  Verfassers  noch 
schwieriger  als  die  besprochenen  sein  dürften;  ob  dieselben  der  vor- 
zunehmenden Differentiation  angemessen  (cf.  YII)  erfolgen  können, 
bleibt  näher  zu  untersuchen. 

Die  bereits  gewonnenen  Resultate  mögen  nunmehr  zur  Berech- 
nung der  Function  I'»  in  dem  Falh;  benutzt  werden,  dass  die  beiden 
Kreise  concentrischc  Rind  fn  diesem  Falle  reicht  wiederum  ein 
Coordiuaten-Systeni  und  suinit  auch  eine  einfachere  Bezeichnung  der 
Coordiuaten  aus.  Bezeichnen  also  die  beigefügten  Indices  nunmehr 
nur  die  Zugehörigkeit  einer  Grösse  zu  einem  bestimmten  Kreise, 
Q  d-  die  Goordinaten  des  variabelen  Punktes,  so  ergeben  die  ent- 
sprechend geschriebenen  Relationen  Xni)  nnd  XIVJ  (Uj  und  U^)  in 
Verbindung  mit  den  Reihen,  durch  welche  sich  logr«  darstellen  lässt, 
je  nachdem  p  •<  ^  !>  9*  ist,  auf  Grund  der  Bedingungs- 

gleichnng  VII)  zwei  Gleichungen,  welche,  da  dieselben  für  jeden  Wert 
▼on  0  bestehen  mflssen,  die  Relationen 

»OS  ^  «Ol  =*  ö 

zur  Bestimmung  der  bedin^(Mi.  Die  Gleicliungeu ,  durch  welche 
sich  die  A...  berechnen,  ergehen  sich  aus  den  ol)igen,  indem  au  Stelle 
der  «...  die  b...  und  an  Stelle  des  Cüs?r9-<  sin?i0^f  substituirt  wer- 
den. Die  pag.  Gi  erwähnte  (  oustantc  c  ist  bei  der  Diiferentiation 
für  Ilandpuuktc  dos  inneren  Kreises  ===0,  für  solche  des  iiusscreu 

Kreises  hingeiren  — —  zu  setzen. 

9t 


«  9»\  9»  / 


cos  nOc 


n=l...co 


— .  0«*»COS»^« 
7t 
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n  —*  l...ao 
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Führen  wir  nun  die  Bildpnnkte  der  £lektrode  (^«^«)  ia  Bezug 
aaf  den  äasseren  und  den  inneren  Kreis  ein.  Dieser  ist  bestimmt 

dorch  die  Goordinaten  ^c,  Bt  =  —  und  liegt  stets  innerhalb  des 

inneren  Kreises;  jener  durch  die  Goordinaten       J9;  »  Hegt 

also  ausserhalb  des  grüssercu  Kreises.   Alsdaim  ist 

1  A  1 

Wird  in  diesen  Ausdrücken  cosn^«  durch  8inn4^«  ersetzt,  so  steilen 
dieselben  die  Werte  von  bui  und  ^2  dar. 

Gestatten  wir  nns  die  schon  angedeuteten  Abkfirzuogen  nnd  sub- 
stitoiren  die  gefundenen  Werte  in  die  Relationen  XIII)  und  XIY)  i), 
so  erhalten  wir  als  endgültig  bestimmte  Werte  der  Functionen 
nnd  U^t 

XXI)       ITj-^i^;  -  chi(^Mco8i»((^«— 

»=1  **        \(r  / 

xxn)  2^  n'^\^) 

Erwilhueu  wir,  dass  Ausdrücke  wie  logp,  p^cos«^  und  ^^^cosn^' 

der  Gleichung  V)  genügen,  so  ist  unschwer  zu  beweisen,  dass  diese 
Werte  den  Bedingungen  für  das  dynamische  Gleichgewicht  vollständig 
genügen. 

Dass  die  vorliegenden  Reihen  convergiren,  ergibt  schon  der  Yer- 

gleich  derselben  mit  bokanuteu  Ecihen  von  dem  Typus  £^  ^a»^^^"^ 


bz.  .>-cos«0',  welche  selbst  suinmirt  werden  können.  Werden 

indessen  die  Resultate  in  folgender  Weise  umgestaltet,  so  tritt  die 
Gonvergenz  in  geometrisch  anschaulicher  Weise  zu  Tage.  £s  ist 


1}  Die  in  der  einfacheren  bchreibweitte  sa  nehmen  sind. 
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[-©■■]"'-i.(-r 


Fohren  wir  diese  Bdho  iu  dio  Wale  von  and  ein,  so 
verwandeln  sich  diese  in  unendliche  Doppelreihen,  welche  nach  Yorti- 
cal-Golonnen  angeordnet  werden  kOnncn.  £ino  jode  derselben  Iftsst 
sich  summiren,  wenn  wir  die  folgenden  vier  Systeme  von  Punkten 
einfahren,  weldio  dureh  die  Goordinaten 


1)  x2"»+2      =  |)«^ 

2)  x2»«+2/f^«  p^^ 

3)  ^.i  r^'"+2p.-^ 

4)  fi2«+2B,-Äw 


11»  —  0...ao 


uäher  bestimmt  sind ;  es  bedeuten  hierbei     =  x  uud  ^"  «=  u.  Die 

Punkte  d-ey  pmtf  sowie  die  Punkte  P,,,«  liegen  inucrhalb  dos  Idci- 
ncreii  Kreises;  nm  so  näher  dem  Mittelpunkte,  je  grösser  m  ist.  Die 
Punkte  sme  bz.  S,m  dagegen  liegen  ausserhalb  des  grösseren 
Kreises  und  zwar  um  so  mehr  vom  Mitt''Ij)unlvto  ab,  je  grösser  m  ist. 
Werden  also  in  angedeuteter  Weise  die  Reihen  XXI)  uud  XXIIJ  um-,< 
gestxiltet,  so  nebmou  dicsolbcji  die  Formen  an: 

^•-.5,  i.s  Hf )  -»(^.     lief)  -*)} 

Beachtet  man  aber,  in  welchem  Grössenverhältnisse  die  Coor- 
dinatcn  der  gewählten  Punkte  zu  der  Tariabelu  ^  stehen,  ob  dieselben 
grösser  oder  kleiner  als  q  sind,  und  bezeichnet  man  die  Entfernung 
des  Punktes  ^,  9  von  den  Punkten 


durch 

»j 

Im» 

SO  ist  man  berechtigt  die  Relation  XI)  anzuwenden;  nach  gohMger 
Beduction  ergibt  sich  dann 

XXIII)  V     y  log  I  ^      P         _  ^5lIÜ  I 
oder  aber,  >Yenn  wir 

ftnf   -£»1«    ^01«  -^»1« 
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XXIV)     Vn  =  loall},,  ,Fi»..,Fm4  ...]«=. 

Die  Fnnction  F«  stellt  aidi  also  dar  als  Logarithmas  eiora  Pro- 
dnctes,  dessen  nnondlich  viele  Factoren  Fm  Quotienten  sind,  gebildet 
ans  den  Entfernungen  des  yariabclcn  Punktes  9^  von  den  oben  be- 
zeichneten Pauktsystemen  sowie  deu  Radienvectoron  dieser  Punicte 
selbst  und  q  ^).  Der  logarithmischc  Charakter  der  Function  eriaubt 
aber  die  Quotienten  je  nach  dem  Verhältnisse,  in  welchem  9  zu  den 

übrigen  Grössen  steht.,  ob  so  zu  fassen,  dass  dieselben  immer 

echte  Brüche  darstelleu,  deren  Grenzwort  im  Falle  lu  x  die  1,  ist 
Also  folgt,  dass  unser  iiesultat  auch  einen  endlichen  Wert  besitzt 

Das  gewonnene  Resultat  in  21.  u.  22.  lässt  sich  auch  in  anderer 
Weise  erzielen,  aus  welcher  zugleich  ersichtlich  ist,  dass  dasselbe  der 
Gleichung  V)  genügt  Diese  lautet  nämlich  in  Polarcoordiaaten: 

Um  diese  Differentialgleichung  mit  Rücksicht  auf  die  bekannten 
Bedingungsu  zu  lösen,  bcfulgen  wir  einen  dem  von  £ttler  bereits  vor- 
geschriebenen analogen  Weg  ^).  Wir  setzen 

0 

Die  Reihe  befriedigt  die  Gleichung  XXV),  sobald  ein  jedes  Glied 
derselben  genügt.  Bestimmen  wir  nun,  dass  JV,.  nur  von  p,  ]"„  nur 
Ton  ^  abhängig  sein  soll,.  80  zerfällt  die  Gleichung  XXV)  in  die  ein- 
facheren simultanen: 

XXVU)  ~^+n^yn'^0 

Eine  particulüre  Lösnug  der  Gleichung  XXVI)  ist  aber  bei  jedem 
Wert  von  »  =  0...oo: 

eine  solche  der  Gleichung  XXVII)  far  die  Werte  «  =  1 . . .od  ; 

Yn  =  fAnC0Sn&-|-  rnsinn^ 


1)  cf,  Wolf,  Ucbcr  den  Durchgang  des  elcctn'schcn  Stromes  diiich  eine 
Kugi'lcalotte.    Ariliiv  der  Mathematik  u.  Pliysik  von  Hoppe.  3.  McTt.  60.  T«ll. 

2)  cf^  pari.  Dißercntialglcichungcu  von  Riemnnii.  p.  175. 
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Während  für  n  —  0 

m  setzen  ist  Die  1>eigellngteii  Coeffidenteii  sind  als  ?on  9  und  q 
nnabhftngige  Grössen  ao&afasscn,  die  zu  bestimmen  sind.  Setzen  wir 
datier 

und  bedienen  uus  der  augeführten  particulären  Lösungen,  so  wird 
XXVI)  ^H=^''+|[^, 

wo  G  eine  leicht  tiudbare  Constante  darstellt. 

Wenn  wir  diescu  Ausdruck  in  die  Gleichung  TU)  sahstitniren, 
so  fBhrt  derselbe  Gedaukeugang,  der  frflher  angewandt  wurde,  zu 
domselbeu  Besoltate  XXIV)  i). 

Da  die  Bichtigkeit  des  Resultates  in  jeder  Hinsicht  zweifellos 
ist,  so  kann  dasselbe  zu  weiteren  Folgerungen  benutzt  werden. 

Lassen  wir  die  Platte  allaoitig  unbegrenzt  zunehmen,  setzen  also 
^     00 ,  so  wird 

ÄttS  -»         0,  d.  h.       =  0 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  zwischen  9  und  B» ,  dem  Bild- 
punkte von  (^^«X  mit  ig,  so  ergibt  die  Substitution  dieser  Werte  in 
die  61.  XIII)  und  XIV)  nach  Anwendung  der  Relation  XI) 

F.=  l7.  =  log(|) 

Setzen  wir  hingegen  »  0,  lassen  jedoch  einen  endlichen 
Wert  behalten,  so  wird 

«Hl  =         —  0,     d.  h.      IT,  0 


1)  Vcrj?lcicht  man  die  Form  XXVI)  mit  dem  Ausdruck  von  ?7,  -f 
nach  XIII)  und  XIV),  n:u;hdcm  in  diese  die  Grössen  oa  und  oi2  eingeführt 
sind,  60  iindct  man  leicht,  dass 

flu  »  cos»6-« ;  y,»«  sinnig«;      =  Z««'-^*^iä  «w 
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Setzen  wir  diese  Werte  in  XIII)  und  XIV)  ein  und  reducireu 
gehörig,  so  folgt,  unter  Jf  die  Entfernung  zwischen  q  und  dem 
Bildpunkte  des  (9«  0^)  in  Bezug  auf  q^,  verstaudcn, 


Eine  \Yeitere  natürliche  Speciulisirung  ist  die,  dass  nur  2  Elek- 
troden vorliauden  sind,  von  denen  die  eine  der  kreisförmigen  Platte 
den  Strom  zuleitet,  die  andere  wieder  fortführt.  In  diesem  Eallc  ist 
JKj  —  E  nach  Gleichung  III)  und  nach  Gleichung  VI),  wenn 
die  constenten  Sammanden  zasammeoge&flBt  werden, 


Liegen  ferner  die  Elektroden  anf  dem  Bande,  so  ist  IZj  =  i?,  = 
also  Jg  =»     nnd     —     nnd  sonach  ist 


Aehnliches  Besnltat  gilt  auch  ftkr  eine  nnbegrenzt  grosse  Phitte, 
da  f  Qr  diese  Ji  —     wird  nnd  so 


Aus  den  früheren  Resultaten  wie  21,  22,  .  .  .   lassen  sieb 

diejenigen  ahleiteu,  welche  für  eine  von  awei  parallelen  Geraden  be- 
grenzte Fläche  gelten-).  Um  den  Uebergang  zu  vermitteln,  denken 
wir  uns  um  den  Mittelpunkt  ()  der  beiden  concentrischeu  Kreise  (»j 
und  einen  weiteren  mit  dem  Kadius  H  gezogen;  es  sei  R  <^  pj  <^  P2' 
Werden  diese  Kreise  von  einem  Radiusveetor  in  den  Punkten  DD^D^ 
gesc  hnitten,  so  können  diese  ihre  Lage  ungeändert  beibehalten,  wäh- 
rend sich  der  Punkt  O  auf  dem  Radius  in  der  Richtung  D^D  immer 


1)  Ueber  die  weiteren  Folgeningen  au  diesem  und  den  vorhcigehendcn 

RcBoltatcn  vergleiche  Beer  1.  c.  p.  850  Bcq. 

2)  cf.  Frosch,    Zur   lategraCion   der  partiellen  Differenti«lgleichniig 

ö*  V  V 

K  ^  »  0.   Frogramm  des  Gymn.  sa  Katlowits.  1878. 


K.-{/.-log(|) 
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melir  fortbewegt.  Unabhängig  von  der  GrGsse  dieser  Bewegung  ist 
ab<^  Q  —  S'\-aß,  wenn  m  die  kleinste  centrale  Entfemnng  eines  Punk- 
tes (gd')  von  dem  Kreise  R  darstellt;  schneiden  femer  die  den  Winkel 

0  —  ciuscblicsseudcn  Radienvcctoreii  q  und  auf  dem  Kreise  Jt 
den  Bogen  (p — y«)  ab,  und  werden  die  Bdgcn    y$  vom  Schnittpunkte 

der  Polarachso  mit  dem  Kreise  R  an  gerechnet,  so  ist  ^— =  . 

Wird  nun  aber  11  unendlich  gross  und  in  diesem  Falle  die  ursprüng- 
licho  Polarachso  als  Absei sscnachso  (j  ),  die  dem  Kreise  7i  =  oo  ent- 
sprechende zur  Polarachse  senkrecht  stehende  Linie  aber  als  Ordi- 
natenachse  iy)  aufgefasst,  so  sind  die  eingeführten  Grössen  x  u.  //  nichts 
anderes  als  gewöhnliche  Coordinaten  des  vorhin  defiuirten  rechtwink- 
ligen Systems.  Beobachtet  man  ausserdem,  dass  nach  bckauuten 
Begelu  der  Diffcrcutialrcchuung  für  R  =  co 

ist,  so  erhält  mau  schliesslich  für  die  Wert^c  21.  uud  22.  folgende 

Ausdrucke; 

H  ■  .  H  


ttsl  ^  ^        2»-^  * 


XXVIU)  U,=^£  -^  -i—;  a   Ä  cos»?^ 

1 —  e 

Da  aber  B  ins  Unendliche  wachsen  soll,  so  stellen  sich  die  Summen 
derselben  als  bestimmte  Integrale  dar.  Setzen  wir  nftmlich  n  =  Jtp^ 
so  wird 

1  eP(»i+*««  -2«»)  -|-  ep(«i  -  sc«) 

r 

0 


0 


V 
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Bekanntlich  ciitspriiht  jeder  Kl•ihnlnull^^slini('  cino  kürzeste  J.inio 
auf  der  zugehörigen  MittelpunktsHäclie.  Letztere  hat  denniaeh  eine 
Eigcnst  liaft,  welche  sie  unter  allen  Kürzesten,  die  vom  selbtMi  l'unkto 
ausgehen,  auszeichnet.  Es  fragt  sich:  Welche  Linien  autdi  r  CrHächc 
entsprechen  überhaupt  den  Kürzesten  auf  der  MittelpuuktsflächeV 
Die  Lösung  würde  für  die  Theorie  der  Flächen  2  neue  Liuiensystonio 
liefern,  deren  jedes  cino  Schar  von  Krammmigslinicn  in  sich  begreift 
Bio  Aufgabe  rcducitt  sieh  auf  die  Integration  der  Düferentialgloichung 
der  Kürzesten  auf  der  Mittclpunktsfiäche,  dargestellt  iu  Elementen 
der  Urfläche.  Die  Aufstellung  dieser  Gleichung  möchte  vielleicht  an 
sich  genOgcndes  Interesse  bieten,  sofern  sie  einfacher  ausfällt,  als 
sich  erwarten  Iftsst  Sie  ist  2.  Ordnung,  im  allgemeinen  nicht  linear. 
Das  Folgende  beschrankt  sich  auf  Untersuchung  der  Fälle,  wo  sie 
linear  wird,  wo  dann  bekanntlich  eine  Parti(  nlarldsung  hier  mit  Aus- 
schluss der  Krammungslinie  2ur  Darstellung  des  ganzen  Systems  hin- 
reicht. 

§.  1.  Differentialgleichung  der  Kürzesten  flberhaupt. 
Die  Bedingungen  einer  Kürzesten  «  sind: 


wo  j),        die  Kichtuugscosiuu#  der  Mormale  bezeichueu,  und  A  zu 


V. 


Leber  <lie  kiirz(\steii  l^iiiien  auf  den 
Mittelpuliktstlächen. 


Vou 


R.  Hoppe. 


T«il  LXm. 
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82      Hopp*  t  üdur  du  Ührzesten  Zamen  auf  den  MudputdUttfUbsh«»* 

dx   dt/  dz 

eliminircu  ist.  Die  Multiplicatftrcn  ^  i  .  '  .  ^  gehen  die  SumuicO=^0. 
Da  mm,  wenn  «,  v  die  Pammeter  der  Fläche  bezeichnen, 

9*      du  ?.v     dr  da 

ist,  so  folgt,  dasB  die  Besidtate  der  Multiplicatoren 

^    hy    d»  dx    Bj/    Bz  ^ 

unter  sich  identisch  sein  müssen,  dass  also  jedes  für  sich  symmetrisch 
nicht  nur  z\viselien  ./  ,  y,  r,  sondern  auch  zw  Ischen  m,  v  sciu  wird. 
Diese  symmetrische  Glüichuug  soll  gcfuuden  werdeu. 

Sei  lang«  der  Eflnesten 

wo  e,  /,  g  dio  FundamentalgrOssen  1.  Ordnung  (s.  Arch.  LIX.  p.  227.) 
hezeiehnen.  Dann  ist 

Diffcrentiirt  mau  noch  einmal  und  setzt  zur  Abkürzung 


a«ar        a^u-  ö^a: 

so  icommt: 


Moltiplicirt  man  die  3  analogen  Gleichungen  mit  den  Grössen  (1), 
nimmt  die  Summe  und  setzt 

so  erhiüt  man  nach  Multiplication  mit  bzhw.: 

P*e* — ilf (/+  r//.) + «  0 
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Die  Werto  der  Goeffideuten  in  (2)  sind  in  d«r  FIflchentheorie,  Areh. 
UX.  p.  231.  232.  entwickelt  worden.  Nach  Einsetzung  geben  1>eide 
Gleichungen  ttbereinstimmend: 


(3) 


so  z^Yal*,  dass  dio  zweite  nacli  MultipUcatioo  mit  — k  in  die  erste 
übergeht. 

f.  2.  Differentiftlgleicliung  der  Kttrzestcn  anf  der 

Mittelpnn][tBfl&ehe. 

Von  jetzt  an  mögen  n,  v  Paramotor  der  Krüramungslinien  auf 
der  Urflüche  sein.  Bezeichnen  (nach  di  r  Flüchenthcoric  §,  5.)  f\ 
G  die  Fuudamentalgrösscn  2.  Ordnung,  so  ist  f  ^  0,  /'="0,  und  die 
Haaptkrammungsradien  babeu  nach  §.  24.  die  Werte: 

Wir  weTuU'ii  iimi  das  Resultat  (3)  auf  diejenige  Miltelpuuktsfläcbe  au, 
deren  Abstand  von  der  UrtUicho  längs  deren  Normale  =  p  ist,  uud 
bezeichucn  die  Zugehörigkeit  zu  derselben  durch  den  Iudex  1.  Der 
Accent  bezeichne  dio  Differentiation  nach  t>.  Forner  sei  zur  Abkflr- 
zung 

»-,(x_^y  (5) 

eiue  stets  positive  Grösse,  die  nur  auf  der  Kugel  coustant  null  wird. 
Nacli  §.  27.  der  Fiftchentheorie  ist  dann 

-^-S/' 

Führt  man  diese  Werte  in  Gl.  (3)  für  f,  g,  ein,  so  heben  sich 
alle  Terme,  welche  /*  nicht  enthalten,  mithin  der  von  k  unabhängige 

Tdl  der  Rechten,  und  es  bleibt  nach  Divinon  durch  A  ' 

s» 
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,dh 

^  ^  2h 

du 

Diese  Gleichang  zeigt,  sofern  sie  durch  Jb  s  0  befriedigt  wird, 
dass  der  Krümmungslinic  r  =  const.  eine  Kürzeste  entspricht.  Diese 
Lösung  schliesseu  wir  aus,  indem  wir  von  jetzt  an  umgekehrt  u  als 
Function  von  v  betrachten.  Dann  lautet  die  Gleichung: 


Die  vorstclieiide  Darsicllmig  der  Coefticienten  T,  P,  ir  liat  dou  Vor- 
zug, dass  sie  nur  von  2  Fuiu'tioueu  p,  A  abliüiigt,  welche  sicli  nach 
Einsetzung  ihrer  Werte  (4)  (5)  iu  4  Fuuutioueu  i',  Cr  auttöseu 
wurden. 


§.  8.  Schlttsse  auf  die  Fundamentalgrössen  der 

Urfläche. 

Nach  Gl.  (5)  ist 

Qi  9 

Nach  §.  22.  der  Flächciitlieoric  Gl.  (H),  wo  F=  0  zu  setzen  ist,  fin- 
den zwischen  den  l'undamciUalgrüsseu  folgende  2  Kclationen  statt: 

das  ist  uacli  (10): 

Ausserdem  ist  nach  (4)  (10) 

Letztere  Grösse  nach  u  differentiirt  giebt: 


Digitize<J'; 


Hoppe:  UAer  die  känetten  lanie»  mf  den  J^ittelpuuläs/iächen.  85 
wo  zur  Abkürzung 

^  -  ä —  (13) 

gesetzt  ist  Dies  verglidieu  mit  (11)  giebt: 

Vermöge  dioses  Wertes  gehen  nim  die  GL  (10)  (12)  (11)  über  in 

*2»e(l-^)i    6'  =  ~A'(a:-1) 

Gl.  (12)  differeutUrt  giebt: 

vcrgliclicu  mit  dem  Voiigcn: 

de  „l— 

—  =  2  dtf 

and  inaii  bat  folgende  Werte  der  FundaDientalgrüsseu: 

_o  r  Are 

t;  =  Mj^-^C  ('    1      r/=/*(l  — A') 


£  =  ttj^c       d  }    (?  =  -A(A— 1) 


(U) 


wo  willkürliche  Function  von  ist,  und  c  die  Basis  der  natiir- 
liclien  LügaritliiiK  ii  itcüeichuct.  Die  Grössen  e»  A  wcrdeu  sich  im 
Folgenden  bcstimmcu. 


§.  4.   Bediuguiigeu  der  Liucarität  der  Difforeutial- 

glcichuug. 

Die  61.  (9)  wird  obne  Transformation  linear  in  t»,  wenn  17  »0, 
nnd  v;  W  Functionen  von  v  allein  sind. 

Die  Bedingung  17     0  giebt: 
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A  =  «|^  (»  FnBCt  V.  v)  (15) 

dadnrch  wird 

„  (  r^Q\ 

Biese  Grösse  ist  aDAbbäiigig  von  i«,  wenn 

^ -»-*(«)+ «'ojä 

Das  vollständige  Integral  letzterer  Gleichung  liat  die  Form: 

Q  =  9)(Ma-j-v)        V  Funct.  V.  v)  (16) 
nach  deren  Einsetzung  folgt: 

^^-*(log^^)'  (17) 

Setzt  man 

9'(ttf»+v)-i;   u^-V+v'  (18) 

80  kommt: 

=  -  (19) 

Solange  nun  fi'  nicht  null  ist,  ein  Fall  der  uoch  zu  beröcksich- 
tigon  bleibt,  kann  man  v,  w  als  unabhängige  Yariabele  betrachten. 
Dann  ist 

const)  =     j    u''(m  coust.)  ==  -^w-^-k 

Nach  Einsetzung  der  gefundenen  Werto  geht  Gl.  (8)  über  in 

2„1K=ft,,r+2i+(«*^?^-x^')|£  (20) 
wo  ZOT  Abkflnnag 

gesetzt  ist. 
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Von  den  3  Bedingiinjrcii  ist  die  erste  durch  Elimination  von  h 
erledigt;  die  dritte  soll  diu ( Ii  Integration  der  Gl.  (20),  in  welcher 
W  Function  von  erfüllt  werden,  indem  wir  m  als  Function  von  w 
bestimmen,  dabei  aber  v  als  constant  betracliten  Endlich  ist  noch 
das  erhaltene  w  q;enuiss  der  zweiten  Bedingung  zu  bestimmen,  welche 
nach  Ul.  (lö)  verlangt,  dass  es  Function  vou  u^-\-v  allein  sei. 


§.  5.  LOsnng. 

Sei 

dann  lautet  Gl.  (2u): 

2^H'+(,-2H  =  ,^'+g'-.,')|f  (22) 

~ — utft/x^-  bei  verschwindendem  2^iiw+A  nicht  un- 
endlich wird,  und  nicht  überdies  das  Product  beider  Grössen  einen 
endlichen  (d.  h.  von  0  verschiedenen)  Grenzwert  hat,  so  muss  der  von 
w  unabhängige  Ausdruck  zur  Linken  null  sem,  und  man  hat  nebst 

2  —  7t 

die  homogene  Gleichung: 

deren  vollständiges  Integral  dio  Form  hat: 

Nach  Einsetzung  orgiebt  mh: 

e  =  -  ^  i   « -  ^-7 ;  ß  willkürBch  (24*) 

Die  zweite  Bedingung  fallt  weg,  wenn  man  ^=0  setzt.  Für  9k» — 1 
hingegen  wird  das  Integral: 

irj  =  —  Xjw'fölogO)  (25) 

Dio  Bedingung,  unter  der  »  Function  von  um+v  ist,  lautet: 
DifiercDtiirt  mau  hiernach  Gl.  (24)  partiell,  so  kommt: 


ik 
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-1- «' w  4- (/i -j^  £' log«)«« 

woraus  nach  Elimination  von  JV; 

(<*jwH-A)(2;4iW+i)+to((*3i'w+X')  «  ne'oi  +  (|3'4-«'log«)a* 

-  ^  "-'(fti^'H- A)  +  +  €' logwjco'  (26) 

Da  <  nach  Yoranssetzang  nicht  =  1  und,  weil  ^,  nicht  0 
sein  kann,  so  mnss  zunächst 

/»'— ^^0;  «'-0  (27) 
sein,  sofern  «  nicht  rational  sein  würde,  den  oiucu  Fall  aasgenommen 

wo 

M  -  (28) 
whrd.  Jetzt  wird  Gl  (26)  unabhängig  von  w  crUUlt,  wenn 

W-^Vi+Mi'-O;   (3m,-^')a+ä'-0;  A«  =  0  (29) 

gesetzt  wird.  Allen  diesen  Bedingungen  kann  man  durch  die  dispo- 
nibehi  Grössen     fi,  v,  er,  ß  leicht  genttgen.  Zuerst  hat  man: 

«ji+l«Üi   %it'^a(l'-jj  (e  const.)  (30) 
>Iun  ist,  wenn  man  erstcre  Gleichung  entwickelt, 

— -j^  =  2fii»  =  |»o  — — oder 

5^-- (31) 
daher  nach  letzterer 

x'     ^"     2  +  , 
Dies  in  die  1.  GL  (29)  eingefahrt  und  durch  ^  dividurt  giebt: 


Hoppe*,  üeber  iU  hünutm  Lmkn  auf  don  MU/äpmkt^fUksktn.  §9 

"»*  I»teg«tioii: 

1--  1+- 
f4  « *  ^'    *  (y  const.)  oder 

-1-2 


and  nach  neuer  Integration: 

^I^**'"^^  (5coD8t.)  Oder 
(d-^«;*.^^gy'  (33) 

und  nochmals  intecprirt; 

2(^y'(t»+£)  =  y         T (l:  const) 

Die  3.  GL  (29)  fordert  A  »  0,  das  ist 

V  =       (ij  const) 

die  1.  Gl.  (27)  gicbt:  »  ({^  const).  lutegrirt  man  Gl.  (31)  und 
nimmt  Gl.  (24*)  hinzu,  so  erhält  man: 

=  ^^'^   «  =  V'^  («X  const) 

Elimiuirt  man  f»'  mittelst  (33),  so  kann  man  f»  statt  v  als  Unabhän- 
gige betrachten.  Es  wird 

ff  =  ajfi*(d— f**)-*'"*}  (3  v  —  i}f» 

f  1 

»  ==  «a-^**(^— /*')""* 

^«)-i*(«+iy);  -  S/iVM*— f**)-*'-M«+«?)" 

wo  zur  Abkürzung  ^ 
gesetzt  ist.  Jetzt  findet  man: 
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nnd  die  Fnndamentalgrössoii  (14)  werden: 

i-  =-  !^  (34) 

Wegen  1 » 0  wird  nnn  0  nnd  die  GL  (9),  welche  dann 
lantet: 

giebt  nach  Integration: 

d«   j  i/*  ^8  ^^yL  ^ 

5j;  -  ^1 J/  ^3  -  ^(tf   ^.yu'+i) "    ^2  y  ö  _ 
und  nochmals  integrirt: 

r 

Dies  ist  demnach  die  Gleichnng  aller  Curven  anf  der  durch  obige 

Fundamentalgrössen  bcstimmteu  Fläche,  welche  den  Kürzesten  auf 
der  Mittelpuuksiiäche  entsprechen.  Fttr  ^  «  0  erhalt  mau  die  KrUm- 
mnngsiinie. 

§.  6.  Speciellere  Lösungen. 

Aus  Gl.  (31)  tThdIt,  dass  für  ein  loiistautcs  a>  die  2.  Haupt- 
krümmung null,  die  Fläche  also  ab\Yickelbar  ist.  Soll  aber  w  von  n 
unabhängig  sein,  so  muss  es  auch  n-j,  tialier  auch  ^  -  \.\.'v-\-v\  folg- 
lich cutspricht  der  Fall  nur  ^'  =■  0,  und  iür  diesen  ist  die  vorstehcude 
Eutwickclung  ungültig. 

Angenommen  nun,  dass  fi'«»0  sei,  so  redncirt  sich  der  Aus- 
druck (ti)  auf 

^-^y  2k) 
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Er  kann  nur  nnabhäiigig  YOn  «  sein,  wenn 

<(»|»-f  t»)  -  0 

also  Q  linear  iu  nn-\~v  ist.  Dann  wird  uach  (15)  7i  uuabbängig  von 
M,  daher  A'==0,  woraus  das  vorige  Resultat  entsprang.  In  der  Tat 
ist  der  ausgeschlossene  Fall  nur  der  einer  abwickelbaren  Fläche. 

Eine  neue  Lösung  ergiebt  sich,  wenn  wir  in  (24)    —  0  setien, 

10« 

was  bisher  ausgeschlossen  war.   Hier  ist      als  Function  von  wq  — 

nu-f-v  zu  besünuucn.  Stellt  man  tc^  in  tco 

kommt: 


wo 


-  )\(«\,+^)(«'oH-Ä) 


gesetst  ist.  DiiBse  Grössen  mttssen  constant  sein;  dann  bleibt  noch 

"5-- CT'. 

dorch  n  zu  erffllien.  Die  erste  GL  (35)  giebt: 

Dies  in  die  zweite  gesetzt  giebt:  Ji  ^  and  bleibt  willkOrlich. 
Jetzt  wird  wieder 

M  —  fi'(»-|-^)' »  »o'  (Man  wflrdo  noch  einen  constanten  Factor 

hlnzofklgeii  können.) 

Durch  Integration  der  Gl.  (36)  ergiebt  sich: 


1  r 


woraus: 
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GL  (9)  wie  oben  integrirt  giebt: 


Endlich  ist  noch  der  Fall  7i-\-l  0  zu  beriicksichligcu,  woraus. 
Hier  gilt  die  61.  (25),  welcbo  dann  lautet: 

—  —  y^jwiogw 

Die  Untersuchung  ist  wie  die  der  61.  (24)  fttr  /3  «  0,  nur  tritt  an 
die  Stelle  der  Grösse  (96)  hier  und  man  hat,  da  x  nicht  mehr 

disponibel  ist,  die  Gldcbung 

durch    zu  erfollen.  Sie  roducirt  sich  zunächst  auf 
woraus  nach  Integration: 

Im  übrigen  bleibt  der  Gang  der  Kechuiuig  deräclbc. 

WM  man  nun  noch  den  ttbergangenen  Fall  nntcrsucheu,  wo  die 
Linke  der  Gl.  (22)  nicht  Torsehwindet,  so  ist  die  nicht  mehr  homo- 
gene 61eichung 

STdidiri -)-(«!  —  »fi'«»)da>  —  ^{v)nBw 

zu  iutegriren,  die  wenig  Aussicht  bietet. 
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Misoellen. 


1. 

Ergräuzeude  Berichtigaiig:  xuiii  Aufsatze  ^yXene  EigeiuchAft  der 

Kegelschnitte*^ 

Im  62.  T.  N.  IV.  habe  ich  gezcifjt,  dass  die  Coordiuaten  des 
Schworpuuktos  hj  finos  doiii  Kefrclscbnittf!  oingescliriebeuon  Drei- 
eckes, dessen  Eckeu  Osculatiunstripcl  bilden,  sicli  folgoudermassen 
ausdrückcu  lassen 

Die  erste  Gleiclinug  besagt,  dass  der  Sehwerpunkt  eines  solchen  Drei- 
eckes auf  der  Nebenachse  des  Kegelschnittes  Uegt 

Nun  ist  der  Ausdruck  für  t/,  wie  ich  durch  gütige  briefliche  Mit- 
teilung vcHi  Seiten  des  Herrn  Dr.  G.  Sidler,  Univcrsitiitsprotessor 
iu  Bern,  auinierksani  gciiuiclit  wurde,  iii-  Fulgc  der  Gleichungen  (G) 
des  crwähnteu  Aufsatzes  gleich  Null;  d.  h.  der  besagte  Schwerpunkt 
mnss  anch  anf  der  Hauptachse  des  Kegelschnittes  liegen. 

Dies  lässt  sich  leicht  nachweisen,  denn  es  ist 

J,     ttjt    ^        — g(tt)j  (tt)g + 3(ir(u)s4-(«)g  («)a 

»=1 

Der  Zahler  ist  in  Folge  der  Gleichungen  (6)  gleich  Null,  während 
der  Nenner  von  Null  verschicdi  ii  ist;  somit  lautet  der  Satz:  Die  Os- 
culationstripel  haben  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  zum  gemein- 
samen Schwerpunkte.  K.  Zahradnik. 

Agram  14.  October  lö7d. 
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2. 

Beitrag  sar  Theorie  der  Kardioide  *)• 

Ans  jedem  Punkte  («y)  der  Ebene  der  Kardioide  können  wir  drei 
Tangenten  an  dieselbe  legen»  nnd  die  Parameter  der  Berahrongspunkte 
ergeben  sich  als  Wnneln  nachstehender  in  i*  kubischen  Gleicfanng*) 


4a 


-0 


(1) 


Die  Berührungspunkte  »tj,  «g,  ti^  bilden  ein  Dreieck,  das  Be- 
rührungsdreieck, welches  dem  Punkte  (ay)  als  dessen  Pole  entspricht. 
Zwischen  den  Parametern  der  Bertthmngspunkto  bestehen  nun  die 
Belationcn: 


(2) 


Wir  können  nnn  nns  die  Aufgabe  stellen,  welches  ist  der  Ort 
der  Pole  constanter  Berflhrnngsdreiecko  bei  der  Kar- 
dioide? 

Bezeichnen  wir  mit  D  die  Fläche  dos  Berührungsdrdeckos  n^u^u^, 
welches  dem  Pole  (xy)  entspricht,  so  ist 


11(1-1-«»«)« 


4«(1— 8«H,  (l-f«i2)2 

4a(l— V)    Ö«»*a    (l  +  ^a^)^ 

1-7*1«     tt,     l  +  2tti2-f«,4 

1— V  «»  i4-2tt,«-fv 

Bezeichnen  wir  die  Determinante  mit  P  and  ihre  m  Teilcolonne 
mit  m,  wo  der  Ort  der  ZÜfer  die  SteUnngszahl  der  ganzen  Colonne 
bezeichnet,  so  ist 


und  wegen 


III  -f  112  4-113+211 4-  212+213 
ni-=0,   212  =  0 


*)  Granert'Hoppe:  „Anhlr  d.  Math,  und  Physik*  Theorie  der  Kardioide. 
Tett  69. 
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ist 


1 

1 

n, 

1 

«1  "l* 

1 

+ 

1 

»2 

1 

1 

»*3 

1 

"3 

V 

Mj 

1 

«3 

Setzen  wir  iroii 


1  «,  ?*, 


2 

1   wa  1*3* 


so  gebt  der  Ansdmck  für  P  über  »in 

nnd  mit  Bflcksieht  anf  die  Werte  in  (2)  erhalten  wir 


(3) 


(4) 


Um  nun  J  mittelst  der  Werte  (2)  auszudrücken  bilden  wir  d*  nnd 
erhalten  nach  geeigneter  Transformation 


3  (u), 
-2(m),  -6 
—8  8(m)s 


—6 

-3(«)i+3(«)3 


=  27 


1          — - 

9 

—2 

-ff  _2 

y 

4(«-a) 

y 

20(« — 4a) 

y 

~  y« 

27  a:2^y^ 

2ay 

y* 


2ay     y  *    »(«  —  4a) 


somit  ist 


(6) 


4 ,6«.27  [y>-K»4-2a)«3^[(»*+yy-4a«(g«+y«)— 4aM 
Was  nun  den  Ausdmük  för  J7  betrifft,  so  ist 


y* 


(6) 
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Führen  wir  nuu  die  Werte  für  P  und  27  in  die  Gleichung  (3) 
ein  und  setzen  der  Kürze  wegen 

3  (6a)* 

S=y«+(fl,-a)«  (7) 

wo  wie  ersichtlich  Ä'=0  die  Gleichung  der  Kardioidc  uns  darstellt, 
so  erhalten  wir 

ii'Ä"— iJ5*  — 0  (8) 

Der  Ort  der  Pole,  doroii  Bcrtihrungsdrciccko  in  Be- 
zug auf  die  Kardioidc  vom  constautcn  Fliicheuiubaltf 
sind,  ist  eine  Curvo  achter  Ordnung,  welche  die  vier 
Schnittpunkte  von 

^  =  0 
-Bf  —  0 

zn  Rttckkehrpnnkton  hat 

Es  verschwindet  nämlich  für  die  Punkte  (.1/0  die  Uesse'scho 
Determinante,  denn  setzen  wir  die  Gleichung  (^5)  kurz 

F.— 0 

so  ist  für  die  erwähnten  Schnittpunkte 

Zwei  'der  Seluütfyaiikte  (AB)  sind  die  imaginären  Krcispnnkte, 
was  wir  darans  eikeiinen,  daas 

ii  — 0,    2^  =  0 

Gleichmtgen  zweier  Kreise  sind  (letzterer  redocirt  sich  anf  den  Panict 
«  »  a,  2^  «  0),  so  wie  aocli  aas  der  Entwickelong  der  Gleichung  (8), 
nftmiich 

[(«•+y^*-8«^<«*+yW(i-i)-hv{«,y)  -  o  (9) 

wo  fpixyjf)  ein  Ausdruck  in  Bezug  auf  r,  y  vom  sechsten  Grade  ist. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  das  Berührungsdreieck,  somit  auch  k 
zwar  constant  aber  unbestimmt  ist,  so  stellt  die  Gleichung  (8)  ein 
Curvenbüschol  achten  Grades  vor.  Jede  Curvo  dieses  Büschels  hat 
in  den  Punkten  (AB)  eine  doppelte  vierpuuktigo  Btrühruug  mityl^O 
(nämlich  zu  beiden  Seiten  eine  vierpunktige  Berührung)  und  in  den 
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Schnittpaakten  (BK)  eine  vierpunktige  Berührung  mit  ^"=0;  ef 
erscheinen  demnach  in  den  Punkten  (AB)  je  acht  nnd  in  (BK)  je 
Tier  Basispunkto  des  Büschels  vereinigt. 

For  A  =  1  ~gefat  die  Ortscnrvo  in  eine  Cnrre  sechsten  Grades 
fiber,  nftmfich  in 

nnd  das  BerOhmngsdreieck  hat  in  diesem  Falle  den  Wert 

36V3.a» 

Ebenso  könnten  vir  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Pole  und 
dem  Schwerpunkte  des  Berfihmngsdreiocks  entwickehi.  Wir  hfttten 

8rt  iik 

Die  Entwickelang  wflrde  nns  zeigen,  dass  der  Pol  eine  Cunre 
4ater  Ordnung  beschreibt,  wenn  der  entsprechende  Schwerpunkt  eine 
Gnrvo  «ter  Ordnung  durchlftuft 

Aufgabe:  Welcher  Curve  Tangenton  schneiden  die  Kardioide 
in  harmonischen  Punktgruppen? 

Agram  Noyember  1877.  K.  Zahradnik. 


3. 

Die  Constantonzahl  eines  roljcders  und  der  Bttlersche  Satz. 

Die  Constautenzahl  eines  beliebigen  Polyeders,  d.  h.  die  Zahl 

der  einfachen  Bedingungen,  welche  dasselbe  bestimmen,  lüsst  sich  auf 
zwei  Yorschiedencn  Wegen  sehr  leicht  bestiniinen;  und  die  Gleich- 
setzung  der  auf  beiden  Wegen  erhaltenen  Bosultate  ergiebt  den  £a- 
lerscheu  Satz. 

Das  Polyeder  habe  k  Kanten,  «  Ecken,  /  Flächen,  und  die  Con- 
stantenzahl  el  Jede  der  /  FULchen  denke  man  sich  auf  irgend  eine 


*y  Beseichnen  wir  die  Verbindungslinie  der  imaginftren  Kretepunkte  mit  J, 
■o  kannten  wir  wohl  «7*  all  Teil  der  Conra  betrachten,  io  dan  Fss  0  In  y  =sO 

and  ^*  =  0  zerfallen  wQrde,  wie  dasselbe  ahnlich  beim  KrcisbOschel  stattfindet, 
wo  der  jl  =s  1  entsprechende  Kreis  in  die  Cbordale  und  in  die  Gerade  J  cerftllt. 

TaULIIIL  7 
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Weise  in  Dreiecke  zerlegt,  was  bekanotUcli  bei  einem  »-Seit  durch 
?■— 3  Diagonalen  gescbieht.  Die  Gesammtzahl  aller  so  zur  Zorh^gung 
der  /  Flächen  verwandten  Diagonalen  sei  d.  Diese  Zalil  tf  Ulsst  sich 
leicht  ableiten.  Etwa  so.  In  jcilor  Fläche  i55t  die  Zahl  der  entstan- 
denen Dreiecke  um  1  grösser,  als  die  Zahl  der  gezogenen  Diagonalen. 
Also  sind  r/-}-/"  r)reiecko  entstanden.  Diese  haben  zusammen  .'^(«-f-f^/O 
Seiten.  Dies  sind  aber  die  /•  Kanten  und  die  d  Diagonalen,  jcilocii 
jede  Kaute  und  jede  Diagonale  doppelt  gerechnet   Folglich  hat  man 


Erste  Ableitung  der  Gonstantenzahl  e. 

Hätte  das  Polyeder  nur  Dreiecke  zu  Flächen,  so  wäre  es  in 
Maass  und  Lage  gerade  vollkommen  bestimmt,  wenn  seine  e  Eck- 
punkte gegeben  wären.  Dass  aber  ein  Ikdcpunkt  gegeben,  d.  h.  einer 
der  Punkte  des  llaums  sein  soll,  ist  eine  dreifache  Bedingung. 
Folglich  wäre  die  Constantenzabl  eines  nur  aus  Dreiecken  bestehen- 
den Polyeders  gleich  3c.  Denkt  mau  sich  nun  bei  einem  beliebigen 
Polyeder  die  oben  erwähutcn  d  Flächcudiagonalen  gezogen,  so  sieht 
man,  dass  das  beliebige  Polyeder  als  ein  nnr  ans  Dreiecken  zosammen- 
.  gesetztes  Polyeder  au^efasst  werden  kann,  bei  welchem  an  jeder  von 
d  Kanten  zwei  Fl&chen  zusammcnstossen,  die  einen  Neigungswinkel 
von  2  Rechten  bilden.  Jeder  dieser  d  Winkd  von  bestimmter  Grösse 
vermindert  also  die  Constantenzahl     nm  1.  Also  ist: 

2)  e  Se—d. 

Zweite  Ableitung  der  Constantenzahl  c. 

Man  stelle  sich  znnäclist  wieder  ein  Polyeder  vor,  das  aus  lauter 
Breiecken  besteht  Dann  denke  man  sich  irgend  eine  Ecke  mit  den 
von  ihr  auslaufenden  Kanten  und  Flüchen  fort.  Wenn  diese  Ecke  A 
«-kantig  ist,  so  besitzt  das  restirendc  Gebilde  noch  k — i  Kanten, 
f — i  Flächen  und  o—i — 1  eigentliche  ücken.  Dazu  kommen  /  un- 
vollständige Ecken,  nämlich  die  zweiten  Endpunkte  7^,,  }J.^,..,Hi 
der  i  von  A  ausgehenden  Kanten.  Wenn  nun  die  Längen  der  /  / 
Kanten  gegeben  sind,  so  ist  jedes  der  /' —  /  Dreiecke,  also  auch  seine 
3  Winkel,  vollkommen  beslinimt.  Folglieli  sind  dadurch  an  jeder 
Ecke  alle  Winkel  zwischen  den  Kanten  gegeben.  Es  seien  nun  noch 
die  Flächcn-Koigungswinkel  an  jeder  Kante  gegeben,  ausser  au  den 
i  abgeschnittenen  Kanten  und  den  i  Kanten,  welche  die  Punkte  B^^ 
i^s,  i^ai  •  ^  Bcihe  nach  verbinden.  Dadurch  sind  dann  an  jeder 
der  e~«'—l  eigentlichen  Ecken  aUe  Kantenwinkcl  und  alleFlächen- 
Neiguogswinkel,  also  fftr  jede  Ecke  B  Grössen  zuviel  gegeben.  Folg^ 
lieb  ist  die  Constantenzahl  jenes  restirenden  Gebildes  gleich 


1) 


3(<i-f /)  =  2(^-1- '0,  oder 
d  — 2*— 3/. 
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(Äf— 2t)— 3(6— »  — 1),  oder 
2/t  — 3e+3. 

Um  aas  diesem  Gebilde  das  vollständige  Polyeder  herzustellen,  hat 
man  noch  die  ansgestossene  Ecke  m  coustruiren,  was  darch  3  gege- 
bene Grössen,  /.  B.  3  Kauteulängon  möglich  ist.  Wir  erhalten  also 
als  Constantenzahl  eines  unr  ans  Dreiecken  bestehenden  Polyeders: 

Ein  Ueliebigcs  Polyeder  betrachten  wir  nun,  wie  oben,  als  ein  aus 
Dreiecken  bestehendes  Polycd»  r,  bei  welchem  d  FUlchen-Neiguügs- 
winkel  gleich  2  Rechten  sind.  Wir  haben  daher  zur  Bestimmung  von 
c  in  dem  eben  gefuüdcncn  Ausdruck  Ic  durch  k-\-d  zu  ersetzen,  und 
dann  d  zu  snbtrahiren.  Nan  aber  haboa  wir  das  Polyeder  nnr  hin- 
sichtlich seiner  Maasse  constmirt,  aber  noch  keine  Bestimmung  Über 
seine  Lage  getroffen.  Seino  Lago  ist  bestimmt,  sobald  man  die  Ebene 
feststellt,  in  welcher  eine  Flächo  liegen  soll,  und  von  dieser  Flftche 
eine  Ecke  nnd  die  Lage  einer  sie  enthaltenden  Seite  giebt,  d.  h.  in- 
dem man  eine  von  den  oo'  Ebenen  des  Raums,  dann  einen  von  den 
oc*  Punkten  dieser  Ebene,  und  endlich  einen  von  dw  od'  StraUea 
auswählt,  welche  durch  diesen  Punkt  in  dieser  Ebene  gehen.  Also 
besteht  die  Feststellung  der  Lage  iu  einer  (S-f'^'i'l)^'^®'^  Bedin- 
gung.  Folglich  hat  man  schliesslich: 

c  — 2(Ä+rf)— 3fl+6— d+e,  oder 

3)  c  — 2ft— 30-f-<l+12. 

Addirt  inan  uuu  die  beiden  iu  deu  Formcla  2)  und  3)  gcwonuencu 
Werte  von  e,  so  erhfilt  man  das  ein&che  Resultat: 

4)  c  —  i-f  6. 

Jedes  Polyodert  dessen  Ecken  und  Fl&chen  allge- 
mein sind,  ist  also,  abgesehen  von  seiner  Lage,  durch 
genau  so  viele  einfache  Bedingungen  bestimmt,  wie  die 
Zahl  seiner  Kanten  beträgt*). 

Setzt  man  die  in  2)  nnd  4)  erhaltenen  Werte  von  e  einander 
^eich,  nnd  führt  für  d  den  in  1)  gewonnenen  Wert  ein,  so  hat  man 
einen  neuen  Beweis  des  Enlerschen  Satzes : 

5)  f+e  =  k-{-2. 

Hamburg  im  Juli  1878.  H.  Schubert 


*)  Vergl.  T.  LV.  N.  XVIII.  p.  817.,  wo  «ingdwlirt  e  «w  Gl.  (5)  be- 
rechnet  ist. 


7» 
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4 

Brgiiiiiuig  4es  Memhen  Saties  toh  den  Poljeieni« 

Der  Satz,  dass  an  jedom  convexen  Polyeder  e-|-*=»Ä;4-2,  wo 
e,  1e  die  Anzahl  der  Ecken,  Seiten,  Kanten  bezeiclmcu,  gilt  offenbar 
aoch  ttber  diese  Bedingung  hinaus,  bekanntlich  aber  nicht  für  jedes 
Polyeder.  Zur  Ausdehnung  auf  alle  Polyeder  mflssen  noch  andere 
Zahlen  in  Rechnung  kommen.  Die  Vervollständigung  ist  zwar  bereits 
durch  dnige  Arbeiten  volbsogen  worden,  jedoch  nur  mit  Hfllfe  von 
Begriffen,  die  erst  durch  eine  nicht  eben  leicht  vorzustcllendo  Con- 
stmction  deiinirt  werden.  Im  folgenden  soll  hingegen  der  Satz  so 
ergänzt  werden,  dass  nur  Stucke,  die  unmittelbar  in  der  Figur  sieht- 
bar  sind,  gezählt  zu  werden  brauchen. 

Wir  beginnen  mit  einem  Beweise  des  ursprünglichen  Euler'schen 
Satzes,  aus  dem  zugleich  die  Bedingung  seiner  Geltung  erhellt  Die 
Bedmgnng  ist,  dass  das  Polyeder  ein  ein&ch  zusammenhangendes  Netz 
hat  IHeses  Nets  könnte  man  stets  so  auf  eine  Kugelflftche  zeichnen, 

das  dieselbe  vollständig  und  überall  nur  dnfoch  bedeckt  wird.  Dio 
Fälle  der  Möglichkeit  eines  solchen  Netzes  werden  aber  vielleicht  noch 
mehr  in  die  Augen  fallen,  wenn  wir  dazu  die  Pyramidenform  wählen. 

Eine  beliebige  Ecke  A  des  Polyeders  habe  m  Kanten,  deren  En- 
den durch  n  Kanten  verbunden  sind.  Man  zeichne  auf  einer  Ebene 
ein  convexes  neck  als  Umfang  des  ebenen  Netzes  der  ttbrigen  Ober- 
fläche. Dessen  Seiten  repräsentiren  die  genannten  n  Kanten.  Nun 
füge  man  an  jede  von  diesen  nach  innen  zu  ein  Vieleck  von  soviel 
Seiten,  als  das  an  die  entsprechende  Kante  stossende  der  Oberfläche 
hat,  und  lasse  sie  aneinander  grenzen,  wenn  es  dort  der  Fall  ist 
So  fahre  man,  immer  nach  innen  zu,  fort,  bis  alle  Vielecke  abge- 
zeichnet sind.  Dio  Ecke  A  können  wir  uns  als  Spitze  ein^  Pyramide 
denken,  deren  Grundfläche  die  beschriebene  Figur  ist 

Im  Innern  des  ebenen  Netzes  liegen  e—n — 1  Ecken.  Die  Summe 
der  Winkel  um  sie  herum  beträgt 

(«-n--l)4R  ' 
Addirt  man  dazu  die  Summe  der  Polygonwinkel  des  Umfangs 

so  erhält  man  die  Summe  der  Polygonwinkcl  alier  Vielecke  des  ebe- 
nen Netzes 

>=:(2e— n— 4)2R 

Die  Anzahl  dieser  Vielecke  ist  s  —  m-^  unter  ilincn  seien  Dreiecke, 
«4  Vierecke  u.  s.  w.  Dann  ist  die  Summe  ilirer  Winkel 
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(2*,4-4*44-6«j4-...)K  =  (2«— «--4)2R 


(1) 


die  Snmme  der  Anzahlen  ihrer  Seiten 


Dies  multiplicirt  mit  2R  giebt: 

(6%  +  ö<'i+10/»;,4-...)R  =  (2Ä~2iA--u)2R 


Hiervon  die  Grösse  (1)  subtrahirt: 


Folglich  ist  der  Eolcr'sche  Satz  allein  dorch  die  Möglichkeit  der  Con- 
struction  des  Netzes  bedingt 

Di*!  Constructiou  kann  nun  nie  ein  Ilinderniss  Hndcn,  wenn  die 
Vielecke  der  ObcrHiiehc  sännntlich  und  allein  durch  successives  An- 
greuzcu  unter  üiuandcr  zusammeuhaugcu.  Es  gicbt  aber  3  Fälle,  wo 
dies  nicht  stattfindet: 


Diese  Fälle  köuucu  beliebig  vielfacli  und  coml)inirt  eiutrctcu. 

Ist  dne  Seite  durchbrochen,  d.  h.  befindet  sich  innerhalb  des 
Vielecks  ein  nicht  zur  Oberflüche  gehöriges  Vieleck,  so  lässt  sich  das 
Netz  zwar  construiren,  aber  ein  Teil  desselben  liegt  ohne  Zusammen- 
hang mit  dem  andern  Teile  iiinerbalb  eines  von  dessen  Vielecken. 
Fügt  man  dann  das  ausgcscliuitteue  \  leleck  zur  Oberfläche  hinzu,  so 
hat  man  2  vollständige  Polyeder.  Werden  deren  Zahlen  durch  1  und 
2  Striche  unterschieden,  so  ist 


also,  da  c'H-c"  =  c;  /;'+ «-f-l  ist, 

Ebenso  kann  man  bei  raehrcron  Darchbrechuugcn  von  Seiten  ver- 
ehren, lät  h  deren  Anzahl,  so  erhfilt  man: 


1)  wenn  eine  Seite  durchbrochen  ist; 

2)  wenn  der  Körper  durchbohrt  ist; 
3}  wenn  im  Eörper  leere  Räume  sind. 


e-f ,  « ifc-j-A+2 
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Befindet  sich  ein  leerer  Raum  im  Kfirper,  ein  Fall  wo  kein  Notz 
möglich  ist,  so  kauu  mau  diesen  hiusiclitlich  der  Ziiblimg  als  bcsuu- 
deres  Polyeder  rechneu,  und  erhält  wie  oben  die  Gl.  (2).  Nur  ist 
Mar  «)  folgUch 

und,  weuu  g  leere  Käume  vorhanden  sind, 

e+g  -  jb4-%H-2 

Weniger  einfach  ist  die  Betrachtung  der  Durchbohrungen  oder 
Gan&le  im  Körper,  wo  das  Netz  dadurch  immöj^icii  wird,  dara  die 
Tielecke  in  mehr&chem  ZnBammenhange  stehen.  Es  wird  aber  deat- 
lich  sein,  dass,  wenn  ein  Canal  Torlianden  ist,  man  den  Körper  durcli 
^e  ebene  oder  kmmme  Tollst&ndig  umgrenzte  Fliehe  so  sdineiden 
kann,  dass  er  nicht  ans  einander  filttt.  Man  denke  einen  Faden  durch 
den  Canal  gezogen,  ausserhalb  zusammengebunden  und  den  Körper 
aus  leicht  dnrchschneidbarem  Stoff,  etwa  weichem  Tolin,  dann  den 
Faden  von  aussen  angezogen  bis  er  den  Körper  durchschnitten  hat 
Bann  bleibt  derselbe  offenbar  ungeteilt 

Die  Schnittfläche  möge  nnn  durch  keine  Edce  gehen.  Dann  ge- 
winnt das  Polyeder  durch  den  Schnitt  ebensoviel  Kanten  als  Ecken, 
so  dass  sich  die  Ycrmehrangen  in  der  Formel  heben,  ausserdem  aber 
2  Seiten.  Demnach  Ist  die  aetnetle  Seitenzahl  nm  2  kleiner  als  beim 
Euler'schen  Polyeder,  und  man  hat: 

Existiren  mehrere  Canälc,  deren  Zahl  c  dadurch  defiuirt  ist,  dass  man 
ohne  Zerföllung  des  Körpers  c  umgrenzte  Schnitte  durch  ihn  führen 
kann,  so  würde  unter  Umständen  eine  Schnittfläche,  die  einen  Canal 
beseitigt,  durch  Teilung  eines  andern  Canals  deren  Zahl  wieder  ver- 
mehren. Es  ist  aber  klar,  dass  bei  der  Zahlung  auf  die  Lage  der 
Canfile  nichts  ankommt.  Man  kauu  sie  so  geführt  douken,  dass  sie 
sich  nicht  Terschlngeu,  sondern  nach  einander  gelöst  werden  können. 
Daher  ist 

Was  die  Combinatioucn  der  Einflüsse  betrifft,  so  ist  offenbar  der 
Einfluss  der  leeren  Bäume  vou  allen  andern  unabhängig.  Es  ist  nur 
eine  Combination  eines  leeroi  Baumes  mit  dnem  Canal,  wenn  der 
leere  Baum  ringförmig  ist  Der  Canal  ist  dann  voll,  seine  IJmgebung 
leer,  und  solcher  voUen  Canftle  in  leeren  Bäumen  kann  es  beliebig 
viele  geben. 

Existiren  Seitendurchbrechungeu  zugleich  mit  Canäleu,  so  können 
ersterc  die  Mündungen  der  letztem  sein,   iiescitigt  man  dann  einen 
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solchen  Caual  durch  eincu  Schuitt.  so  f^eht  dieser  auch  immer  durch 
die  Seiteiulurchbrechuug  uud  iiübt  sic  auf,  SO  dass  sie  üireu  Einflusg 
auf  die  ZäiUuug  verliert. 

Die  ToUfltändige,  alle  FftUe  amfosseiide  Fonnel  lautet  ira&: 

e-\-s     ^-4.Ä-f.2^  — 2c+2 

wo  k  die  Anzahl  der  Durchbrechangcn  von  Seiten,  die  nicht  Mün- 
dungoii  von  Gauälen  sind,  g  die  Anzahl  der  leeren  Häume,  c  die  An- 
zahl der  Canäle,  sowol  der  leeren  im  vollen  Körper  als  audi  der 
vollen  im  leeren  Baume  bezeichnet. 

Knn  können  noch  specidle  Fälle  die  Zählung  zweifelhaft  machen. 
Es  können  Kanten  oder  Seiten  ganz  -oder  teilweise  sich  decken,  Ecken 
zusammen  fallen.  Hier  «ind  die  Deckungen  durch  geringe  Verschie- 
bungen aufeuheheu,  und  so  jede  Undeutlichkeit  zu  beseitigen. 

B.  Hoppe. 


5. 

Einige  Sitze  Aber  AeibeB* 

Lehrsatz  1.  Die  Summe  der  3.  Potenzen  einer  Anzahl  auf- 
einander folgender  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe,  ist  durch  die 
Summe  der  Reihe  teilbar. 

Auflösung.  Die  gegebene  Reihe  sei: 

a,   a-j^d,   a-j-2rf  ...  a-|-(ii — l)d 

so  ist  die  Summe  dieser  Reihe  bekanntlich  8=s2l^''^('^'^^)^2' 
Die  Reihe  der  Kuben  der  einzelnen  Glieder  der  gegebenen  Reihe  ist: 

a\    (a+rf)»,    (a+2rf)3  ...  [a+(n— 
ihre  Summenreihe  also: 

a'-f  («-f-cO-ä-f  (a4-2d)«+  ...  +[«+(»— 
fahrt  man  die  Kubirung  aus,  so  erhält  man: 

•  •  • 

•  •  • 
■  •  * 

+ (n— 1) .  3a«d4- (n— 1)« .  8ad»-f  (n — D» .  <i» 
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1*  Yertic^eihe  =  «ui' 

4.         „         -  ,/3[i 4-8+27+  ...  (»-1)3]  = 

Die  Snnune  von  n  aufeinander  folgenden  Knbikzalilen  einer  arith- 
metiaclien  Bdhe  ist  also  gleich 

iMi'+3  2  H-3a<t"  g  -f-€i»  

Dividirt  man  diese  Summe  durch  die  Somme  der  gegebenen  Bdhe 

n 

nämlich  durch  gl^^+C"  — erhält  inaii  als  (Quotient 

—  o*  +  afi(«— 1)H  2  

Ist  in  der  gegebenen  Bdhe  a  —  <{,  so  erhält  die  Somme  der 
Reihe  die  Fenn 

und  die  Summe  der  Kuben  der  Reihe  erhält  die  Form 

Ist  in  der  gegebenen  Reihe  ii»««»!,  so  ist  die  Summe  der  Reihe 

n(n+l) 

2 

und  die  Summe  der  Reihe  der  Kuben 


j-n(n+l)J 


Benmach  ist  die  Summe  der  Kuben  der  von  1  aufdnander  folgenden 
Zahlen  der  natflrlidien  Zahlenreihe  gleich  dem  Quadrate  der  Summe 
dieser  Reihe. 

Lehrsatz  2.  Die  Sammc  der  5.  Potenzen  einer  Anzahl  auf- 
einander folgender  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  ist  durch  die 
Summe  der  Rdhe  tdlbar. 

Die  gegebene  Reihe  sei  der  obigen  gleich,  so  ist  die  Summcn- 
Igeiho  der  5.  Potenzen  dieser  Reiho 
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a6+(a+d)ö4-(a-h2<l)*+ ...  +[«+(»- l)rfP 

+  2  .  ba^fl  +22.10. _|-  23 .  lOa^rfS-j-  2^ .  5arf*  +  2» . «i«^ 


•« 


In  Yerücalreiheu  addirt: 

1.  Vcrticalreihe  — 

5Ä*dn(n-l) 

2.  „         =:5a*<l+2+3+ ...(»-!)]-  §  

.       .    ,     ^^^^  10a»<^ii-l)(ai».-l) 

3.  „         -  10a»d*[l-|-4-h9+...(»-i)*]  -^^^  

4.  „         -  10«»€i»[l-|-Ö+27+  ...  {n-m  -  10a*d»[^^^]' 

6.         „         =ö«ci*[l+lü  +  t^l+...{u-l)*] 

5«<i^u(n-l)(2u-l)(3»»— 3n— 1) 
—  3Ö 

« 

6.  n  ==dll  +  32  +  243+...(n-l)^] 


•»(»--l)j=^^2n2— 2n— 1^ 


Die  Summe  der  5.  Potenzen  von  n  Glieder  der  gegebenen  Reihe  ist 
also: 

.  ,  6MiUn—l)  .  5ftW^(»— 1)  (2»— 1)  ,  ha^l\  -.g 

iMi»H  1 — -+  3  |--2~K»-i)J 

+■  -g-(n— 1)(2»— 1)(3»*— 3«— J2  

Der  Quotient  dieser  Snmme  durch  die  Summe  gPw+C»— 1)4  d«f 
gegebenen  Reihe  ist: 

aM-2aM»— 1) + a^<i^(«-l-)(7w— 2)  ,  ad^n^  m^n+l) 
—  3 


6 


Ist  in  der  gegebenen  Reihe  a  -=  rf,  so  erhftlt  der  Quotient  die 
Form: 

riMu  +  l)(2n«+2*->l) 
6 
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Ist  a  =    =  1,  80  ist  der  Quotient 

w(n  +  l)  (2Mg  +  2u  — 1) 
6  " 

Dieser  letzte  Ausdruck  /<(r-f-l)(2n'^H-2u  -1)  ist  stets  Uurck  G 
teilbar,  es  kann  »i  jede  beliebige  ganze  Zahl  "sein. 

Der  Beweis  hierfür  ist  dadurch  zu  führen,  dass  mau  für  n  der 
Beihe  nach  setzt 

1.  n  «=  3»tt 

2.  w=-3m-f-l 
'6.    n  —  3m-\~2 

Lehrsatz  3.  In  jeder  arithmetiflelieii  Beihe  lässt  sich  die  Summo 

einer  Anzahl  von  Gliedern  derselben  durch  die  Differenz  dw  aufein- 
ander folgenden  Glieder  der  Reihe  dividiren,  und  zwar 

1)  wenn  die  Anzahl  der  Glieder  (n)  der  gegebenen  Reihe  unge- 
rade ist,  so  ist  diese  Division  stets  ausführbar  und  ist  der  Quotient 
gleich  der  Anzahl  der  summirten  Glieder; 

2)  wenn  die  Anzahl  der  Glieder  gerade  ist,  so  ist  diese  Division 
ausführbar,  wenn  das  doppelte  Aufaugaglicd  der  Keihc  durch  die  Dif- 
fereuz  derselben  teilbar  ist. 

Beweis  zu  1.  n  ist  ungerade. 

Die  gegebene  Summenreihe  ist: 

a-|-(a+d)  +  (a-f2rf)+(a+3rf)-|- ...  H-[a+(n— l)<ri 
Die  Differenz-lieihe  der  aufeinander  folgcudcu  Glieder  ist: 

a-(«+rf)+(«+2rf)- -[a4-(«-2)'0+[a-i-(«-l)d] 
Oder  nach  positiveu  und  negativeu  Gliederu  geordnet: 

=  i[2a+(n— l)t/J    (Dißereuz  der  Reihe) 

Sil  "  ^C2a+(n—  IKI  (Summo  der  Boiho) 

5u  :  iSi  —  n 

Beweis  zu  2.    n  ist  gerade. 
Die  Differenz-Reihe  hat  die  Form: 


t 


« + (a -I- 3rf)+(a+ 4d)+  . . .  4-  [«  4-  («         " [(«  +  rf)  +  («  +  3^0 

+  .,.[a4-(n-l)dJJ 

J9i  =i[2Ä4-(«-2W-^[2a+2el+(n-2)d]  . 

X"  —  ^  (Differenz  der  B^) 

5ii  =  ^[2a+(n— (Samme  der  Beihe) 

Ist  d  ~  3,  80  ist  der  Qaotlent 

Aufgabe  1.  Wio  gross  ist  die  Summe  der  Beiiie 
a24-(a  +  d)^4-(a+2c0*+(ö+3d)»+  ...  [a  +  (»i-l)rfy 

Autwort.  S  -  «[a^+<^(«-l)+^"~^^ 

Setzt  man  a  =  1  —  d,  so  erhält  man  die  Summe  der  Quadrate 
der  anfeiuander  folgenden  ganzen  Zahlen. 

Setzt  man  a=0  und  €^-^2,  so  erli&lt  man  die  Summe  der  Qua- 
drate der  aufeinander  folgenden  durch  2  teilbaren  Zahlen. 

Setzt  man  a  —  1  imd  f?  =  2,  so  erhält  man  die  Summe  der  Qua- 
drate der  aufeinander  folgenden  ungeraden  Zahlen. 

Aufgabe  2.  Wio  gross  ist  die  Summe  der  ersten  x  Biquadrat- 
zahlen. 

Antwort  Oleiehnng  der  Summenreihe: 

a<iB4-l)(2a;H-l)(ag'+3g;~l) 
.30 

Aufgabe  3.  Wie  gross  ist  die  Summe  der  5.  Potenzen  der  er- 
scn  X  Zahlen  der  natArliehen  Zahlenreihe. 


Antwort  Gleichung  der  Snmmenrelhe: 
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Aufgabe  4.  Wie  gross  ist  die  Suniino  der  6.  PoteuzGU  der 
ersten  x  Zahlen  der  iiatürliclicn  Zableureihe. 

Antwort.  Gieichttng  der  Summenreihe: 

a-(u:-fl)(2;r4-l)(3a;*-|-6a^~.3a;H-l) 

y~  42 

Tb.  SinrauL 


6. 

Vierter  Pythagorilselier  Lehrstts. 

Zv  der  Arbeit  ,^eae  Ableitung  der  Pythagoräiscbcu  Lehrsätze'' 
im  61.  Teil  pag.  447.  erlaube  ich  mir  zu  dea  3  angcffihrteu  Sätzen 
den  4.  dazu  gehörenden  Satz  hier  anzuschliessen. 

t\ABC:/\CI)n  ^  Air^-.iu-^ 
£\ABC'.  /\CD/i      AC.  Ali:  DC.  J}C\  folglich 
AB^iBC^ AC.ABiDC.BC  oder 
ABiBC ACiDC 

d.  h.  die  Höhe  des  rcchtwiukligen  Dreiecks  ist  vierte  Proportionale 
zu  der  Hypotenuse  und  den  beiden  Katheten  desselben. 

Hamburg  Juni  1878.  Th.  Sinram. 


7. 

Eine  Beihenentwickelung« 
Mit  Sn  sei  bezeichnet  die  Summe  der  Reihe 

2"    3"    4"  2"-*  4"-' 

Ä»  =  i«+2j+3j4-^^H-...  =  i+-£r+  2!  +"ar 

Setzt  man  in  der  Binomialreihe: 
ce  —  0,  1,  2,  3,  4,  5,      80  erhält  man  die  Gleichungen: 


2! 


und  durch  Addition: 

Weil 

fii,  =  c-l 

80  erhält  man  durch  Substitution  in  der  Formel  (I),  n  =  1,  2,  S,  4^ 
5,  . . . , 

=  l_|-,So  +  2>S,-|-,S,  =  5ß 

5^  =  i4-,s^-|-aÄ\+3,s^-|->S3  =  15^ 

Setzt  man  jetzt  die  auf  dieso  Weise  recnrrirend  bestimmten  Goeffi- 
cienten  1,  2,  ö,  15,  52,  203,  ...  als  bekannt  voraus,  so  Iftsst  sich 
AnwenduDg  macheu  auf  folgende  Aulgabe. 

Man  soll      nach  Potenzen  von  «  entwickeln. 

SeUt  mau  iu  der  Exponentialroilie 

au  die  Stelle  von  x  deu  Wert  e*",  so  erhalt  mau: 

tr-^  ^  +  ^"+1.2  +  172.3"^ L2.3:4"^*-- 

Weil 
1  1 
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1.2     1.2     1.2     (1.2)«     (il)^     (1.2)«.3.4  "•"  •  *• 

y  1  ,  _3«_  ,  J!£*_  ,    3».«»    ,     8*j>*  . 

1.2.3     1.2.3     1.2^  "T  (1 2)8. 3  "t"  (1.2.3)*     (1.2.3)«.4  + ' '  * 

•  •  . 

•  •  . 

•  •  • 

10  erhält  man  dardi  Addition: 
+  [l + +ii  + .  •  •]  j;2+ + li+li+iT + •  ■]  155 

oder 

✓  -.[l+»+a.5|+5.|-'  +  15. 11  +  52. .^  +  203.^"+...] 
Kntao,  den  19.  December  1877. 

6.  Dobiiiski, 
Techniker  der  Warschau  Bromberger 
EiicnlMihn. 


8. 

B«itrag  rar  Theorto  der  Cnplllmrlttt. 

Geht  man  von  der  Annahme  aus,  dass  nicht  die  Obcrfläclicn- 
spannung,  sondern  die  Aiizichuug  des  Glases  das  Wasser  in  einem 
Haarrölirchen  hebt,  —  wie  das  etwa  G:eschehen  könnte,  werde  ich 
versuchen ,  an  einer  andern  Stelle  darzulegen,  —  so  ergeben  sich 
merkwtirdigerwcise  einige  der  Fundamentalsätze  aas  der  Lehre  von 
der  Capillarität  auf  die  aller  elementarste  Art. 

I.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  r  den  Radius  des  Querschnittes 
eines  Haarröhrchens,  so  ist  der  Umfang  dieses  Querschnittes  gleich 

2 

2rff;  dieser  selbst  gleich  r^ni  folglich  ihr  Yerhältniss  gleich  —  Das- 

selbe  ivird  offenbar  mn  so  grosser,  je  mehr  r  abnimmt  Am  Um&nge 
whrlite  nun  —  unserer  Annahme  gemOss  —  die  Anziehung  zwischen 
Glas  und  Wasser;  anf  die  Ton  ihm  nmschlossene  Flädie  irirkt  die 
Sdnrere;  beide  im  geraden  YerhSltnisse  zw  Grosse  des  Um&nges, 


111 

resp.  des  Qaersclmittes.  Demnach  werden  sich  die  beiden  Krftfte 

2 

wie  der  Umfaug  zum  Qacrschnitt  vcrbalteu,  d  h.  wie       Da  dieses 

Verliältniss  mit  der  Abiialime  von  r  wächst,  so  muss  die  Anziehung 
des  Glases  zum  Wasser  in  dem  Maasse  über  die  Schwere  das  Ueber- 
gewicht  gewinnen,  in  welchem  der  Radius  schwindet  Die  grössere 
Anziehung  zeigt  sich  aber  an  der  grösseren  Steighöhe.  Daraus  fulgt, 
dass  in  zwei  HaarröbrcbcQ  die  Steighöhen  sich  umgekehrt 
yerhalten  mflssen  wie  die  Radien;  in  Zeichen 

A:A'«=»  r':r, 

oder 

Är  «  hV. 

IL  Seien  AB  und  A'B'  zwei  in  Wasser  so  eingetauchte  Platten, 
dasB  sie  einen  rechteckigen  Raum  umschliessen ;  sei  femer  a  ihre 
Länge;  2r  ilir  Abstand.  Das  Verhältniss  der  BertthrongsUnie  zu  der 
von  ihr  eingeralimteu  Flftcbc  ist 

2a  1 
2ar  r 

Bei  einem  Haarrdlirehon  mit  dem  Durchmesser  2r  ist  dieses  Yerhftlt- 
2 

niss  gleich        Wie  wir  nun  oben  gesehen  haben,  verhalten  sich  die 

Steighöhen  wie  diese  Yerluiltniss/.ahlen.  Es  crgiebt  sich  daraus, 
dass  in  einem  Haarröhrchen  die  Steighöhe  doppelt  so 
gross  ist  als  zwischen  zwei  parallelen  Platten,  deren 
Entfernung  gleich  dem  Durchmesser  jenes  Röhrchens  ist. 

III.  Unter  der  eingangs  aufgestellten  Voraussetzung  gelange  ich 
aaf  dem  unten  verzcichnetüu  Wege  zu  dem  Schlüsse,  dass  in  dem 
dreieckigen  Baume,  der  von  drei  massiven  drehronden  Glasstäbchen 
gebildet  wird,  das  Wasser  fast  zehnmal  so  hoch  steigen  mflsse  als  in 
einem  Haarrdhrchen,  dessen  Durchmesser  gleich  dem  Dorchmesser 
der  Stäbchen  ist 

Seien  die  um  A  ^  ^  beschriebenen  Kreise  die  Qaerschnitte  der 
drei  gleich  starken  Glasstäbchen.  Ycrbiudot  man  deren  Centren  und 
Berührungspunkte  durch  gerade  Linien,  so  entsteht  die  folgende 
Figur.  AUo  vorkommenden  Dreiecke  sind  gleichseitige,  ihre  Seiten 
gleich  r  (resp.  2r).  Der  Flächeninhalt  eines  der  kleinem  Dreiecke  ist 

Der  Kreisausschnitt 

ÄHCB  =  ^  , 

folglich  der  Kreisabschnitt 
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Die  Summe  der  drei  KreisabscbDitto 

ABca+AXB+&rc  -  'fi^i^MM. 

Zieht  man  iliescn  Ausdruck  vou  dem  für  deii  Inhalt  des  Dreiecks 
ABC  ab,  so  bleibt  iur  die  von  den  drei  Kroisbügeu  //,  K  begrenzte 
Fläche 

Fläche  {HJK)  =     ^  ^       •  (I) 

Ihr  Umfang  ist  gleich  rir.  (II) 

Teilt  man  (II)  dnrch  (I),  so  orhftlt  man  fftr  das  YerhAltniss  des  Um- 
fangcs  zur  FUlche  oder  —  nach  der  Yoraussetzang  —  fQr  das  Yer- 
hältniss  der  Anzichnng  des  Glases  zum  Gewicht  des  gehohenen  Was* 

sers  den  Wert  -rir~/n  (Wir  ersehen  liieraus,  dass  auch  in 

r(2y3  —  Tt)     ^  ' 

diesem  Falle,  wo  das  Wasser  in  soh  hon  dreieckigen  Räumen  aufsteigt, 
die  Steighöhen  im  umgekehrten  Verhältnisse  wie  die  JEUdien  der  Glas- 
stäbchen zu  einander  stehen.) 

Der  Vergleich  der  Stci^'hohc  in  einer  Röhre  von  dem  Radius  r 
mit  der  Steigfiöhe  in  einem  derartigen  dreieckigen  Räume,  welcher 
vou  Stäbchen  vou  dem  uämlicheu  liadius  gebildet  wird,  fahrt  zu  der 
Proportion 

oder 

2  y  .5  —  n 

d.  h.  es  ist  die  Steighöhe  h'  in  dem  ^  Kaume 

wenn  h  die  Steighöhe  in  dem  Röhrchen  bezeichnet 

Zu  diesem  Endresultate  siud  wir  gelaugt,  iudem  wir  von  der 
Voraussetzung  ausgingen:  Das  Aufsteigen  der  Flüssigkeit  in  llaar- 
röhren  erfolgt  einzig  durch  eine  Anziehung  zwischen  Wanduug  und 
Flüssigkeit  und  nicht  durch  ObcrflächensiVannuug.  Sollte  ein  Vorsuch 
das  gleiche  Ergebniss  liefern,  so  würde  damit  die  Wahrscheinlichkeit 
unserer  Annahme  erhöht  werden. 

Für  den  Fall,  dass  sich  diese  unsere  Vermutung  —  in  Bezug 
auf  die  alleinige  Wirksamkeit  der  Auziehuug  zwischen  Glas  uud 
Wasser  —  bestätigen  sollte,  hätte  diese  Theorie  vor  der  bisher  be- 
stehenden den  Yorteil  der  £in£Eu;hheit  Toraos,  wie  besonders  das  Bei- 
spiel HL  zeigt  Denn  um  das  entsprechende  Besvltat  zu  erhalten, 
dem  man  die  Oberflächenspannung  als  das  hebende  Agens  zu  Grunde 
legte,  wOrdo  eine  yerhältnissmässig  weit  umständlichere  und  schwieri- 
gere Rechnung  erforderlich  sein.  A.  Beinhold. 
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Nouvello  Dütermiuatioü  analytiquo 
des 

Foyers  et  Directrices 

daa«  Icfl  seetioDS  coniques  repieaentees  pur  lenn  eqnatioiis  genenks; 

pr^oedee  des 

Expiessions  gön^rales  des  divos  616ments, 

qae  Ton  distmgiie  dans  les  coarbcs  da  second  degri; 

et  auTie  de  la 

Ddtertumatioii  des  coniqnes  ä  centre 

par  leur  ceatre  et  les  extremitds  de  denx  demi-diaiiiitreB 

oonjngtt^. 

Par 

Georges  Dostor, 

Dootenr  ^s  scicnrcs, 
Professour     TUotversitc  catholique  de  Paris. 


Objet  du  Memoire. 

Nous  Dous  proposous,  daus  cctte  etude,  d'exposer  uue  metbode 
ais^e  et  rapide,  au  moyen  de  laquello  ou  pcut  deteriu i ne r ,  par 
l'aualyse,  Ics  foycrs  et  Ics  directrices  des  courbos  du 
second  degr6. 

Gelte  Diethodo  fouruit  Ics  equations  aux  foyors  sous  leur 
forme  la  plus  gcuörale.  Elle  fait  voir  de  suite  quo  ces  t'oyers,  d'uno 
part,  so  trouveut  sur  les  axes  de  la  (.0111(1110,  et  quo,  d'autrc  part,  ils 
appartieimcQt  ä  doux  byperboles  e^uilatercs,  dout  cllo  lournit  Ics 
equations. 

Kons  eu  tirous  facilenieut  rtMiuatien  aux  abscisses  des  foyers,  oelle 
avz  ordonn^es,  aissi  qne  reqoation  anz  directrices. 

Lea  ^qaations  aux  foyers,  simples  daus  leur  forme  et  avauta- 
genses  dans  les  applications,  pcuTcnt  aassi  se  tronver  par  ou  aatre 
pfoe6d6. 

T«u  Lxm.  s 
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Do  stört  Nowfdh  däemwation  «mafyttque 


1^  Ton  considöre  le  foyer  cherch6.  x—a,  y=^ß,  commc  le  centre 
d'on  cercle  de  rayon  nal,  qni  est  doul  U mout  taugent  ä,  la  coniqne 
0>     suffira  d'ezprimer  quo  l'equation 

des  taDgentes,  menöes  du  point  &  notre  conique,  repr^ente 

QU  cercle  de  rayon  iiiiL 

Mais  cc  procede  est  loug  et  coinidiquc ;  il  rcposc  siir  roquatiou 
precedente  des  tangoutes  issues  d'un  memo  poiiit,  dont  le  developpe- 
nient  est  assez  laborieux  et  la  reductiou  passabU  inent  cpmeuso.  Ou 
peut  cousulter  a  ce  sujet  la  Geometrie  aualytiquc  do  I«.  Pain- 
vin,  k  la  page  465  de  la  partio,  qui  conceme  les  Gourbes  du  8e> 
Cond  degr6. 

Notrc  metbode  (n"  92  et  snivauts),  au  coiitraire,  est  simple  et 
directe;  eile  n'exige  prcsquc  pas  de  cakiils,  et  iie  suppose  connues 
quc  Ics  conditiüns  de  rationuabilite  de  la  racine  carree  d'un  polygoiie 
du  secüiid  degre,  a  deux  ou  a  uiic  variable.  L'etablisseiiu'iit  de  ces 
conditions  est  du  ressort  de  l'algebre  elenieiitairei  il  sc  fait  aussi, 
avec  facilite,  au  moyeu  do  la  thcorie  des  ceutres,  en  Geometrie  ana- 
lytique  (n»  86). 

Avant  d'abordcr  la  Determination  analytiquc  des  foyers 
(n*  92  a  n*^  12(3),  nous  avoiis  cru  uecessaire  de  calculer  los  expres- 
ßions  de  tous  les  elements  que  Ton  distinguc  daus  Ics  courbes  du 
second  degre,  Icsquelles  sont  representecs  par  leurs  eqnations  les 
plus  geuerales.  Nous  obteiioiis  ees  expr(>ssiüiis  par  des  proeudüs  fort 
aises,  faciles  ii  saisir  et  simples  a  appliquer,  d'un  usage  elenientaire 
qui  se  trouvc  k  la  porteo  des  commenvauts.  Ce  calcul  est  justitie 
par  rntilit^  qn'oftre  la  connaisBance  de  ces  expresBions,  tout  formtes, 
dans  l'6tade  des  coniques ,  qui  sont  repr^sent^es  par  des  Eqnations 
numdriqucs,  ainsi  que  par  Tavantage  que  troave  lenr  fir^qaent  emploi 
dans  les  recherches  sor  les  courbes  da  second  degr^. 

Les  memes  expressions,  caleuhcs  d'avance,  uous  scront  iicces- 
saircs,  en  partie  du  moins,  daus  la  determiuation  directc  des  loyers 
et  des  directrices;  elles  nous  serviront  en  meme  temps  do  con- 
trole  pour  les  resultats  fouruis  par  ccttc  detcimiuatiou. 

Nous  Ics  avons  ^tablies  pour  Ic  cas  oü  les  axes  sont  rectangu- 
laires,  ainsi  qne  ponr  celai  oü  les  coordonn6es  sont  obliques. 

Kous  terminons  ce  travail  par  la  reeberche  des  Eqnations,  qui 
repr6sentent  les  coniques,  dont  deux  demi-diamötres  conjugu^s,  issus 
d'nae  origine  connne,  aboutissent  k  deux  points  donn^s.   Nous  y 
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puisoiiB  Qiie  nonvelle  m^thode  propre  ä  &ire  tronver  les  expressions 
g^n^rales  des  points  et  droites  remarquables,  quo  Ton  rencontre  dsDS 
les  courbes  du  second  degi^. 

II  n'cst  peut-ctro  pas  sans  utilite  de  prcsenter  au  lectcur ,  pour 
Ic  guidcr  dans  l'etudc,  uuo  table  rcsumee  de  la  naturc  et  de  l'ordre 
des  mati^rcs  quo  nous  traitous  daus  cet  ^crit;  il  so  fera  aiusi  uuo 
idöe  plus  nette  et  plus  complöte  de  l'iinportance  relative  des  qnes- 
Üons  quo  nous  sottmettons  k  son  appreciation. 

Lc  texte  coiirant  sc  rapporto  iV  des  axes  rectangulaires.  La  par- 
tic,  atfectee  d'un  asterisque  *,  est  relative  aux  coordomiees  obliques; 
eile  peut  etxo  ueghgeo  ä  uuo  premiere  iecture. 
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Premiere  Partie. 

Eipreflslons  gMnIes  des  ÜJm  €k6mt(at», 
qm  Vnn  dlsttnsrn«  <üum  Iw  coorbes  da  Moond  dflgrtf» 

§  I.  Equations  generale»  des  axes  dans  le«  oourbes  du  seoond  deqri. 

1.  EqnatioD  aox  axes  des  eontques  en  f^n^ral.  Le  proc£d6, 
qni  est  habitnellement  employ^  poiir  calcul  de  T^quation  aux  axes, 
est  assez  simple  et  d'nn  osage  commode.  Nons  allons  Texposer,  en 
supposant  d'abord  les  coordonn^es  rectangnlaires. 

Dans  les  conrbes  dn  seoond  degr^,  qai  sont  repr^senttes  par 
röqnation  g^n^rale 

reqoation  da  diamötre,  oonjii||;a6  &  la  direction 

est 

(2)  F'^-^-mF'^  =  0, 
oa 

Lc  coefficient  angulairc  vi'  de  ce  diam^tro  est  par  soito 

 ir+c^* 

Le  diamdtre  (2)  sera  nn  axe  de  la  conrbc  (1),  si  Ton  a 

oa 

mjA-^Bm)  _ 
B+Cm  -T^  —  ^- 

On  en  tire  la  relation 

(3)  Bm^-{'iA—C)m—B  —  0, 

k  laqoeUe  dem  satis&ire  le  eoef&dent  angolaire  m  des  cordes  con- 
jogo^es  ao  ^amitre  (2),  ponr  qae  oe  diamdtre  soit  an  axe  de  la 
coniqae  (1). 
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Eliminant  m  entre  les  deux  equations  (2)  et  (3),  ou  obticnt 

0)  BF'*m — {A^c)F'mF'^  —  BF'\  =  0 

pour  r^quation  anx  axcs  de  la  conique  (1), 

Par  l'inspection  de  cctte  ^quation ,  on  voit  que ,  si  i?  =  0,  les 
deux  axes  de  la  conique  (1)  sont,  pour  des  coordoim^es  rectanga- 
laiires 

F'x  =  2(^1^  +  D)  =  0,    F'y  =  2{Cy  +  E)  =  0. 

Oes  axes  sont  donc  les  paralleles  auz  axes  de  coordoim^es,  me- 
n^es  par  la  point 

D  E 

y  — 

8i  BOUS  r^vons  l'^qnation  (I)  par  rapport  &  nons  ob- 
tiendrons 


poor  les  i§quatious  s^parees  des  deux  axes. 

En  rdsolvant  la  mdme  ^quation  (I)  par  rapport  k  F*^  on  tronvera 

pour  les  mdmes  6qiiations. 

Si  nous  poBOUS,  pour  abreger, 

les  ^qoations  des  axes  pourront  s'ecrire 

Dans  les  ^qnatious  (II)  et  (III),  les  signes  sup^riours,  qui  af- 
fectcnt  les  radicaux,  se  correspondent,  aiusi  que  les  sigues  iufcrieurs. 


2.  Exemple  I.  Tronver  les  öquations  des  axes  de  la 

conique 

Nona  ayons 

d'oü  nous  tirous 

et  comme 

F'^  «  iaK+4y— 5,  F\  =  4a;+4är  — 2, 

nona  trouvous 
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on 

2*— 4jf— 1  —  0,    2a!+y— 1— 0 

pour  los  equations  dos  deux  axcs. 

Exempl«  IL  D^terminer  les  axes  de  ift  coniqne 
8«>4-12ary— 2y«— 4«+2y— 1  —  0. 

Puisqne 

^  =  3,  -B«-6,   C  =  — 2 
il  vient   

et,  commo 

Jf",  =  2(8a!+6y— 2),        -  2(eaJ~2!Bf+l), 

BOUS  aurüus,  pour  les  deux  axes,  les  equatious 

i2«-18y+7-0,  21fl!4.14|f-4  =  0. 

•  3,  Lorsquc  les  axes  de  coordonndes  sont  obliques, 
le  diamötro  (2)  scra  perpeudiculairo  ä  la  dircctiou  des  cordes  con- 
jugu^es,  si  Ton  a 

1 +i»m'-f-  C08  6  «=  0, 

on 

1+  TrtCOSÖ 

m-j-cosÖ  * 


TO*«  — 


L'^qaation,  qni  donne  les  coefficieiits  angnlaires  des  axes,  sera  done 

l  -}-  ;/iCOSÖ  Ä-\-J3m 
»?l-|-C08Ö  "™B-f-Ö»* 

ou  encore 

B-\-Cm  A-\-Bm 
m-fws6     1  -|- mcosö* 

2?" 

Si  Ton  remplace  m  par  sa  valeur  "jsr  tir6e  do  (2),  oa  obüen- 

dra,  pour  r^qaation  auz  axes,  dans  le  cas  de  coordonnöei 
obliques, 

BF'y—CF'x  AF'y—BF'x 
—  J^»+COS  eF'^  "  F'y  —  COS  eF'z 

ou  bicn 

(IV)   {B—Ceo^6)F'h—{A—C)F'^F'9--{B—AisxiBe)F'*^  —  0. 

Bteolvant  cette  ^quation  saccessiTement  par  rapport  &  F*»  et  i 
F'y^  on  obtiendra,  pour  les  ^quations  distinctes  des  deux  axes 

2(i^— C'cosö) 
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OU 

^^^^   ^B-A  cosd)  

n  n'est  pas  inutile  de  signaler  Tidentitd 

( Vn)  (A—cy-^AiB—A  cos  $)  (B  —  Ccos  Ö) 

qtu,  poor  des  «ioordoon^es  xectangnlaires,  se  r6diiit  k 

On  pent  poser 


y  Ck  —  C)2  -|-4(/i  —  ^  cos  Ö)     ■-  C  cos  6)  =  Ä'i 
rSqaation  des  axes  sera  alors 

OU 

*  4.  Exemple  L  Galculer  les  ^quatious  des  azes  ponr 
la  eourbe 

»•--3ay-|-y»— 5at+6y+3  —  0. 

Koos  ayons 

^  =  1,   B  =  —  i,  C=l, 
ce  qni  r^dmt  le  radical  de  (Y)  & 

3  +  2COSÖ, 

et,  parsuite,  le  facteur  de  F'y  &  ±1.  Pnisqae 

les  iqaatioiis  des  deox  axes  seront 

2aj_3y— 5  =  ±  (— ar  +  2y+5) 

01t 

«— y— 2  =  0,  aj+y=»Oi 
elles  sont  ind^pendantes  de  l'angle  des  axes. 

Exemple  IL  Döterminer  les  axes  de  la  coniqne 

sachant  que  cos 6  »  %. 
Pnisque 

Ccosö  — 0,  ^—6  =  5,  jB— ^C086  =  — 3, 
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r^quation  anz  axes  (lY)  se  r6diiit  & 

ce  qni  fonrnit,  ponr  les  denx  axes,  les  ^quations 

3»H-öy— u  —  o,  »—2  =  0. 

5.  EquatiOB  f^atele  des  eoniqües  eentre.  L'^qnation  atiz 
9X08  affeete  nne  forme  beaacoup  plus  siraplo  et  se  dötermine  plus 
rapidement,  lorsqae  la  coniqne  est  dooii6e  d'nn  oentre  rniiqae  et 
qa'elle  se  tronve  rapport^e  k  ce  centre,  eomme  origine  des  coor- 
donnöes. 

Supposons  que,  dans  rüquatiuu  (1),  l'iuvariaut  i^^  -  ylC  soit  dif- 
ferent  de  zcro.  Cottc  ^quatiou  represoDtera  une  conique  ä  ceutre, 
et  les  coordomi^  a  et  b  da  oentre  seront  fonmies  par  Ic  syst6mo 
des  denx  ^oations  Unfaires 

\  ^F'^  —  -Ba-f  CÄ-f£  =»  0, 

qoi  dounezLt 

CD—BE  AE  —  DD 

ponr  les  coordons^es  da  centre. 

Si  Ton  rapporte  la  conrbe  (1)  k  son  centre,  son  ^qnatlon  se 
rMoUra  & 

(6)  =  Ax^'^2ßxy-{-Cy^-{-H'^0, 

oü  Ton  a 

ou  bien  ^ 

(6)  I>a+£Ä-i-F— Ä  =  0. 

On  pent  donner  ä  Texpression  de  Jä^nne  form^  ind^pendante  des 
coOTdonn^  a  et  &  da  centre. 

Eu  effet  les  trois  niuations  (1)  et  (C)  sout  du  premicr  degrö  par 
rapport  aiix  deux  coordüuuces  a  et  b  du  centre;  elles  sout  ueccssai- 
renieut  compatiblcs;  par  suito,  il  faut  et  il  suffit  quo  leur  deterniiuant 
soit  uul.  Ou  obtient  aiusi,  entre  H  et  les  cocflicients  de  requatiou 
(6),  la  relatiou 

A  B  D 
B   C      E  ssQ, 
D  E  F-^H 
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qui  peut  s'ecrire 


et  doone 


A 

B 

D 

A 

B 

0 

B 

C 

E 

B 

C 

ü 

D 

E 

F 

D 

E 

u 

=  0, 


A  B 
B  C 


ABB 
ECB 
DBF 


Le  second  membre  de  cettc  6ga1ite  n'cst  autre  quo  le  discrimi- 
nant  de  l'^ttfttion .  do  second  degrc  (l)  rendne  homogene.  Kn  d4- 
signast  ce  diserimiuaiit,  sniTaiit  rosagc»  pur  ^,  on  trouTe,  pour  la 
Talenr  de  J7,  l'ezpresiioii 


(X)  H  


AE*'^-  CD-  -j-  FB'^—2BDE—ACF 
B^—AC 


6.  EqiatltB  gli^nle  des  eoniquea  K  eentre,  qui  rat  Irar  eestre 
am  poliit  «  a  o,  y  —  ft.  Kons  avons,  entre  a  et     le  deax  relations 

2Ba-\'2Cb'\-%E^\), 
qui,  Stallt  muItipli^eB  respecthrement  par  »  et    pnis  ajout^,  donneDt 
2{A3f\'By)a'{-2{Bx-^Cy)b+2Dx-\-2Ey  =  0. 
Mais  r6qiiatioii  (1)  de  la  conique  peut  se  mettre  sous  la  forme 

{Ax-{-By)x-\-(,Bx-\-Cy)y-{-2üx-\-2Ey-^F  ^  0. 

En  retranchant  r6ga]it6  pr6c^dente,  on  obtient 

(XI)         {Ax + By)    -  2a)  4-  {Bx  -f  6»  (y  -  2i»)  +  i?»  -  0 

pour  r^uation  gin^rale  des  coniques,  qui  out  leur  centre  au  point 
Cette  4quation  &e  contieitt  plus  que  trois  param&tres  arbitraires 

F*   F  F 

7.  Forme  plus  simple  de  IVquation  anx  axos,  lorsf|ue  la 
eonlqne  est  rapportt^e  h  son  eentre.  Soiout  x  et  y  les  counloiiuecs 
d'uu  sommet  quelconque  de  la  conique  (5),  qui  sc  trouve  rapportco 
k  son  centre. 

Lc  coefficient  aogulaire  de  Taxe,  qui  passe  par  ce  sommet  (», 
est 
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(7)  m-^. 
tandisqne  celoi  de  la  taagente  au  mdme  aommet  est 

(8)  m'  p^. 

Gomme  anz  sommets  de  la  conrbo  (5),  et  h  ces  sommets  senls,  la 
taugente  est  perpcndicalaire  au  diametre,  (jui  aboutit  au  point  de 
contact,  les  cocfticients  angnlaiies  m  et  m'  devront  Batisfaire  ä  Töga^ 
lit6  de  condition 

qni  eziste  ponr  deuz  droites  peipendiealaires  entre  eUes,  lonqiie  les 
azea  de  cooidonnöes  sont  rectaogidaires. 

On  troave  ainsi  qua  les  denx  coefficieutä  augulaircs  (7)  et  (8) 
soat  Ute  entre  eaz  par  l'6galit6 

qui  foiiruit  l'equation  aax  axes 

Ol  y 


Ainai,  Ponr  des  eoordonnöes  rectangnlaires,  lorsqne 
rorigine  est  au  centre  de  la  coniqae»  les  coordonnöes  de 
tont  sommet  sont  proportionnelles  ans  d^riv^es  dn  Pre- 
mier membre  de  l'equation  de  la  coniqne,  prises  respec- 
tiToment  par  rapport  &  ces  coordonn6es. 

t^oisqu'  ou  a 
requation  (XU)  revient  & 

On  en  conclut  que 

{Bt-^-Cyyx-iAx+By^  -  0, 

on 

(XIV)  ir«»—       Cy^y^Bf^  «  0 

est  r6quatiou  aux  axes  de  la  couiquü,  lorsque  la  courbe 

est  rapportec  a  son  ceutre. 

Cette  öqnation  pent  se  tirer  de  l'^oation  (I),  qoi  se  rapporte  i 
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une  origine  qnelconqae,  '^n  y  remplacant  les  d^rivöes  par  les  variables 
elleB-mImes. 

L'^qnatioB  (XIY) ,  6taiit  r^soloe  saccescdvemeiit  par  rapport  ä  x 
d  h     fonrnit  les  ^vatiooa  B^par^es  des  deuz  axes,  qui  sont 

du 

y      C—A  +  V4ß»+  {A—  C)*  C—A±Jt 


(XVI) 


2B  2B 


Ezemple.  Trouver  les  iquations  des  axes  de  rellipso 

En  ayant  reconrs  &  la  formule  (XVI),  on  tronve  qtie  ces  ^aations 
sont 

y  §— 

*  8.  Si  les  axes  des  eoordonn^es  sont  obliques,  les 
coefficients  angulaires 

y     I  /'« 

W»  =  ~*         2= —  w~ 
»  J  fl 

de  Taxe  de  la  coniqne  (5),  qni  aboutit  au  sommet  («,  y),  et  de  la 
tangente  k,  ce  sommet  devront  satisfiedre  la  condition  de  perpen- 
dicularitö 

l+ifM»'4-(«»-|-J»')cosö  =  0, 
qui  pent  se  mettre  sons  la  forme 

—  m'  1 


KcmplaQaiit  et  m  par  les  valenrs  ci-dessns,  on  trowe  qne 
r^quation  anx  axes  sera,  dans  ce  cas, 

/'»  f'v 
«^PycÖ80  "°  y+ajcosd* 

Si  ron  sttbstitue  4/«  ct/y  leors  expressions 

2(il«+fy)  et  2(B«+C^), 

requation  precedente  preudra  la  forme 


(xvni) 


Ax-\-By  _  Bx-\-Cy 
»-|-yC0Sd  f'\'»WBB' 
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et  pourra  s'^crire 

(XIX)      (B—Acoae)ai^  —  {A'-C)xy—{ß—C'cose)y^  =  0. 
U  est  h  remarquer  qae  les  qnantit^ 

sont  les  projections  orthogonales  du  dcmi-axo,  qui  abontit  au  sommet 
(x,  y)^  sur  ies  deux  axcs  do  coordonuees.  L'equaüou  (XYU)  proave 
donc  que 

Les  projections  orthogonales  d'an  aze  de  laconiqne, 
snr  les  dcnx  axes  de  coordonn^es,  sont  proportionnelles 
ans  d^riT^es  de  r^qnation  de  la  conrbe,  prises  rospec- 
tivement  par  rapport  ant  coordonn^es  de  Tone  des  ex- 
tr^mitös  de  cet  axe. 

L'^nation  (XIX),  ^tant  r^lne  snccessiTement  par  rapport  k  x 
et  ä  donne 

9     A — C±ViA — 6')H^(  ^  —  ^1  <^Q8  d)  (B  — CCOS  6) 
y—  2(i^-vlcüsö)  ' 

ou 

y     C--^±y(^-"C')''-f4(/r^ylcoB6)(^— Ccosg) 

ponr  les  dqnations  s^parSes  des  deax  axes. 

Excmple.  D^terininer  les  ^qnations  des  axes  de  l'hy- 
perbole 

3*^4-2/2-1-1  =0, 

sachant  que  los  axes  de  coordonnöes  forment  entre  enx 
nn  angle  de  60*^. 

Nous  avous 

cosö  —  COS600  =- i,  1,  -B— I, 

ce  qni  donne 

^— C-»0,       'ilcosd  — jB— CcosÖ  — — 2, 

d*ob  R'=i4^  L'^qoation  anx  axes  (XX)  deviendra  ainsl 
ce  qui  foorniti  ponr  les  deox  axos,  les  eqoaüous  scparees 
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9.  Antre  HMt^e«  ponr  «Mteimioer  r^vatlon  anx  uces  dM 
eoBiques  ä  eentre.  Le  proc6cl6,  que  nons  venons  d'employer,  pour 
d^terminer  les  axes  des  coaiqaes  rapportöes  ä  lenr  ccntre,  peat  aussi 
servir  ä  trooTer  les  axes  des  coniqnes  rapport^es  ä  une  wigine 
qaelconque. 

Soient  «  et  y  les  coordonii^es  d'un  sommet  quelconqne  de  la 
coniqne  (1),  a  et    les  coordonnies  du  centre  de  cette  coniqne. 

Le  coefficicnt  aogulaire  de  l'axe,  qui  passe  par  le  sommet  (x,  y\ 

est 

m  =  , 

K — a 

taudisquc  celai  de  la  tai^ente  au  meme  sommet  est 


tn! 


p' 


Si  Ics  coorduunees  sont  rectangulaires,  ces  coefücicnts  devrout 
satisfairo  ä  la  couditiou  »nm'-f-l  =^  0,  co  qui  fouruit  lequation  aux 
axes 

(9)  (y — -{x  —  a)F\  =  0. 

On  peat  donner  ä  cettc  6quation  ane  forme  indopendante  des 
coordonn6es  a  et  &  da  centre.  En  effet,  neos  avons  les  deox  systdmes 
d'ögalit^ 

2^a+2^4-2I7  =  0,      2Ba+2Cft-f  2S  —  0. 

Prenaut  la  diüercncc  cutrc  les  egalites,  qui  80  correspoudcnt  verti- 
calemeut,  nous  übtouons  le  systöme  des  deux  öquatious 

2il(a:  —  a)  +  2i^(y  —  Ä)  = 
2£(a;— a)-|~2C(y— 6)  —  F*^ 

On  en  tire,  pour  e— a  et  y — les  Talenrs 

BF\-CF\  BF\~AF\ 

(10)  ^-^^--^^^ZZJc^'  y^^^^{ß^-AC)' 

qoi,  itant  sobstitnies  dans  l'^qnation  (9),  la  transforment  daos  la 
snivante 

on  dans 

Br\—(^A-'C)F\F',,—BF'\'^% 
qni  n'est  antre  qne  r^qnation  (I)  du  1, 

*  10.  Si  les  axes  de  eoordonn6es  sont  obliqnes,  les 
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coefSdents  angnlaires  m  et  m'  devront  satisfftire  h  la  relstioii  de 
condition  1 (*)»+*^') cos  0  —  0,  ce  qai  foornit  T^quation 

oa 

(y — h)  (J*'»  —  CO»  BF'p)  —  (as  —  a)  (F'y  —  OOS  BI*»)  —  0. 

En  substituant  k  y  —  b  et  a  leura  valeurs  (10),  on  obtient  l'equa- 
tion  aux  axes 

qai  n'est  autre  qae  l'^qnation  (IT) 

{B  -  Ccos         —     —        i-"»  —  (Z^  —  ^ cos e)F'^^  =  0 
du  3. 

§  II.  Qrandeur  des  axet  dem  tos  ooniquet  i  oeiitre. 

11.  Lonffuenr  des  axes  des  coniques  Ä  centrc.  Admettons 
d'abord  que  les  axes  de  coordoun^es  soieut  rectangulaires. 

Gonsid^rone  la  coniqne  (5)  du     5,  oa 

(1)  /(«» y)  =       +        + Cy^-^-H^-  0, 

qai  86  troave  rapport^e  k  son  centre.  Sl  »  et  y  d^eignent  les  coor- 
doonöes  d'nn  sommet  qnelconqoe  et  R  le  demi-axe,  qiii  abontit  &  ce 
sommet,  noos  avoiifl 

y»  =  RK 

Noas  aYODS  tronT^  aa  7  (fonnole  Xm),  qae  «  et  y  sont  H48 
entre  eax  par  la  relatioa 

Ax-{'By  _  Bx-\-Cy 

Multiplions  les  dcux  tormcs  de  la  promierc  fraotioii  par  jr,  ceux  de 
la  sccondo  par  ^,  et  ajoutous,  terme  k  termc,  les  deux  fractions  r6- 
sultauts;  il  nous  viendra  ■ 

Aa^By      Bx-^-Cy  Ax^-{-2Bry\'Ci^ 
s  y 

Hais,  Ic  §ommet  («^  y)  appartenant  &  la  conlqae  (1),  le  aomtottear 
de  la  troisiöme  fractioa  eet  £gal  i  — H\  d'aiUean  soa  d^nominatear 
est  ^al  ä  ü*.  Nöos  avons  donc  les  deoz  6qtiations 

Ax-{-By      Bx-^-XJy  H 


Digitizca  by  Cjcjü^Ic 


128  DotiOTf  AbwMHa  dßtnm^ifm  «nal^'g«« 

qni  noiiB  fonnüflseat  les  denz  relations  fondamentaleB 


I 


eBtre  les  coordonn^es  a;  et  ^  d'an  sommet  et  le  demi-axe 
ü,  qni  aboutit  ä  ce  sommet 

Ces  deox  ^quations  sont  du  promier  degr6  en  «  et  elles  sont 
d'aillenzs  homogönes.  PaiBqa'elles  sont  compatiUes,  lenr  d6terimiiaiit 
est  nnl;  ce  qni  foarnit  l'^galitö 


AR'-\-H  nii- 
BR^  CR^-\-H 


Kons  obtenonB  ainsi  r6quation  des  axes 

(II)  {B^—AC)R^  —  {A^C)HB^—H*  —  0, 

d'oü  BOUS  tiroDs  los  carr^ 


(III)  -  2  B»-AC 

dos  demi-axes  de  uotre  coui(|uo  (X). 

12.  Stgnes  qni  se  eenrespondent  daas  les  expresslons  de  -  et  iZ*. 

5t? 

Chacuuo  des  deux  öquatious  (I)  roiirescutc  Taxe  qui  conticüt  JR;  on 
pourrait  remplaccr,  dans  l'uue  ou  l'autrc  de  ces  equations,  R^  par 
ses  Taleurs  (III),  pour  avoir  les  Oquations  des  deux  axes  de  ]a  co- 
nique  (1),  equations  qne  nous  aTons  d^ä  tronv4es  au  n*^  7. 

Nous  proposons  de  determiner  lo  signc  dont  il  faut  affecter  le 
radical  dans  (III)  pour  avoir  l'equatioü  (XV)  ou  requatiou  (XVI) 
du  7. 

D'abord  nous  pouTons  d^tenniner  le  coefficient  augulairc  -  de 

l'axe  qui  coiiticnt  /',  eu  tirant  du  Systeme  des  deux  equations  (I)  nne 
iiüuvello  ^quatiou,  daus  iaquelle  Ic  luultiplicateur  de  y  est  debarrasse 
du  laetcur  R^. 

Pour  cela,  multiplions  la  premierc  des  equatious  (I)  par  la 
secondc  par  B  et  retranchons  le  premicr  produit  obtenn  da  second. 
Nons  trouToas  ainsi  r^quation 

(IV)  BBp^      ^OiÄj— caasß  0. 

On  aurait  de  memo 
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Cela  fait,  l'^uation  (IV)  ci-dessoB  xions  donne 

BH  • 

mais  nous  avous  aussi,  par  l'equation  (XYI)  du  7, 

Egalant  ccs  deux  cxprcssious,  on  obtiout  requatiou 

BH  "  2ä 

on 

qui  doüQC  poui"  Ji'^  la  valcur 

Ainsi,  dans  les  expresftions  do  ~  et  J?*,  qni  eorrespon- 

dent  h  nn  mßrae  axe,  lo  radical  y' 4:ir^-\-lA'-C)^  on  U  doit 
toi^ours  etro  pris  avoc  des  signcs  contraires. 

13.  Ezemple  L  Les  €arr68  des  domi-axes  de  la  coniqne 

sout   

ni        ^  5+2±y4.2»H-(5-2)«     9  7±5 
^  ^~2*  2*-.5.2  '"2"  6  ' 

on 

Sxemple  n.  Galcnler  la  longnenr  des  axes  de  Thyper- 
bolo 

3aj«+12<ry— 2y«+294  —  0. 

Kons  aTODS  id 

i?«— ^C— 42,  yi^-F^Z^ 6^^  =  13,  JJ— —  294. 

Les  earr^s  des  demi-axes  sont  ainsi 

m     117  1+13  _  7(1  +  13) 

de  Sorte  qne 

B^_Z(L+i3)  =  49,  10=18) 

T«aLXIIL  * 
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*  14.  Orandeur  des  axes  pour  des  coordoiniees  obliques.  Los 
coordoimeos  x  oi  y  du  soramet,  auqucl  aboutit  Ic  demi-axo.  7^,  sout 
liees  eutro  cUes,  dans  ce  cas,  par  la  relation  (XVIII)  du    8,  qui  est 

Ax-\-By  Bx-\-Cu 


Mnlti})liüus  los  dcux  termcs  du  prcmier  rapport  par  a-,  ceux  du 
secoud  par  y,  puis  ajoutuns  teniiü  ä  termc;  il  uous  vieut 

aj+y  COB  ö  ~yH- »COS  6  ~'«*+y'*Hh2a6y  COS  Ö"" 
NoQS  ea  tirons  les  denx  equations 

(VI)  ^    ^''^^'"^  //)a;-}-  (ii7e^+  //COS  %  =  0, 

doDt  le  d^terminaBt  est  forc^ent  xiiil. 

La  grandear  des  demi-axes  est  donc  fouruie  par  I'^quatiou 

(j5jj«+£rco8ö)*— (^+Ä)(CR>+io  —  0, 

qai  revient  k 

(VU)    (-Ö-— ^6')Ä*— (^--2i^cosö  +  C')i/i2^— fi^siü*d  «0, 

et  doDoe  {vl^  3) 

(VIU) 


m  — ^  ^ — 2^  cos  6+ C i:  V 4(ij  —  A  cos  B)  (ß— C cos  6) -f  "(^ — C)* 

pour  les  cair68  des  denx  demi-axes  de  la  ooniqae. 

La  somme  des  carres  des  iuvcrscs  des  demi-axes  est  egale  ä 

_  ji'~2^cose"|~C 
ifsin^a 

pour  des  coordonnöes  oUiqnes,  et 

H 

pour  des  coordonn^es  retangolaires. 

Exeniple.  Calculer,  pour  6<=tK)°,  la  graudour  des  axes 
de  rbyperbole 

Pnisqne  cos0  » |,  il  vient 

.4— 2Bcosö+(7-=}; 
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OD  a  d'aillcurs 

ce  qtii  donne  9t' «^^  4;  et  comme 

on  trouYO  que 

On  en  tire  les  valeurs 

15.  Methode  du  cerele  l)itaiis:eiit ,  pour  Ic  caleul  de  lu  prran- 
dcur  des  axes.  Cotte  methode  est  siinplo  et  elegautej  cllo  est  l're- 
quemmeiit  cmployeo  et  merito  d'etre  sigualec. 

Coupons  la  coniquo  (1)  par  an  cerde  concentrique 

(2)  a;2-f-^--/e«-0. 
L'^quatiou 

(3)  (A+]i)x^-^2Bxy-{-{C+k)y^-\-H-kIi^  =  0, 

oü  l  est  nne  constanto  arbitraire,  repr6sentera  tontes  les  eoniques, 
qni  passent  par  les  points  d'intersection  des  deux  conrbes  (1)  et  (2). 

Si  nous  tlisposious  de  l'iüdetermin^c  X,  de  maniere  a  rendrc 
requatiüü  (3)  homog^ue,  cc  qui  revieut  ä  posur 

on  ^  prendre 
r^nation 

(4)  {A-{-^^^x^+2Bxi,  +  (c'4-^)3^^  =  0, 

qui  cn  resultcra  pour  (3),  rcprcseiitcra  Ic  systöme  des  deux  sficantes 
commuucs  aux  deux  courbes  couccutriques  (1)  et  (2),  qui  passent 
par  leur  ceutrc  coinmuu. 

Oes  denx  s^cantes  (4)  so  r6duiront  evidemment  k  une  seule,  et, 
par  suitc,  lo  cerclc  (2)  scra  bitaugent  ä  la  conique  CD,  si  le  prcmicr 
membre  de  l'^quation  (4)  devient  un  carrö,  en  d'autres  termes,  si 
Ton  a 

Dans  ce  cas  la  s^cante  donble  sera  perpendiciüaire  auz  tangentos 

9« 
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mcnccs  par  scs  cxtremites.  Cctte  secante  double  scra  donc  nn  axe 
de  la  coniquo  (1),  et  la  vulcur  de  /i",  fournic  par  rcquatiou  pr6c6- 
(IcDte,  cxprimera  la  graudeur  de  la  moitie  de  cct  axe. 

Kons  retronvODS  lunsi  la  mdme  ^uation 

qne  coUe  (II),  qni  a  i/tk  foaniie  par  la  m^thode  du  11. 

*  16.  Si  les  axes.  de  coordounecs  soiit  iiiclines  cntrc  cux  d'uu 
angle  ö,  Tecjuation  du  ccrcle  concentrique  a  la  couitiuo  (1)  sera 


et  les  coorbes  du  second  dcgre ,  qui  pansoiit  par  les  points  d'inter- 
section  de  la  coDiqne  (1)  et  da  ccrcle  (5),  aeront  repr^sent^  par 
r^qnatioa  g^n^rale 

En  reiidant  cetto  ^qnation  homogene  par  la  valenr  X  » 

requation  resultante 

(iU?«+iO«*+2(2?Ä«-f-J5rc08d)^«y+(CB«H-Ä)if«  -  0 

repr^ntera  le  syst^e  des  denx  sicantes  commanes  k  la  coniqae  (1) 
et  an  oerde  (5),  qui  passeut  par  lonr  centre  common. 

Ces  deux  sdcantes  coinmuues  sc  reduiront  ä.  un  axe  commun,  si 
le  Premier  mcmbre  de  cette  derniero  equation  est  im  carre,  c'est-i- 
dire,  si  Ton  a 

On  retroave  ainsi  requation  (YU)  da  14. 


17.  Garrte  et  Beetaagle  des  eoorioaB^  d*iui  soniiBet  en  Ta- 
lent da  demi-axe,  qui  alK»atlt  k  ee  semmet.  Soient «  et  y  les  coor^ 
dornig  da  sommet,  qui  termine  le  demi-axe  JB.  Lorsqae  les  axes 
de  coordonn^es  sont  rectangalaires,  ces  trois  qaantit^s  x,  y  et  i{  soat 
li^  entre  eUes  (vP  11)  par  les  rdations 


(6) 


§  III.  SommeU  des  oonlques  a  centre. 


(1) 


ainsi  qae  par  r^galit6 
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Les  relations  (1)  nons  donnent 


Mais,  b1  Ton  mnltiplic  les  relations  (1)  respectiTement  par  x  et 
et  que  Ton  ajoate  les  prodnits,  on  anra  ansei  r6galit6 

d'oü  on  tire,  en  se  rappelant  qae  «'+y'  —  Jß*, 

(3)  o^y  =  ~ 


Multipliüus  par  ca  produit  cbacuu  des  rapports  (2)  j  il  uous  vicut 


(4) 

Les  oxpressions  (4)  et  (3)  peuvent  so  simplificr. 
En  cffct,  si  iious  multiplions  par  H  les  dem  tcmes  de  ehacme 
d'elles,  lo  denominateur  commun  deviendra 

(il-|-C)ÄR»+2fi« 

Mais  l'equatiou  (Ilj  des  axcs  (u^'  11)  fourait  la  valeur 

=  Ä*[2(jj*— iic)Ä«--(-dH-c)ir]} 

et,  si  DOOS  posons 

(I)  y4Ä«+(^-C)»-», 

r^qnation  resoluc  (III)  des  axcs  (n*^^'  11)  nous  doiino 

2(^2— C)H  =  ±  9i, 

Nons  tronvons  ainsi  qae  les  expressions  (4)  et  (3)  peuvent  se 
mettre  sons  la  forme  plus  simple 

(II)  <   
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18.  Cooriloiin^  d«  sonunett.  L'^nation  r^solne  (III)  des  axes 
(n^  11)  noQs  donne 

Si  nous  substitaoos  ces  valenn  dans  les  oxpressiooB  pr^dentes  (II), 
celles-ci  deviennent 


CH 


+ 


7/ 


21i^-]-C{C—A) 


AH 


m 


y-  =-  2(Ä»— ^C)  ^  2(5«-^(7)  •  y4Ä«+(ii-C/ 
De  ces  trois  fomniles  on  tfre  les  egalit^s 

JL.  \%      {A  —  1B-\-C)H  ^        7/9J_    _  U 4- 6') 7? 77 


7/ 


779i 


{A^C)BH 


qui  douncDt  les  valeurs  de  x-\-y  et  de  « — y,  par  suitc  Celles  de  x 
et  de 

Dans  les  formulcs  (III),  les  eignes  snp^rienrs  se  correspondent, 
ainsi  que  les  eignes  införieurs. 

19.  Eqaatton  anx  absdsses  et,Eqnatioii  avx  ordomi^  des  i|iiatre 
sommets*  Soient  +a;',  ±,y*  et  ±.x\  ±,y"  les  coordonn^es des  qoatre 
sommets.  Paisqne  (n®  18) 


'S« 


C77 


H 


CH 


nous  aurons  d'abord,  en  ajoutant, 


2B^-\~C{C—A) 
 ' 

2B^-{-C{C—A) 


puis,  en  maltipliant, 


11^ 


Le  focteur  entre  crochets  revient  k 
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C«[4i?2 4- -       --  (2iS2  +  C2  —  ^O»  =  -  4jB«(-ö« — ^C)  i 
par  snite,  il  vient 

nous  cn  coucluous  quo  x'^  et  o;"^  sont  les  deax  valeurs  quo  requatioa 

(IV)  {B^  -  AC)x*  ~  CHX»  -  ij^^l^l,      =  0 

fonnüt  poor  ac^. 

Getto  ^quatioQ  donuo  les  abscissos  des  quatre  sommets. 

On  verrait  de  mfime  qne  les  ordonniea  dee  qnatre  Bommets 
B'obtiennent  par  r^qnation 

(Y)  {Ji''-  AC)y''-AW/  -  Ißi^^j^^c)*  = 

*  20.  Carr^s  et  rectanglc  des  eoordonnoes  d'un  soninict  en  va- 
Icnr  du  denii^axo,  qni  al)outit  a  ee  sommct  (coordouu^cs  obliques). 
Les  rclations  cntre  a-,  y  et  Jt  sont  ici  (n"^  14) 

Elles  donnent 


Or,  en  verta  de  rdquation  (YU)  da     14,  neos  avons 

{A  —     cosö  +  C)l[Ii-  +  27/  siu^Ö 
=  ^{B*—AC)R^—{A—  2^C08e+6')Äß2. 

par  cons^nent  la  demidre  fraction  se  r6diiit  & 

1  

   . 

on  en  ayant  4gard  4  requatioa  r^lne  (YIU)  du    14»  et  en  posaat 

(VI)         y4(i^  ~  ^cosÖ)p{  -  C'cosöy-f  (il  —      =  91', 
notre  fraction  devient  simplement 
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t. 

1 

Kos  ^galitds  fonrnissent  ainsi  les  ezpieBsioiis 


(YII)  i 


—  • 

*  21.  Goordomi^  des  Mmmets  (Axob  obliques).  L*£qaation 
r^lne  (YIH)  des  axes  (n^  14)  nons  donne 

Sobstitaons  ces  valeurs  dans  les  exprossions  pr^cMentes  (VII) ;  elles 
deTieiment 

(vni) 

CH       ,         TT   ^BiB-^Ccme^-CjC—A) 

> 

7/  2Bin -Acose)-\-A(A—c)  

Be  ces  trois  formales  on  peut  tiier  les  yalenis  de  (os+y)'  et 
(« — tf)\  ^  par  snite  Celles  de  «  et  y. 

*  22.  Equation  aux  abscisses  des  qvatre  semmets  (axcs  obli- 
ques). Commo  ci-dcssus  {vl^  19),  on  verra  par  la  premi^e  des  6qiia- 
tions  (YUI),  que  Ton  a 

CH 


(jB— CcosÄ)* 


Ä»—  AC'  4(Ä— ^C0BÖ)(-B—  Ccos ö)  +  {A—  C)»* 
On  on  condut  qae 
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fournit  les  absciBses  des  qnatre  Bommets  de  ]a  coniqne,  dans  le  cas 
oü  les  axes  de  coordonnöes  oompreimeiit  entro  eoz  im  angle  0, 

On  trouTeralt  de  mdme  qae 

(X)  (i^_^c),.-.i///-j^^-^y^^-^^^gj^^_:^._o 

est  rdqnation  anz  ordonntes  des  qoatre  sommeta  dans  lo  cas  d'axes 
obliques. 


§  IV.    Foyers  des  coniques  ä  centre. 

23.  Oarr^  de  la  demi-distanee  focale«  Les  coniques  h  centre 
ont  dcox  syst^mes  de  doublcs  foycrs:  dcux  foycrs  r6el8,  qui  sont 

situcs  sur  Ic  grauJ  axc  oii  l'axo  transverso  de  la  courbc,  snivant  que 
cclle-ci  est  uue  cUipsc  ou  uue  liypcrbole;  et  dcux  foyers  toiyoars 
imaginaires,  qui  correspoudeut    l'autre  axe  do  la  conique. 

A  ces  dcnz  systömes  de  foyers  r6pondent  denx  distances  focales, 
dont  la  seconde  est  toujours  imaginaire;  ainsi  qae  doux  syst&mes  de 
doubles  diroctrices,  dont  les  deuz  demi^res  sont  anssi  constaminent 
imaginaiies. 

Gonsidärons  la  conique 

qui  est  rapportöe  h  son  centre.  Les  denz  demi-axes  et  Jt'  sont 
donn6es  par  les  formales  (n^  11) 

H  ^  Ji*—AC  ' 

2^  A'^C—'^4M*-\-iA—C)^ 
H  B*—AC 

lorsque  los  axcs  do  coordonnees  soot  rectangulaires. 

8i  done  2c  reprdsente  la  distance  focale^  on  anra 

Par  coBs^qnent  les  Ciurr^B  des  denz  demi-distances  focales  seront 


Ji^—AC 


*  24.  81  les  azes  de  coordonn^  sont  obliques,  on  tronvera, 
par  la  formnle  (VIU)  du  n^  14,  qoe 
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/Tl.  2  ^  // il{B  —  ^cosÖM^ß  —  Ccos +  ( ^  —  C')* 
(11)     c  «±  ir*"-ic  ■ 

25.  Coordoim^cs  dos  foycrs.  Desiciions,  on  gcneral,  par  «,  ß 
les  coordounees  du  foyer  situe  sur  le  demi-axe  7i'  et  \)^v  j\  y  cellcs 
du  sommet  auquel  aboutit  ce  domi-axe.  Nous  avous  evidemmcut  les 
proportions 

«  


quelquc  soit  rangle  des  axes  de  coordouuees.    Ou  eii  couclut  quo 

(2)        -«-^V  «^  =  ^- 


Dans  l'expression  de       mettons,  ä,  la  place  de  o'  sa  valcur 

±  ^i^Jß  ti^^ßo  de  (I),  et,  ä  la  place  de  sa  valeur  (II)  da  17; 
il  BOUS  viendra 


Maifl  r^quation  (II)  des  axes  (n^  11),  pouvant  s'^rire 

47/2  2H 

_^-2(J+C)j2i— 4(B»-^C)  =  0, 

doniio 


=  -(^+c)  ±  y4fi5»4-(.i-c)«, 


et,  par  suitc, 


2C+|f  =  C-^±yö«-h(^-(7)«. 
On  a  donc  en  g^n^ral,  poor  des  axes  rectangnlalres 

(III)      ^    =  i^Jä^-^c^  j  "^^^H-   -  ^')']» 

2G.  Fqusitioii  aux  al)schses  d<*s  foyers.  Soient  i«'  et  «"  les 
abscisscs  de  dos  quatre  foyers.  Noas  avons 
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d'o&  noiu  tirons 

"«  

Koos  en  concluons  que  T^quation  aiix  abscisscs  des  foyers,  et, 
par  snite,  celle  aux  ordonn^  sout  respcctivomeut 

(IV)  l 

*  27.  Coordoiuiles  des  foyers  ponr  des  axes  olilltves*  Los 

^quations  (2)  nonB  donnent 

y«--^-, 

rempla^ns  par  sa  Taleur  (II)  du  24»  Yalenr  qao  Ton  peat  mettre 
8008  la  forme 

en  teoant  compte  de  la  notation  (VII)  du     14;  noos  anrons 

Hettons  ces  expressions  dans  dans  loa  fonnoles  (VIII)  du  21,  nous 
obtiendrons  des  ^galitös,  des  quelles  nous  tiions  les  valeurs 

Mais  l'equation  (VU)  da     14,  6taut  mise  sons  la  forme 
sin2d^+(il—2i^co86H-C)^— (£2-^0)  =0, 
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pnis  rcsolao  par  rapport  k  uous  doune,  eu  faisaut  usage  de  l'abrc- 
viation  du  20, 

Substitiions  cotto  valonr  daiis  les  cxpressions  (3),  uous  aurous 
enfiu,  pour  les  courdoiiuoes  des  fuycrs,  les  formules 

oti  il  ne  fimt  pas  ovblier  quo 

«'  —  l/4(-B— ^  cos  ö)  (i^—  C'cos  6»)+ (-4  ~  Cf 

*  28.  E^oatiou  aux  abscisscs  des  foyers  (Coordou)iecs  obliqm  s). 
Par  la  premi^ro  dos  trois  formules  (Y),  ou  trouve  facilemcut,  eu 
s^parant  les  bigues  de  +^Ji',  quo 

„  ,  II      C—  ^1  -f      —  Ccos  fl)  cos  e 

,2   -H     {Ii  —  Ccos (i^n 

Nous  cn  üoucluous  que 
(VI)  ^ 

est  r^quatioQ  aux  abscisses  des  foyers,  pour  des  axes  obliques 

L*6qaatioii  dos  coordonBöes  des  quatre  foyers  est  de 
mdme 

(VII) 

ff 

Si,  dans  ces  ^quations,  on  fait  ^  *  2 '  retronve  Celles  (lY), 
qul  86  rapporteat  ä  des  axes  de  coordonn^  rectaogulaires. 
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§  V.   Oiametres  conjugues  egaux  de  i'ellipfte 
et  Asymptote»  de  lliyperbole. 

29.  Gnuidevr  des  diamdtres  waimgnH  <gaix  de  rellipse. 

Soit  G  la  longueor  de  Tun  de  ces  demi-diam^tres.  Pnisqne 

la  formule  (II)  dn     11  nons  donne  iram^diatemeot 

W  ^     2(13^ -AC)' 

80.  EqnatiOBB  des  diamitres  waiugmiB  ^gaax  de  reUlpse* 

Soient  «  et  y  les  coordonnßos  de  rextrdmitö  de  Oy  et  m  lo  coefficient 
angulaires  de  la  droite  OG^  O  ^tant  le  ceiitre  de  Tellipae 

(1)  Ac^-{-2Bxy+  Cy^+H  —  0. 

Nous  avoDS 

et,  par  soite 


»■     ^      ^  fle»"|-y» 

1  —  m«  —  f»       +  1+m** 


d'oü  BOUS  tirone 


Mettons  ces  Taleors  dans  r^quation  (1)  de  Tellipse}  celle-ci  devient 

on,  eu  remplagaut      par  sa  valeur  (I), 

(2B*-|-C*— -4C)m«+2(il+Cy)Bi»+2B»+-4«— -4Cs=  0. 

Nous  eu  concluoDS  quo  requation 
(II)   (2B»H-il*— ulC)»«+2(il+C)l?a?|f+(2B«+  (?^ACr^  -  0 
est-  Celle  des  deux  diam^tres  coujugues  egaux  de  rellipse. 

Lea  iqnations  s^par^B  de  ces  diam^tres  ^ux  sont 

»     -{A-\~C)B±-V{AC-B^)  [4^»+(^— 
^^^^^      J""  ^B^-^A^^AC  ' 

OU 

UV)  2jB«+C»— ic  • 
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31.  Aiiffle  des  diani^trcs  coiijuiruecs  de  l*ellipse.  Representons 
cet  angle  par  I'.  Lo  panillt'loLjnunnic  construit  sur  ces  diametres 
etant  egal  rectaugle  dos  axes,  uous  avons 

ou  (u®  11) 

Bemplagant  &  par  sa  valenr  (I),  il  Tient 
Le  Cosinus  du  inSme  angle  est  . 


(VI)  co8F=-^^^^^  

d*oü  on  d^dnit,  poiir  la  tangente, 

*  32.  Orandenr  des  diamdtres  eonjugu^es  ^ganx  de  Pelllpse 
pour  des  eoordonn^  obliques.  L'öqnation  (YU)  dn     14  donne 

Ä'« a.Ä"s  -  (A-  2B  cos  6-\-C)H, 

par  cons^qaent,  on  a,  pour  des  axos  obUqaes, 

(YIU)  G^«-i     2(Ä«-^C)  ^* 

33.  E(|iiation.s  des  diametres  coiijugnees  egraiix  de  l'ellipse 
pour  des  axes  obliques«  Si  uous  conservous  los  uotations  du  30, 
uous  aurous 

1  "°  f»»^  I»      l+i»»-|-2i»co8Ö  l+i»*+2mco8Ö* 

et,  par  suito 

IBS  —    ,  jU*     *    , 

l-{-m--\-2mci}BÖ     '        l-|-m^-j-2«iCü8  £/ 

'~l4-»i^4-2i»cosö 

Mettons  ces  valeors  dans  Fiqnation  (1)  de  l'ellipBO;  celle-d  de- 
Tient 
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Si  uous  rcinpla^ous  par  sa  valeur  (VIII)  et  m  par  uous 
troavons  qne  T^quation  des  diamdtres  coDjngn^es  6gaax  est 

(IX)  [A(A  —  C)  +  2B(n  —  A  cos  Ö)>* 

Les  ^quations  s^par^es  de  oes  diamötres  iggax  aont  donne 


(X) 


(XI) 


»     AiCcosO  — Ii) -\-C(A  cos  ß—B) 
y  —    A(A  —  C) -\-2B{J}  —  .1  cos  ~H) 

y     ^(Ccos  B — B)'\'C{A^so%B^-'B) 
m  "    Ofi— A) + 2B{B—  Ccos  ö) 

y2£^^l/4{£—  A  cos  6)  {B  —  Cco^  W)  -{-{Är—  C)^ 
C\C—  A)  4-  2  Bin  —  Ccos  6) 


*  31.  Angle  des  diaiii^tres  eoBgrn^esY'i^aux  de  Tellipse  pour  des 
ooordojm^es  obliques.  £n  vertu  de  T^quatlou  (VII)  da  u9  14,  ou  a 


VAC—B** 
par  Stute  U  vient,  en  ^gard  &  (VIII), 

on 

^^'^^^  ^-2Bcosa+cr 
pour  le  smas  de  Tauglc  chercke. 

Le  cosiims  dn  mdme  angle  est  donc 

nrfx  «.-ir  -y4<B— ^cos  6)  Ofj-Cco9d)  +  (^-  6^ 
(XI)  cosF  

On  en  d^nit,  pour  la  taogente, 

2smey  AC—B^ 


(SU)  tangr= 


V4(Ä— uico8e)(i^—  cwAe)'\'{A—cf 


35.  Eqnation  anx  asyuiptotes  de  l'hjperbole«  H  nons  reste  ä 
döterminer  T^quation,  qui  foninit  les  deux  asymptotes  de  Thyperbole 


144  Dosier:  Nwoeüe  däUrmmatioH  ouafyHqtu 

(2)  Ax^'{'2Bxjf-{'Cg*+2Dx-\-  2Ey-{-F  =  0. 

Cette  Dilation  repr^senaaiit  une  hyperbole,  la  caract^tiqne 
£^^ÄC  est  positiTe,  et  le  radical  "iB^—AC  est  r4eL 

Supposous  que  les  carres  des  variables  iic  nianqueut  pas  tous  les 
(leux  daiis  l'equatiou  (2),  et  admottous  (jue  le  coeiücieut  C  de  y'^  seit 
differont  de  zcro. 

B^ivons  requation  (2)  par  rapport  ä  y;  non«  obtenons  Tex- 
presflion 

(3)  y  =  —  ^^^^ ±  ^{B^-^AC)x^-^'^^^^ 


ou 


y  =  7r^±7^. 


en  repr^seutant  lo  radical  par  R. 

Dans  Texpressioii  (3),  reudooB  la  qtiaiitit^  sons  le  radical  an 
carr6  parfait,  en  y  rempla$ant  la  partie  constante  Lfi—CF  par 

(BE—CD)* 
yB*—AC  ' 

Si,  dans  Ic  resultat,  iioiis  rc])rcsentous  par  Tordouaee  qui 
corrcspoud    l'abscisse  ^,  nous  aureus  l'equatiou 


(4) 
oa 


✓  c-±c- 


oü  DOOS  d^Bignons  par  P  le  bindme  affectö  da  double  dgne 

L'equatiou  (4)  represcute  evideiameut  deux  droites. 

La  diffcronce  entre  les  eoordonn^es  do  ces  droites  et  ccUe  de 
la  coorbe  (3)  sera,  poar  nne  mfime  abscisso 

1  P*— Ä* 


Hais  on  a 
oa 

P^-Jl*^   E'+CF, 
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qni  est  une  qaantitö  constante,  qne  Ton  ponrra  d^Bigner  pw  JT.  n 
mm  Tiendra  donc 


X 


 K£  —  (JD  


on,  ea  diviBaut  les  denx  termes  do  la  fractlon  par  «, 
3r'-if-±^X 

K 


X 

X 


Si  uous  faisons  cruitrc  x  jusqu'  a  l'infini,  ä  la  limite  le  num^ra- 
tenr  s'annnne  pendant  quo  le  d^nominatenr  prend  la  valeor  fiide 

Donc  Us  deuz  droitOB  (4)  rencontrent  Thyperbole  (2) 
ä  rinfiuL 

Kons  ayons  obtenu  r^quation  des  denx  droites  (4),  en  rempla^ant, 
dans  r6qaalion  (2)  de  Thypcrbole,  la  quantitö 

Kons  pouvons  donc  former  l'^quation  de  Vcnsemble  des  denx 
droites  ( l)  au  moycn  de  T^quation  (2)  de  Thyperbole,  en  snbstitiiant, 
dans  celle-ci,  la  qaantit6 


on  encore 


(BE-CD)^ 

(BE—CDY 
jj   au  terme  conatant  F. 


Mais  nous  avoiis 

{HE^  CPy     E*(S^  —  AC)  —  {BE CD)* 
C       &  —  AC~  C{I^^A c ) 

B»—AC 

qnantit^,  qni,  en  vertu  de  la  lelation  (Z)  du     5,  est  egale  k  F^K 
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L'eDsemblo  des  deux  droites  (4)  est  donc  ropr^scut^  par  T^qna- 
tion  du  second  dogr6 

(XIII)  Ax^-\-2Bxy-\-Cf/'\-2Dx-\-2Ei^-{-F-H=0. 

L'inspectiou  de  cette  ^qnation  &it  voir  quo  Ics  dcux  droites, 
qu'ellcs  rcpreseutent,  passent  par  le  centro  Thyperbolo  (2) ;  d'ail- 
leurs  ces  droites  rcncontreut  la  courbo  ä  riuM;  donc  ellcs  sont  les 
asymptotes  do  i'hyporbolo  (2). 

On  conclat  de  14  le  fhöordme  snivant: 

L'equation  aux  asymptotes  do  riiyperbulc  sc  dcduit 
de  l'equation  de  la  courbo,  cu  re traiichau t  du  premicr 
membrc  de  cette  equation  lo  terme  coustant  que  fournit 
la  trauslatiou  de  roriguiu  au  ceutrc  do  Tliyperbole. 

Si  a  et  ö  sont  les  eoordonnees  du  centre  de  Thyperbole  (2),  on 

aora 

d'oü  on  tire 

L'equation  aux  asymptotes  do  l'hyperbole  (2)  sera  donc  aassi 

(XIV)  -A>«+2aiiy+cy+l)(2a?--a)+£(2y— i). 

36.  Exemple  I«  Les  coordonn^s  da  centre  de  l'byperbole 

8«»-l-4a-y+2/«— 3«— 2y+21  =  0 

6tant 

l'equation  anz  asymptotes  sera 

et  ces  deuz  droites  seront  repr^sentees  par  los  ^qnatioDs 

y--2«-fl±(a!-l), 

qol  roYiennent  a 

2a;+2y  — 1  — 0,   6«— 2y-3  =  0. 

37.  Exemple  II.  I/li}'i)crbolc 

5af»+4«;y— 2«— 4jr+l  =  0, 
ayont  pour  centre  le  point 

,  a«l,  b  2, 

a  ponr  ai^ptotes  les  deax  droites 
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6x"-\-4jcy — 2x  —  4y — 3  =  0, 

c*eBt-^-dire  les  denx  lignes 

«—1=0,  5«+4y+3  — 0. 

37.  Si  les  carres  des  variables  manquent  daus  l'^uation  de 
rhyperbole,  celle-ci  affcctera  la  forme 

(5)  Bxy\'Dx+Etj-^G'='0, 

et  donnera,  cu  resolvant  successivciueut  par  rapport  ä  a;  et  ä  y, 

Ey+G  __Z> 

^  y 

Cr 

 Jte+g  

»-    ifa+i—  j^.e 

Faisant  y     x  dans  la  valeuT  de  a;,  et  » =  oo  daus  collo  de 
on  obticüt  ies  equatious 

de  deux  droitcs,  qui  rcncontrcnt  la  couibc  (5)  ä  riiiliui. 

L'ensemble  de  ces  deax  droites  est  repr^sent^  par  r^aation 

qui  est  celie  d'uue  coniquo  couccntrique  avec  Thyperbole  (ö). 

Gelle  coniqne  est  donc  celle  des  asymtotes  de  nofie  courbe. 

Commc  la  translation  do  l'origine  au  centare  de  Thyperbole  r6- 
dait  sou  equatioü  ü. 

on  Toit  qiie  Töqnatioii  aox  a^ymptotea  se  forme  encore  d'iqpr^B  la 
rögle  önoncöe  d-dessns. 

n  est  utile  de  faire  remanqner  quo,  si  le  carre  de  Tune 
des  variables  manque  dans  r6quation  de  rhyperbole, 
Tune  des  asymptotes  est  parallele  4  Taxe,  qui  corre- 
spoud  h,  cette  variable. 

IG» 
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38.  Ezemple  L  Los  coordonnöes  da  centre  do  Thyperbole 

«• — 2xy — 2« -f- 4^/ —  1  =  0 

8011t 

»  —  2,  3f  — 1; 

par  suite  l'equatiuu  aux  asyniptotes  sera 

SB*  —  2ajy — 2»-f  4y  =s  0 ; 

eile  peat  s'ecnrc 

(.r-  2)  (^-2//)=0, 

et  86  d6compose  par  snite  dans  les  deux  ^qoations 

fl;_2  =  0,    »  — 2y  =  0 
qui  repr^sentent  separ^ment  les  asyjuptotes. 

Exemple  II.  Dans  lliyperbole 

2xy  — 10«  —  6^^ + 17  =  0, 
le  centre  est  au  poiut 

a  -=  3,   Ä  —  5. 
L'^quation  aux  asymptotes  sera  donc 

ary — 10»— 6^ -}- 30  =  0 

oa 

xy — — 3y+15  =  0; 

die  80  d^compose  dans  les  deoz  ^qnations 

«»S  —  O,   y--5  =  0, 

qiii  lepr^sentent  les  deux  asymptotes;  celles-ci  sont  parallMes  aux 
axes  de  coordonn^es. 

§  VI.  Axe,  Sommet  et  Tangente  au  sommet  de  ia  paraiiole. 

39.  Equation  de  Taxe  de  la  parabole 

(1)  /(«I  y)  —  -AB*+2^a!yH-<^«+2D»+2%+ J»—  0, 

Pnisqa'on  a  B^—AC  =  0,  il  vieut  B  =  yAC*),  de  sorte  que 
r^nation  de  la  courbe  pent  s'dcrire 

(2)  =.(»y-4+yV6')^4-2i>«H-2%+F=0. 


*)  8i  le  coefficient  B  du  doabie  rcctanglo  vtait  negatif,  on  aaraic 
B^'-yACzs,  yilX  — V^*  ^  11  fandrait  cbanger  le  sfgiie  do  daos 
tont  ce  qni  Ta  raim. 
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Miso  sous  cctte  l'ormo,  requatiou  de  la  parabole  fait  voir  do 
soite  que 

repr^seute  le  dimn^tre  issu  do  roriglue,  et  que 

2Dx-{-27:i,-\-F=sO 

est  l'equatiou  de  la  tangcuto  ineuee  par  Vextr^mitö  do  ce  diametrc. 

Soiont  a  et  5  les  coordonn^  du  soniinet  do  la  parabolo  (2) ; 
traiiBportoiis  rongine  des  coordonn^es  en  ce  ponit,  en  posant 

r^quation  (2)  deviendra 

(3)  (x'v  =  0. 

Supposons  quo  Ics  axcs  de  coordonnecs  soicut  rcctangulaires ; 
Taxe  et  ]a  tai]f.'oiitc  incnt'c  par  lo  soninict,  passant  tous  les  deuxpar 
la  uottvcllc  origiuü,  serout  Ics  deux  druites 

a/y^-f-yVC  =  0,    a/y  C— SfV    —  0, 

dout  ia  secoude  est  perpcudiculairc  ä  la  prcmicro. 

L*6qoation  de  la  parabole  sera  donc,  dans  ce  cae,  de  la  forme 

(4)  {x'^A^yyCY-\-2pi^^/C-y'iA)^0. 

Si  Dons  identifions  les  deux  ^uatioas  (3)  ot  (4),  noas  obtenoiu 
les  trois  relations 

(5)  fa  =  2i> y  C;    f'i.  =^~-'2p  i  A,    r{a,  b)  =  0, 

qni  sorrirotit  irabord  a  detcrminor  puis  i  calculer  les  deux  coor- 
donnöes  a  et  6  du  sommet 

liOB  deux  premiöres     ces  ^galit^s  (5)  reviennent  h, 

i  yi«+/yi«-(Z)-;,yc), 

l  i^a-f a«=— (£-f-i>y^), 

que  Ton  peut  encore  ^re,  pnisque  B  =  y  AO, 

(a y vi y  c')y  c — (£+1,  y , 

Divisant  mcmbre  &  membrc,  on  obtient  r^quation 

y.4  _  D—p-y/C 
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de  laquelle  on  tire  ponr  p  la  valenr 

MettoDS  cette  valeur  dans  les  denx  ^qnations  (6),  ellos  deviennent 
identiques  et  prennent  la  forme 

Le  sommet  (a,  b)  so  trouve  douc  sor  la  droito 
(H)  .y^+,yc.+  L'J^i|V^  =  0; 

et,  comme  cetto  ligne  est  parallele  a  Taxe,  requation  (II)  est  cllc- 
rnftme  eette  de  Taxe  de  la  parabole  (2). 

40.  lUf  le  pnrtliBe  pemr  d^tentlner  Päse  de  la  paratele^  M nl- 

tipHons  r^qnatiOE  (U)  saccessiTement  par  yA  et  yc7,  pnis  rem- 
pla^ons  yAC  par  Ji\  novs  Toyons  qne  Faxe  de  la  parabole  (1)  est 
aossi  repr^nt6e  par  Taue  on  l'aatre  des  deux  ^uations 


Faisous  disparaitre  le  deuominateur  dans  la  premi^  des  ^ua- 
tious  (IIO ;  eile  devient 

A^+ABp+ACk-i-BC»+AD+BE=^0, 

et  peut  s'^criro,  en  rempla^ant  AC  par  lf\ 

AiAx+Bg+ny+BiBx+C^+JE)  —  0, 

on  encore 

Af'»+Bf^  =  0. 
Pnisque  B^yAC,  cette  ^quation  revient  k 

Ainsi  l'cquation  de  Taxe  de  la  parabole  s'obtieut, 
en  mnltipliant  par  y  A  et  yc  les  deriv6es  respoctives, 
par  rapport  Ä  «  et  ^,  du  premier  membre  de  l'equatiou 
de  la  conrbe,  et  en  ^galant  ä  z6ro  la  somme  des  pro- 
dnits  obtenus. 
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41.  L'^qaation  de  Taxe  do  la  parabole  pcut  aussi  su  dcduire  do 
rec]uatiou  g^ndrale  (I)  da  1,  qui  fournit  les  deux  axes  des  couiqucs 
qaelconques,  poar  des  coordonn^cs  rectangalaires. 

Ell  etfet  puisnue,  daiis  le  cas  do  la  paraboie,  oa  a  -ö^  —  AC^  les 
dqoatioQS  (II)  du  memo  nuiuüro  dcvienncut 

Oll 

La  prcmidre  de  ces  deux  ^qnations  ro  rMoit  ü 

'^C{Ax-\-yy'  AC-\-D)  —  -}/ A{xy  AC-\-Cy-\-E)  =  0, 

ou  ä 

X  V  c'(.  I  ~  A) — y  y  vi  (c—  c)  +  D  V  c—  £     —  0. 

Cettc  ^qoation,  pouvaut  s'ecrire 

(ojyc— yVyi)xo-)-i>yc— jsy^  =  0, 

ropr^sonto  ua  axc  situe  ä  rinfini. 
La  seconde  6qnation 

y.ir.+ycF'v-o 

ii'cst  autrc  quo  ccllo  de  Taxe  (III)  a  distanre  finic,  puisque  F(x,if) 
repr^seiito  au     1  la  memo  fonction  quo  /(x,  ff)  au  39. 

43.  Autrc  imHiiodc  pour  trouvcr  i*a\e  de  la  parabolc.  L'axo 
de  la  parabüle  (2),  utaut  parallele  u  la  droito 

»yii+yyc— 0, 

est  reprcsoute  par  uuc  cquation  de  la  forme 

(7)  «y^-f^yc+i^o, 

oü  la  constante  A  est  Ii  ddtonniner. 

Tour  trouvcr  la  valour  de  cotte  constante  i,  remarquons  que 
requatiou  (2)  de  la  parabole  pcut  s'ecriro 

(«yii+yy  c-hi)»-h2(z>-iyx)«+2(£?— iy(7)y+jp— A«  -  o. 

Sous  cotto  forme,  ou  voit  quo  la  droito 

(8)  2(i?— Ay^)«+2(Ä— iyC)y+F-A*  =  0 

est  la  taugeutc  au  sommet. 
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Sl  leB  axes  de  coordoim^es  sont  rectangnlaires,  los  coeffidents 

des  demc  droites  perpendienlaires  (7)  ot  (8)  demnt  satls&ire  k  la 
Gondition 

mm'+l  =»  0. 
On  a  ainsi  nne  ^nation  en  k 

y  yi  (jy — A  y  ^) + y  c(^'— A  y  c)  =  0, 

qni  donne 

Mcttant  ccttc  valenr  dans  (7),  on  retrouye  l'^qnation  (II)  de 
Taxe  de  la  parabole.  ■ 

43.  E(|natiou  d<>  la  tan^ente  an  sonimet«  £Uo  s'obtient,  en  rem- 
plannt  daus  (ö)  iL  i>ar  sa  valenr  (lY). 

Or»  en  verta  de  (IV),  nons  ävons  ÖTidemment 

D—l^fA  , 

F  i./r   d^jz^^  (isy^-T^yoy^. 

par  snite  T^quation  de  la  tangente  an  sonunet  sera 

(V) 

»V«'  i'V-«i-2(i^yc— j^y^i)    2(ii-fc)(2>yc— jyy.4)  — 

Kons  ponyons  transformer  cette  6qoation,  en  y  ftisant  disparaStra 
les  radicaoz. 

Pour  cela,  multiiilioiis  d'abord  le  preiiiier  niumbro  par  y  i\  puis 
les  termes  des  dcux  fractions  rcsultautes  aussi  par  yC;  l'^quation 
deviendra,  par  suito  de  y.lC  =  jö, 

Ott  verrait  de  mdme  que  cette  ^nation  revient  ä 


Digitizecl  b>  -.^mj^ic  | 


dt»  fügen  «I  des  dirtttnou  dam»  1$$  seetion»  eonigiiet. 


153 


44.  Coordonuees  dn  soniinet.  Lc  sommot  Je  la  parabolo  (2)  est 
rinterscctiou  de  Taxe  et  de  la  taugeiite  au  soiiiiuet;  nous  u'avoiis 
doiic  ([u';\  resoiidre  le  Systeme,  qiie  formeiit  les  equations  de  ces  dcux 
druitcs.   Isüus  preüdrons  ces  equatious  sous  leur  forme  (7)  et  (8),  ou 

2(D— Ayil)a!+2(£~Xy  C)jr+£f— 1«  -  0. 

En  Ics  resolvaut  par  rapport  k  x  et  jf,  nous  obteuous  Ics  valcun 

ijpy  C-f  A(A,y  C~2E) 
2(£yyl  — ijyc)  * 
2(z?yc-£y^)  * 

Si  noiis  remplarons  k  par  sa  valcur  (IV)  et  quo  nous  fassions 
disparaitro  Ics  radicaux,  uout  trouverons  que  les  coordoim^es  a  et  6 
du  sonunct  sont 

(VD 

'''*2(£yii— i>yc)   2(ii-fc;«  2(ii-|-c){Äv.4-i>yc/ 

 Fy .  I    _    _  CE-\-BD  (/)y  A  -}-  Ay  C)/) 

* "  2(/?y  c— jyy  >ij   2(.4 + c)^  ~  2C.1 + c'Ki>y  -Sj' 

ou,  en  faisaut  disparaiti'o  los  radicaux, 


JJF  AD-\-BE  {AD-^-BE^E 

^{AE-^BD)     2(^4"C)*     2(v4-|-C)(ilB— ÄZ>)' 

BF  CE-\-'BI)  {CK-\-BD)D 


2{CD—BE)      2(^+0''  2{A-\-C)iCB—BE) 
On  peut  dünner  h  ces  valeurs  la  forme  plus  simple 

!BF—  DE  Cn—BE._  AD-\-BE 
*  "°  2(A&— 2{A  -f.  2^(il-|-C)* 

BF— DE  AE  —  BD  CE-\-BD 

*     2{CD—BE)  2(^1-1-      ~  2C(^l-f-Cy 

oü  11  est  ntfld  de  se  lappeler  qne 

(10) 

AE—  iJD=^,^ A{Ey' A  —  Di^^  C),  CD— BE  =  ^  C(Dy  C—Ey A)-, 

ÄD-^BE=  yA  {D^/A+Ey  C),  CE-^BD  =  y  (7(£y  C-^uy  A), 
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45.  Eqaation  de  la  parabolc  (2)  rapporU*c  ü  soii  sojiimcl, 
L'6qnation  cherch^c  est  cello  (4)  da  39,  oü  il  hoqs  saffira  do 
romplacer  p  par  sa  valenr  (I). 

Nous  trouTons  aiusi 

(VH)  (A-{-C)(xyA+9V 2(/)y (?- EVA) (xyC- 9VA)^0 

})our  l'equatiou  de  la  j^arabole  (2),  rapportee  au  sommet  de  ccttc 
parabole. 

En  nraltipUaut  succcssiTement  par  A  et  C,  on  pcot  aussi  donnor 
k  cette  ^quation  los  deux  formes  suivantes 

(VII  )  (A-\-C)(Ax-{-Iii/)*^2(BD  —  AJ^(Bx^A!f)  «=  0, 
(YII")     iÄ-\-C)iBx-^Ci,y-\-2{CD—liL){Cx  —  Ji>/)  -  U. 

*  46.  Eqasfloii  de  Paxe  de  la  parabole  ponr  des  eooriosB^ 
oMIqves.  Mcttons  Tc^quation  de  notro  parabole  (2)  soos  la  forme 

(xyA'\'y\/C+k')^-^2iD—kyA)x-i-2{E-k'yC)-^F—k'^^0, 

Si  d  est  Vttüglß  des  axes  de  coordonn^es,  la  perpendicalarit^  do 

raxe 

(11)  «Vil+yVC+X'-O 

et  do  la  tangente  au  sommet 

(12)  2{D—X'yA)x'\'2(E—  JL'V  C)p+F—  A'«  =  0 

cxige  quo  Tou  ait 

1  -j-         (*» + cos  6  =  0, 

on 

yA{D-)iyA)+yciE-k'yc) 

Oa  en  tire 

(Vlll)         y  [^DVA±E  y/ C—  ( D yg-f  EVA) cosfl 


A-\-C—2BQO&e 

IKVA- 

-COSÖ  V'il) 

VA{D- 

■A'cosö)-!-  VCiE— 

ii+C— 2i;co8Ö 

Sabstitttant  cette  valenr  dans  (11),  on  obtient 

(IX)  xVA+t,vc+  j+c^2Bcö,e  ^ 
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pour  l'^qnation  de  Taxe,  daus  le  cas  de  coordonuccs 
obliques. 

*  47.  B^le  pratlqne  ponr  ^crire  PiMiiiation  de  Taxe  de  la  parft" 
bole,  ponr  dos  coordoniieos  obliques.  Multiplioiis  roquatiou  (IX)  par 
lo  denomiiiateur  Ä-\-C— 2 cos OVAC,  mis  sous  la  forme 

VA  (VA  —  cos  e  VC)  -i-  V  C(  VC—  coB  6  VA) ; 

eile  devient 

Äx( VA  —  cos  eVC)-\- r  \  A C(V C  —  cos  ö  VA) 
+y  VACi  VA  —  cos  0  V  C)  Cti  ( v  C~  cos  ö  VA) 
+      i>  (Vil— C086VC)+     i:;  (VC— COSÖV^i)  =  ü, 

00,  en  mettant  eo  Svidence  les  factean 


(VA — COSÖ  ^  C)(^i: + %  -f  -D)  +  ( V  C  -  COSÖ  VA){ßx  -f  C^r  +  i:;)  =  0. 

Getto  cquatiou  rcvicut  h, 
(IX')        (Vi— cosöV.C)/',-f(VC— COSÖ  Vii)A  -  0, 

et  prou\ c  quo  ^ 

L'dquation  do  Taxe  de  la  parabole,  ponr  des  coor- 
donnees  obliques,  s'obtiout,  cn  multipliant  les  deri- 
V e e s ,  par  r a p p o r t  a  x  et  d u  ]) r e lu i e r  in e in b r o  d c  l'c (| u a - 
tiou  de  la  courbc,  rcspecti vomeut  par  VA  —  cosöv'C  et 
VC— COSÖ  Vi»  et  eu  egalant  u  zero  la  somme  des  produits 
obteuus. 

*  48.  Equation  de  la  tan^enf  c  an  sommet,  pour  des  coordonndes 
obliques.  Dans  requation  {VI)  de  cetto  tangente,  mcttons,  äla  place 
de  i'  sa  valear  (VIII);  les  coefficients  de  requation  devienneut 


L'equatiou  de  la  taugeuto  au  sommet  sera  douc,  pour  des  coor- 
donuees  obliques, 


\/i  — cosövC  et    V^C— cosOvM. 


D—VVA~ 


(DVC— K VA)  ( V C—  cos  ö  VA) 
A-\-C—iBC0Ae 


(EVA—T^vOi  VA  —  cqbBVC} 
i+C— 2i^co8Ö 


(A-^C—2ncoH0)F 
)2{DVC—EVA)' 


'  —  0. 
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Afiii  de  debarrasscT  cettc  equation  des  radicaux,  multiplious  Ic 
prcmicr  iiiLMubre  par  V'C;  inultiplions  ensuitc  Ics  deux  tcrmes  des 
dcux  fractious  rcsultautos  aussi  par  VC\  requatioii  dcvieudra 

(X')        (C-  £co8Ö)«-  (i^-  Ccoa%H-  ^^iig^^^ 

On  troQverait  de  m^me  quo  l'^quation  (X)  peut  encore  se  mcttre 
8008  la  ferne 

(X")        (i^— il  cosö)«  —  iÄ—BcoB6)y  +  —  2(BD^AE)  

_  [B(B^  A  cos  6)  -\-  JHA  ^  /jcosO)]^ 

2(i4  +  C—  2B  cosÜ){ nn  —  AE)  "* 

**  49.  Coordoim^  An  sommet,  ponr  des  oxes  oliUqaes*  Lo 
Bommet  (a,  6)  est  Fintersection  de  Taxe  (11)  avec  la  parabolo  (2), 
on  rinterseotion  des  denx  droites 

Ces  dcux  cquatious  du  prcmicr  degrc,  ctaut  resolucs  par  rapport 
ä  «  et     neos  foiirnisseiit  les  valeurs  (9)  on 

FVC-\-k'{X'VV—21.:) 
*  ^     2{EVÄ—DV(J)  ' 

(18) 

F  VA  +£a  V  A—  2  JJ) 

Dans  rexprcssion  i'VC— rompla^ous  A'  par  sa  valenrs  (VIII), 
notiB  aarons 

kVC--E  ^+c-2BcosO 

Oa  trouverait  de  memc  que 

(DVC^E  VA)  (VC-  C08Ö  Vil) 


AVA— i>  = 


SabsUtoaiit  ces  expressions,  ainsi  que  celle  de  V,  daus  les  va- 
lours  de  X.  et  on  obtient,  pour  les  coordonn^cs  a  et  6  du  somiuet 
les  valeurs 
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(XI) 

FVC   E  [D  VA  -{-EVC—iDV  r+    VA)  cosö] 

**     2{EVA  —  DVC)  2(Ä-^C—2B(yose)iEVÄ—JJVC) 

iDVA-^EVC—iDVC-^EVA^cose^iVA—coseVC) 

FVA  Dil)  VA  -\-KV(—U)  V  C-\- KV  A)Q,o&d'\ 


(XD 


2{DVC—  E  VA)  2(4-l-C— 2y>*cosÖ)  {DVC—EVA) 

_  \PVA.'\-EVC—{DVC-\~  EVA)  cos 6](V^C— cosg  Vil) 

Daus  ces  valcars  faisous  dispai'aitro  les  radicaux;  cllos  dcvicunent 

BF  ElAD-^-BE—iAE-^-BD)  cosg] 

"  —  2{AE  ^BD)      2(il+C— 2ÄC08d)(il£— ÄZ>) 

[ilD+ÜA^  —  U/^'-f-       cos Oj  U  — £cosö) 
2A{A  -f  C' — 2Z/cos  * 

BF  I^jCE^BD — (CD+i?^  CQgg] 

*  ^  2{CD'-BE)  2{A+C--2Bcw$){CD—BE) 

[C'A-f  BD  —  {CD-\-BE)  cos  e]  (C—  i?  cos  Ö) 

Si  le  sommct  de  la  parabole  (2)  est  pris  poor  origine  des  coordon- 
n^es,  r^qaatiou  de  la  oonrbe  preadra  ÖTidemmcnt  la  forme 

(14)  (arVyi  +  ^ VC)2  +  22)'[(i/C— COBÖV^)»— (V^— C08ÖVC)y]=a 

Mais,  si  Torigine  est  trausport^e  au  sommct  (a,  b),  requaüou  (2) 
devicudra  aassi 

attondn  qne  Ton  a  /(o,  b)  ^  0. 

Idüütifiant  cos  dcux  equatious,  ou  obtient  les  dgalites 

/'«  -  V(VC-.co8dV^), 
f'h    %»'(co8  B  VC—  VA), 

qui  peiiTent  a'detlre 

^(i-f  ./>'Ä-f  D  2)'(1/C  — cosö  i/^), 
iJa-f  c»H--B  =  jp'(cosÖ  V<?—  VA)^ 

oa  bien 

(aVA+bVC)VA  —  —  2>+y(VC— cosÖ  V-rf), 
{aVA+bVC)VC  =  — £4-i>'(coBdVC— V-4). 
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Divisant  cos  doox  ^galit^s  membre  h  membre,  on  obtient  r^qna* 

tion 

VC     —  Jü^p'itme  VC—  VA)' 

qm  ae  r^dnit  h 

^  EVA-^-p'iBcose  — A)  =  —  DVC-\-p\C—Bc03e), 

on  & 

DVC—  EVA  —  p\A  +       2BC08  ö) 

et  donne 

^^^^  ^  =^  +  C-.2i*C08Ö- 

Si  l'ou  substituc  ccAto  valcur  daiis  IViiiiiition  (14),  on  troiive  quo 
la  trauslation  de  Turigiiio  au  sommet  de  ia  purabole  (2)  chaugc  sou 
^quatioQ  daus  la  suivaute 

(XIU)  iA'\-C—  2Beosd)(xVA  -{-  yVC)* 

—  2iEVA  —  DVC)  liVC—  coaBVA)x  —  (VA  —  cosö  VC)y]. 

Kous  pouvous  faire  disparaitre  les  radicaux  de  cettc  cquation, 
en  mnltipliant  les  deox  membres  soit  par  soit  par  c.  Getto 
4qnation  prend  alors  les  deuz  nonvelles  formes 

(XUr)  (A-\-C  —  2B  cos  Ö)  (Ax  4-  i>»2 

—  2(-^ii  —  BD)  [(-ß  —  ^  COS  Ö)«  -  (w4  —  B  cos  %], 

(Xm")  +  C—  2J1C0S  Ö)  (5x  +  r//)2 

—  2(Bi?  —  CO)  [(C  —  B  cos  e)x  —  (JJ  —  C  cos  Ö)^]. 


§  VII.   Parametre,  Foyer  et  Directrice  de  la  parabole. 

51.  Talevr  da  parainHre  do  la  parabole 

(1)       fix,y)^  Ax^  +  2B!t3/'\-Cy^-^2Dx'\'2Ey  +  F^0. 

Si  Torigine  des  coordonn^es  est  transport^e  aa  sommet  de  la 
pajrabole,  son  ^quation  (1)  se  r^dnira  k  (ifi  45) 

(2J    {A  4-  C)  {xVA  +  yVC)^  +  2(DVC—  EVA)  {xVC—yVA)  =  0, 

en  sapposant  les  coordonn6es  reetangolairos. 

Rcpreseutoiis  pnr  P  Ic  paraiiictro  de  la  parabole,  et  desiguons 
par  1'  et  A'  les  distauccs  rcspectives  d'un  poiut  quclconque  («,  y)  do 
la  courbe  (2)  a  Taxe 

(3)  xVA'\-yVC^O, 
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et  ä  la  tangente  aa  Bommet 
(4)  xVC  —  sfVA^O. 

Nons  avons  6videmment 

et,  commo 

xVC—t/VA 

ii  vieut  aussi 

pour  requation  de  la  parabole. 

Gette  ^qnation  devant  Stre  identique  avec  (2),  on  a  Tegalit^ 

d'oü  Ton  tire 

ponr  rexpression  du  param^tre. 

Pnisqne  A  et  C  sont  n^cessairement  positlfs,  le  param^tre  P  anra 
le  signe  de  la  difffirence  ^ —  DVC. 

Si  iious  multiplious  Ics  dciix  torinos  de  la  fraction  (T)  successi- 
veniciit  par  VA  et  VC,  on  trouvcra  tj[ue  le  parametre  jP  alt'ecte  aussi 
Ics  dcux  formcs  suivautes: 

(10  P-  ^^-^^ 


 BE—  CD 

{A^oyß^^-c-' 


*  52.    Valenr  du  parametre  pour  dos  coordoniiees  obliques. 

Lorsque  los  axes  de  coordoiiiicos  soiit  obli(iucs,  la  translatiou  do 
Tohgiuc  au  sommct  chauge  requatiou  (1)  de  la  parabole  cn  {uP  50) 

(6)  er-  2008«  Vi*  6")  {x  VÄ-\-xVC)^ 

=  2iEVÄ—nvC)l{VC~  cosdVA)x  -  (Vil— cos  6  >/C)^/J 
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La  distauce  du  point  (ar,  y)  4  VasQ 

xVA-{-yV^C=0 

seia 


y— ilH-  <7— 2co8  0VÄC 
Celle  du  mMe  point  h  la  tangentc  au  sommct  sera 

^  ^  (t/g--C08e%/ii)a;— (VA—cos gVOy 

Vä+c— sicosei/AC 

Mettant  oes  Talenrs  daiu  r6galit6  y<  —  2P^Y,  on  obticnt  aussi 

X  [(VC— cosöi/A)»  — (VA— C08eVC)y] 

ponr  r^nation  de  la  parabole  (5). 

Identitiaiit  cottc  equatiou  avoc  (3),  ou  trouve,  pour  Toxprcssioa 
du  parametro  en  cas  d'axcs  obli(j[ucs,  ies  valeurs 

m      ^  -        c—  2co8fl vA(7)l ' 


(II")     F  = 


{AE  —  BD)%m^e 


(A  +  C—     cos  ö)y  A=*  -f  B^—  2 AB  cos  Ö 

 (BE— CD)visiH 

(AH-      2ÄC08Ö)yÄ»-|-  C«—  2£(7oo8  B 


53.  Coordoimee»  du  foyer.  llcprescutous  par  u  et  r  les  coor- 
donnees  du  foycr,  rapporte  au  sonimet  de  la  parabole;  par  a  et  ß 
les  coordouut'es  du  memc  point,  rapporte  ä  rancicuuc  origiuc. 

Le  foycr  ctaut  situc  sar  Taxe  de  la  parabole  (2),  les  coordonn^ 
«et V  8atisfont  T^quation 

qni  ropresentc  cct  axe,  iorsque  l'origine  efit  au  sommet  de  la  courbe. 
NoQS  avons,  par  suite. 

mVA+vVC=0, 

d*oü  noa8  tirons 

U  V 

II  Tient  ainsi 

i?"  A"  A+C  ""4(A+<7/ 


Ojgitized^j£(äl|gIe  • 


attendu  qae  la  distanco  da  foyer  aa  Bommet  est  ^gale  au  demi-para- 
mitre  ^. 


On  en  d^nit 


PVC  PVA 


Mettaut  ä  la  place  de  P  sa  valeur  (I),  on  obtient 
{EVA  —  DVOVC    BE—  CD 

(III) 

_  {DVC~K\  A)VA  _  BDj—  AB 
^~       2{A-^C)*  '~2iA-\-'C)*' 

pour  Ics  coordonnöes  du  foyer,  rapporti  au  sommet  de  la 
parabole. 

Puisquo  a  et  b  sout  les  coordouuees  du  summet,  par  rapport  k 
ra&deniie  origiuc,  noas  avons 

Sabstittions  &  u  et  v  Ics  valeurs  pr6c6deiite8  (III),  et,  ]a  place 
de  a  et  mcttons  lenrs  expressions  (YI)  da  44;  neos  aarons, 
poor  les  eoordonn^es  da  foyer,  les  valeors 

f     _         /VC  Ö   (DVA+EVOE 

\  "  ~  2{EVA-Dv  C)'  '2U+C){EVA-I)VCy 

(IV) 

 FVA  E      _      (DVA-{-EVC)D  _ 

^  "  2{DVC-EVA)     2(il-j-C)     2(ä^C)  (DVC—EVAy 

aox  qaelles  on  pcut  encore  donncr  la  fonne  soivante 

BF—  DK)  AD-\-BE 

"     2iAE—BD)  ^AiB-j-Cy 

(IV) 

BF^DE)       CE-\-BD . 
^'^2{CD—Bm  2C(il+C)' 

Nous  rctrouverous  ces  cuodounees  plus  lain,  au  IIÖ,  par  une 
m^tliode  dirccte. 

*  54.  doordoniides  ii  foyer,  poor  4es  axes  obltipiM»  L'^ga]it6 
troavöe  pricödemment 


VC~  —Vit 

BOUS  doBne 

IUI  LUEL  .  H 
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 2m?' cos  19^  u--\-v--\~2fn'Qasß 

C  ~  Ä  ~  —  2co& eVAC  ~~  A^  C—  '2costiV'AC 
 I'-'   (Ey/A  —  DVCy'^'m^ft 

Oa  eu  tire 


(V) 


{KVA—n V C)  V Csin^Ö  {BEj-  CD)  sm^e_ 
{DVC—  EVAWAiasi^e  {BD--AE)fsii!?B 


pour  los  coordounecs  du  foycr,  rapporte  au  sommet  de 
la  parabole. 

Si  nouB  augmontons  ces  cooidonn^es  de  Celles  (XI)  du  n**  49, 
qni  ditenninent  le  sommet,  boub  anrouB 

(VI) 

 FVC  D— Kerne  _ 

**      2(evA  -  DVCj  ~  '^2(A  ']-C—'2Bcos,¥) 

_^  DjVA  —cosOv^C)  4-  E{  VC—  cos  d  VA)  E  

2{A-\-  C— 2ÄCOS0)  ^  EV  A  -DVC 

FVA  E  —  DcosO 

P 


^{DVC'-EyA)     2U4-  (?-  2B  cos«) 

D{VA—eMBVC)-^E{VC—CQ%eVA)  D   

2U+C— ^DVC—EVA' 

pour  les  coordoüU(^es  du  foycr,  daus  le  cas  d'axes  obliques. 

Si,  daus  ces  expresBions,  on  iait  disparaitre  les  radicanx,  elles 
prendront  les  formes  suivantes: 

BF  D— .EcoB  B 


(VI') 


2{ÄE^BD)     2U+C— 2ACOB0) 

D(Ä—  Cco8g)+^g— icoB  6)  E 

2(il-|-C— 2ACO80)  ^{ÄE^BDy 

BF  E—JJcosß 
^  ~"  2{  CD  —  BE)  ~  2{A  +  C--2if  cos  Ö) 
_  ^iC—B cos       n{B  —  gcos g)  i> 

2U4-  C—2Bco8d)  ^CD  —  BE 

&5.  Eiimttett  de  la  dndte  perpenilieiilaire  i  Paxe^  menCe  par  le 
feyer.  Getto  droite  est  parallMe  k  la  tangente  an  sommet  (V)  da 
43,  et  passe  par  le  polnt  («r,  ß)\  eile  est,  par  snite,  repr^sent^e 
par  r^oation 
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mVC—yVA—aVC+ßVA  —  0. 

Or  les  exprcssious  (IV)  donnent 

■  w^  a...     u-^-OF  (Wii-j>vr)'-(WiH-i?t/C)« 

ou 

uVC-ßVA  2(W4~DVC)  +  A-^C  

L'^quatioa  de  notrc  droite  est  donc 

(VII)     .vC-yVA+-^^^^^^  a+C  -°- 

*  Si  Ics  coordouo6es  etaicut  obliques,  T^quation  de  cctte  droite 
aendt 

F{A  +       22/  cos  ^)  —  (/^-  +  /^^— 2i>i;c08fl) 
2(EVA^nvC) 

56.  Ctordonn^  da  plet  de  la  difeetrfce.  Bepr^sentons  par 
a'  et  ß'  ces  coordonn^es.  Kons  avons  ^videmment 

Rempla^ns  a  et  2>  par  levrs  valears  (VI)  da  44^  «  et  v  par 
lears  valears  QU)  da     53,  neos  troaverons  qae 


(IX) 


f  -g(-P^  — ^^+-E*--  CF)  AD-^  BE 
"         2iA-\-C)inD^AE)  (A-\-C)^' 

„  /^(i^^  —  /IF-f-  /»J^  —  C'i^)  ^  CE-\-BD 


*  Si  les  axes  sout  obliques,  ou  trouvera  de  la  meme  maniöre  que 

(X) 

r  ^— ^POsO  (CD— B^;)sin*ö 


2(ilB— -BZ>)     2(j1-|-       2i?C08e)     (-4  +  C—  2Äcofl6)* 
.2?(^~jgC08g)4-£(B~ilC08g)  />: 

 äF  JE— Z>coa^       ,  {AE—BD)t^BL*B 

^  ^  ^{CD-'BE}     2(^4-C— 25co8Ö)''~  (^  +  C— 2BcoBe)« 

EiC—Bcosß)-\-  D{B — Ccos  d)  D 


A-^-  C—  2^008  d  "^CD-^BE 
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57.  E^natloB  de  la  directriee.  La  dircctrico  est  paraliölc  i\  la 
tangente  au  sommet ,  en  m^me  temps  qu'  cllo  passe  par  le  point  («(', 
ß')\  son  ^quation  est  donc 

«  VC— y  VA  =  ttVC—  ß'VA. 

Mettous  a  ia  place  de  »'  et  ß'  Icurs  valcurs  (IX),  ou  trouvc 

7)2  af4-   CF 

(XI)  X  VC-,  VA  ^ 

pour  rcquatiou  de  la  dircctrico,  püur  des  coordouuees  rcctangulaires. 

Si  Tou  fait  disparaitre  los  radicaux,  ou  vorra  qu6  cctte  6qaatioa 
peut  encore  affecter  les  deux  formos  suivantes. 

(Xni)  Bx-^Ai,  2iCD-BK)  

*  Si  les  axes  des  coordonn^cs  6taient  obliques,  on  trooTerait, 
par  la  mdme  m^thode,  quo  F^qnation  de  la  directrice  serait 

(XIV)  •  {VC- cos  0  VA)x  ~  ( VA  -  cos  H  VC);, 

2(L>  V  C—E  VA)  " 

Cette  6qaatioii  peut  encore  so  mettre  sous  les  deux  forines  sui- 
vantes 

(XV)  {B—A  cos  0)x  —  (.1  —  yicos  0)y 

,  BFU-\-  C—  2B cos  6)  —  Bj  D-  -f  K'^  —  2DEcoA  6)  . 

2{CD—BE)  "  ' 

(XVI)  (C—  J9C0S  B)x'-{B — Ccos  % 

.  BF{A  -f  C—  2/j  cos  m  —  B{ D^-{-     —  2DEco8  6) 

2(ÄZ>— AB) 


§  Vill.   Paraboles  assujetties  ä  des  conditions  donnees. 

Nous  nous  proposons  de  detenninor  les  priucipalos  couditions 
analytiqucs,  auxquelles  doivont  satisfairc  les  coefHeieiits  de  requation 
generale  de  la  parabole,  ])our  (nie  r<)ri;j;iiu;  et  los  axes  de  coordon- 
Hees  aicut  des  positious  doimecs  par  rapport  a  la  courbc. 

Nous  snpposerons  les  coordonndes  rectangulaires,  et  nous  repr6- 
senterons  la  parabole  par  T^quation  g^n^ralo 
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(1)  {xVA-^p  VBy-^2Dx'\-2J':y'^F ^  0. 

79.  1/orlfine  est  sltnfo  sur  Taxe  de  1»  paiabole.  Pour  quo 
Taxe  de  la  parabolo  passe  par  Forigine  des  coordonnöes,  son  ^na- 
tion  (II)  du  39  devra  ctre  de  la  fonne  inx-\-nff  =  Q,  co  qni  exige 
qne  Ton  ait 

(I)  DVA-{-EVC=^0, 
Ott  bicn 

VC  *' 
oü  X  Fepr^soote  mie  iiid^torinin^e  quelconque. 

Ou  cu  tiro 

CO  qui  chaugü  Dotro  cquatiou  (1)  dauä  la  suivaute 

(«  Vui+y  V'(7)H-2A(aJ  VC— y  V^)+ 0. 

Ou  cu  cüuciut  (juc  rüquatiou 

(I')  (TOa:H-ny)»+2A(«a?— »Jt8f-|-|>)  —  0 

rei»resoutu  toutes  Ics  i>arabolcs,  dout  Taxe  passe  par 
l'origino  des  coordonnccs. 

80.  I/origiiie  appart  ieiit  ü  la  tangrentc  sonmict.  Dans  co  cas, 
Ic  tormc  coustaut  de  l'i^quatioii  (Y)  du     43  est  ual,  cc  qui.douuc 

Reinplayous  F  par  cette  valeur  üaus  l'ctiuatiüu  cdlc-ci 
dcvicnt 

\xVA+yVC-{-'-^-^^-^---j  +2  ^^ixVC-ijV^l)  ü. 

n  s'essait  que  r^qna'tion 

(II')  (ma;+«y-j-|>)2-|-2A(iMJ— i»y)  =0 

repr^sente  toutes  les  paraboles,  dont  la  tangonto  au 
sommot  passe  par  Torigine  des  coordonn^es. 

81.  L^origrine  des  coordonn^es  est  au  sonimct  de  la  parabole* 
L'origiue  so  trouvaut  k  la  fois  sur  Taxe  et  sur  la  taiif^^cnto  au  som- 
met,  los  dcux  conditions  (I)  et  (II)  devrout  etre  satisfaites  eu  m§me 
temps.  Oa  a  douc  simultauemeut 


166 


Dostor:  Now/tlU  düermination  «mafytiqu» 


€6  qni  transforme  l'^nation  <1)  en 


On  TOit  ainsi  qiie  r^qnation 


reprßsente  tontes  les  paraboles,  qni  ont  lenr  sommet 
&  l'origine  des  coordonn^es. 

82.  I/origine  se  trouve  sur  la  droite,  men^e  par  le  foyer  per- 
pendicnlairement  ä  l'axe.  L'equation  de  cetto  droite  (VIII),  u'^  55, 
(lui  passe  par  l'origine,  doit  avoir  son  tcrme  coustant  nul;  on  trouve 
aiusi  i'egalite  do  couditioa 


83.  Porigiiic  est  au  foyer  <le  la  parabole.  Puisqao  l'origine  se 
trouve  sur  Taxe,  on  a  d'abord  (fiP  79) 


En  mtrodniBaiit  cette  condition  et  oello  de  et  »  0,  ßssO  dans 
leg  valeun  (IV')  du     53,  on  obtient  en  ontre  l'^galit^  SF^DE^. 

Amsi  rorigiue  sera  au  foyer  de  la  parabole  (1),  si  Ton  a  en 

memo  temps 


(IV) 


ou 


DVA+BVC^O, 

AD-\-BE  =  CE+BD  =  0. 


(V) 


DVA'i-EVC'^Oy  BF—DE'^O. 
Ces  rebttiolUi  de  condition  neue  donnent 


d'oti  nous  tirous 


Ou  en  conclut  quc  requation 
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reprtsente  toates  les  paroboles,  qui  sont  rapport^es  &  leur  foyer, 
comme  origine  des  coordonn^. 

84.  I/origrine  est  sitii^e  snr  la  direetrice,    La  directriee  (XI), 
57,  passant  par  l'origiuc,  on  a 

d'oü  on  tire,  ponr  la  condition  demand^e 


(VI)  F  = 


L'^quation  generale  des  paraboles,  dont  la  direc- 
triee passe  par  l'orit^ine,  est 

(VI')       {mx-\-  n?jy  -  (m2-f  «2)  laiix—a)-\-ß{2x~ß)-]  =  0. 

85.  L^origrine  c^it  au  pied  de  la  directriee.  L'origiuc  6tant 
sita6  ä  la  fois  aar  Taxe  et  la  directriee,  on  a  la  double  coeditiou 

(Vn)  DVA+EVC-^O^   (A+C)F'>=  Lß-\-E» 

qui  donue 

==  C'F,       •=  AF. 

L*4quatioii  generalo  dos  parabolos,  qui  sontrappor- 
töes  an  picd  de  leur  directriee,  est 

(VII')         (tax + 2|»(i»ä+  „8)  ^n»  —  mg-\- 1)  -  0. 


Denxi^me  Partie. 

IMCeraiiiiatteii  analjtlqBe  des  tojm  dam 
.  les  secttons  eonlqnes* 

§1.  Conditions  pour  qu'  une  fonction  homogene  du  second  degri, 
ä  trois  variables,  soit  un  carre. 

86.  La  m^thodo  suivante,  qui  fonmit  les  ^qnations  aux  foyers, 

ropose  sur  la  naturc  des  conditions  analytiqaos,  anx  quelles  est  assu- 
jctti  un  polynömc  bomog^no  du  second  dcgre,  h  trois  Yariables,  ponr 
qn'il  soit  un  carr^,  k  un  facteur  constant  pr^s. 


1 
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Nous  allons  dcter miner  ces  conditious  au  moyeu  do  la  theorie 
des  ceutres  des  courbes  da  secoud  dcgr6. 

87.  $Qppo80iu  quo  lo  polyndme 

qne  nons  ponTons  anasi  dösigner  par  soit  an  carr6,  k  im 

fteleur  constant  prös. 

Dans  ce  caa,  l'^qnation 

(1)  /(x,y,2)-0 

repr^sentera  6vidcinmciit  dcu\  druitcs  paralleles,  qui  se  confondcnt. 

H  s'ensuit  que  chaquo  poiiit  lU;  la  coiiique  (1)  est  ini  rentre  de 
la  ligiiej  par  consequcnt  les  coordoimtcs  de  l'uu  quolcouquc  des  poiuts 
de  cette  conique  v^rifient  les  deux  equations 

Mais  reciuation  (1),  dont  le  prcmier  membro  est  bomogeue,  peut  aussi 
se  mettre  sous  la  forme 

commeles  ooordonnees  decbacun  des  points  de  la  lignc  annulent/'« 
et  /'^  ces  coordonn6e8  i^doiront  aussi  ä  z6ro  la  deiive  /'«. 
Les  troifl  ^nations 

(2)  /'»-O,    f'^^O,  A-O, 

86  trouTant  satis&ites  par  les  coordonnöos  de  toos  les  points  des 
denx  droites  confonducs  P  >-  0,  reprßsonterout  pr^ctsöment  cliacune 
de  ces  droites. 

II  est  d'aillcurs  evident  que,  si  les  trois  equations  (2)  sunt  v6ri- 
fi6s  simultan^ment  par  toutes  les  valenra  de  se,  qui  satisfont  & 
rdqoaüon  (1),  oette  ^qnation  representera  nne  conique  dont  chaque 
point  est  un  centre,  et,  par  suite,  representera  deux  droites  confon- 
dnes.  Dono 

Pour  qu'  uu  polyuomc  bomogeue  du  secoud  degrc,  ü 
trois  variables,  soit  un  carr6,  k  un  facteur  constant 
pris,  il  faut  et  11  snfflt  quo  ce  polyndme  soit  ^gal  au 
prodnit  d'nne  constante  par  le  carr6  de  l'nne  quelcon- 
que  de  ses  d^rlT^es. 

88.  Ces  conditions  peuvent  s'exprinicr  par  certaiiies  relations 
analytiques,  auxquelles  dcvrout  satisfaire  les  coefficieuts  des  divers 
terraes  du  polyoömc.  Ces  relations  sout  simples  et  s'obtieuucut  do 
la  mani^re  suivaute. 

Premier  eas.  Le  polynömc  P  est  coraplct,  cn  d'autres 
termes,  les  siz  coeffidents  a,  b,  f  sont  tous  differents  de  26ro. 


dn  fiytr»  «t  de»  direelrien  dan»  h$  Mcttbns  eomquM,  XQQ 
Poisque  les  trois  equatious  C^)  ou  * 

(3)  <  \f'y  -f'^-\-c>j^-ez  ==0, 

rcprcscntent  la  memo  droitc,  Icnrs  cocflicients  Bout  proportionnels. 
Ou  übtieut  aiiisi  ies  egalitcs  de  rapporta 

a      b     d      Ii      e  e 
d     e    / '    tl     e  f* 

qoi  ce  rMoisent  aux  trois  relatioiis  de  condition 

bd  »  a«,   be  =  cd,   bf  ==  de, 

On  a  dans  ce  cas 

Seeond  eas.  Le  carrd  de  Tano  des  Yariablos  manqae 
dans  le  pul)  Ddme.  Si,  i»ar  excmple,  lo  coeificient  a  dn  carr6  de 
la  variable  »  est  nal,  11  iaadra,  pour  que  les  trois  öqaatioDS  (3)  pnis- 
sent  reprßsenter  la  mdme  droite,  qao  les  tormes  eu  at  disparaissent 
aossi  des  donx  denuöres  de  ccs  6quations ,  on  quo  Ton  ait  en  ontro 
b^O^d^O. 

La  prciuiere  des  ßquatiuiis  (3)  rcprcsciitera  alors  uuc  droito 
quclcouquo,  pcndaut  quo  les  dcux  autros  so  rcduirout  b, 

ey-\-f9  =  0\ 

ceUes-ci,  pour  repr^sonter  la  mSme  droite,  cxigent  quo  ron  ait 

-=>»   on   «*  =  <?/. 
e  f 

Ainsi,  lorsqne  le  polyndme  P  est  priv^  du  carr6  de 
l'nne  des  variables,  11  fant,  ponr  qa*il  solt  nn  carr6  que 
les  deux  autres  termes,  qui  eontiennent  cette  variablo, 
manquent  anssi  dans  le  polynömo. 

Troisiemo  cas.  L'uu  des  trois  rectanglos  des  variables 
m a ü  q  u  e  dans  1  e  p  o  1  y  u  ö  m  e.  Adinettüiis,  par  exomple,  quo  ce 
soit  le  rectauglc  xy,  de  sortc  qu'  ou  a  6  =  ü. 

Les  ^qaations  (3)  se  r^oirout  anx  snlvantes 
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0-\-c}/-[-ez  ^  0, 
dx-\-ey^fe  =  0, 

Ponr  qae  celles-ci  reixr^senteiit  la  inline  droite,  il  &ndra,  en  oatro 
quo  Ton  ait  0  —  0,  e  —  0.  La  seconde  ^qaation  Bora  alors  iud^tcr- 
min^i^  et  les  denx  antres  deviendront 

ajr-\-(h  ^  0, 
€lx-^fz  =  0. 

Elles  repr^enteront  la  mdme  droite,  Bi  Ton  a 

ad 

3  •=  5    DU    rf^  —  af. 

Dono,  8l  lo  polyndme  P  manqne  de  Tnii  des  trois  roc- 
tangles,  ponr  qu'il  soit  un  carr6,  il  fant  que  l'nne  des 
denx  variables,  qni  ontrent  dans  ce  rectanglcmanqao 
totalemeut  dans  le  polyndme. 

89.  En  r<;snmd,  pour  qu'  uu  polynomc  homogene  du 
second  dcgrc,  a  trois  variables,  soit  nn  earr6  exact,  A. 
an  factenr  constant  pr^s,  il  fant  et  11  snffit 

1"  que,  si  le  polyuöme  est  complot,  lo  coefficicnt  du 
carre  de  chaquc  variable  soit  la  quatricme  ])roportiüu- 
uelle  au  dcmi-coef ficicnt  du  rectauglc  ([ui  nc  coutieut 
pas  cette  variable,  et  aux  dcmi-coefficieuts  des  deux 
autres  variables. 

2<>  qne,  si  le  polyndme  (  st  incomplet,  l'nne  des  va- 
riables manqno  totalemeut  dans  Ic  polynöme,  et  quo, 
dans  los  trois  tcrmcs  rectants,  le  denii-coefficicnt  du 
rcctangle  soit  moyen  proportionnel  entro  los  coeffici- 
euts  des  deux  autres  termcs. 

90.  81  le  polynöme  Pest  nne  fonctlon  dn  second  degr6  de  denx 
variables  «  et  on  fern  «  1  dans  tont  ce  qni  pr^cMe;  les  con- 
ditions  d'un  carr6  exact  seront  oncore  exprimöes  par  les  mÖmes  re- 
lations  qne  d-dessns. 

10.  Bopposons  que  le  premier  membre  de  l'equation 

soit  nn  carr6  exact,  ä  nn  factenr  constant  pr6s. 

Cette  equatiou  rcprcsciitcra  doux  droites  coiit'ondues,  et  scs  coef- 
fiüients  veritieront  les  trois  egalites  de  coudition  (u^  88) 
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(I)  2x2  =  ae,    he  =  cd^    hf  de, 

ChMmno  des  drdtes  confondnes  Bera  eiprimie  par  l'iue  qael- 
conqne  des  trois  ^natioiis 

et  Ton  smn 

(II)  ax^'\-2hxy-\-cy-\-'-Ztlx^2cy-^f 

2*^.  Si  le  Premier  membre  de  chacane  des  trois  ^qoations 

ax24-2rfar  +  /'  =  0, 

est  nn  carri,  k  nn  fectenr  oonstaat  prds,  les  relations  de  condition 

(III)  — ac,   d^—afy    e^  —  cf 

seront  respectiyement  satisiiEutes,  et  Ton  anra  les  identit^ 

€y«  +  2e«  ^(cj^  +  ß)^ 

91.  Les  pulyuunies  du  sccond  degre,  ä  cinq,  qoatre  ou  deuz 
termes,  tels  quo 

ax^  -\-2bxy-\-cy^-\-  2dx  -f  -  2«y, 
««*+<**+2<to+2<jy4-/,  etc.; 

«B*-f-  2b  xy  ■\-  cy^     2(/x,    etc. ; 

ax*-\-cy*y  ax^-\-2bxy^ 
ae^-i-2dXy   aa;*-|-/,  etc 
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nc  sauraieut  Jamals  etro  leg  produits  d'uu  corre  cxact  par  uu  l'acteur 
coustant 

§  II*  Equation»  g^nörales  aux  foyera  des  Mctions  ooniques. 

92.  Gonsid^rons  une  coniqno  quclconque,  qui  soit  repr^seut^o 
par  r^Qfttioii  la  plus  g^nSralo 

TraDsportonB  I'origiue  en  ua  point  quelcooque  (or,  ß)  de  son  plau, 
eo  üaisaut 

r^aation  (1)  devicndra 

(2)  Ai;'«+2i?*V4-C^'^  +  «;'/'a+i^'/;V4-/(«,  ß)  =  0, 

et  la  distanco  d  d*ua  point  ({uolconquo  M{x\y')  do  la  courbe  &  la 
nonvdle  origino  sera,  poor  dos  axes  roetangulairi'S, 

Si  la  nonvcUo  originc  est  au  foycr  do  la  coniquo  (1),  la  distance 
d  sera  uuc  function  ratioiinello  et.  liiu'uiro  di  s  courdonnccs  x'  et  //' 
du  point  M\  dans  cc  cas  l'cxpresaiea  9t'^-\-y"^  est  un  carr^  exact  a 
uo  facteor  constant  prds. 

Or,  en  vertu  de  r^uation  (2),  nous  avoiis  idcutiqucinent 

(3)  A(«'2+2,'^;=(^-i-A)«'*+2Äxy-f(C+A)^'^-f;ry '„-f '^+/(«,  ß), 
oft  i  est  nne  constante  iiid6tenDm^. 

Pour  (|uc  le  sccond  iiicmbrc  soit  im  ciinv  cn  x  ot  ?/',  a  uu 
faeteur  constant  i)res,  il  faut  et  il  .sutht  quc  Ics  troia  rolatiüus,  aua- 
logucs  aux  egalites  (I)  du  n®  90 

M  »  oe,   &e  =3  c<^  bf=de^ 

BOient  identiquemeut  satisfaites. 

Nous  trouYons  aiusi,  niitrc  les  coordouuees  o,  ^  du  foyer  et  la 
coustauto  A,  los  trois  relatiojis 

...  [  Bf'a  -  (^+A)/V, 

(5)  4Bf{a,ß)^f'af'^. 

Si  nous  61iminons  la  constante  X  cntrc  les  doux  prcmicres  (4) 
de  CCS  6galites,  uous  obteuous  la  rclation 
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(6)  Bf'a'-^iA-Cjf'a.f'ß-ßf'ß  -  0. 

k  laquelle  devront  satbfaire  les  coordonn^  «  et  ß  du.  foyer  de  la 
coniqne  (1). 

Si,  (lans  ccttc  dernit're  egalite  (G),  nous  rcmpla^ons  Ic  produit 
f'tf'ß  par  soii  equivaleiit  'iB;'{ttfß)^  quo  fournit  l'tquatiou  (5),  nous 
aurous  uuc  uouvello  rclatiou 

cntre  les  coordonuces  du  iuycr  («,  ß). 

Nous  eil  cüiicluüus  ([oe  les  foyers  de  la  conique  (1)  sont  les 
points  d'intcrsectiou  do  deux  quelconqnes  des  trois  lignes  da  sceond 
dcgr^ 

I  /V  -  MA  -  0/(«,  9)  -  ^ V  -  0  *). 

93.  liCs  foyers  des  courbes  du  secoud  dogrc  sont 
situ  ÖS  Sur  les  axes  de  ces  courbes. 

Oar  la  premidre 

(II)  Bfz*- {A^  C)f',f,  -  Bf'u-  =  0 

des  tiois  relatious  prec^cutes  est  pr^s6ment  (n^  1)  reqnation  aox 
axes  de  la  conique  (1). 

94.  Geniales  foeales.  Les  doox  autres  ^nations 

(III)  45/(0-,  y)-/'./V-0, 

(IV)  /•V-4(.4-  6)/(a:,y)~/V  »  0 

reprSsentent  devx  courbes  da  secoud  degre ,  qui  passe&t  chacune  par 
les  foyers  de  la  coniqac  donnte  (1). 

*)  Cotte  mdthode  a  ctc  iudiquec,  d'uiic  municrc  ties  succinte,  par  M.  B. 
O. I  anden  €Btm  du  Ijcee  de  Reim»,  dans  lefl  Konrelles  Annalas  de 
Math^matiqnes;  S^s^ie,  tome  XVII,  1878,  page  86«  L*aatear  ^tablit, 
comme  condhions  de  rettonnabilitd  de  la  raclne  carr€o  d'un  poljndme  du  se- 
cond  degrd  k  deux  variablee,  les  relationa 

^  ^  afy   ^:s^ef^  de^  hf, 

En  partant  de  11^,  il  oblleat  les  dqnations 

pour  Celles  des  foyers,  sans  rien  pr^gnger  ni  de  la  natare,  ni  da  rdle  de  ces 
c<Kirbcs.   Uk  s'arr6tent  ses  calcnls  et  son  aiticle. 
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NoQS  donnerons  &  ces  eoarbes  le  nom  de  coniques  focales. 

La  uaturc  et  la  position  des  doux  coniques  focales  so  determi- 
neut  aisemeut,  si  Tou  a  soiii  do  develupper  leurs  equatiüus. 

95.   IMQMä  ä  Puage  dn  d^Teloppencnt  der  dfiutions  feealei» 

Kons  nonB  proposons  de  calculer  le  cair6  de  chacmie  des  d^riy^es 
de  la  foDctioii,  qöi  forme  le  premier  membre  de  l'^quatioii  de  notro 
conique  donn^e  (1),  ainsi  que  le  prodnit  de  ces  deox  d^riv^es. 

1^.   Carre  des  dcrivecs.   Puisqu'  ou  a 

il  vicut,  on  61evant  au  carre, 
Mais  ou  a 

ßetraucbaut  la  secoudo  idcutite  do  la  prcmiörc,  ou  obticnt 
d'oü  on  tire 

(V)  /',*:^lAf(w,9)+4l[{B»--A€f^+2iBD-AEIg+Cß^AI^. 

On  Terrait  de  mdme  qae 

(VI)  /'ir*  =  4Cy(a:,  y)  +4[(Ä» -AC)x^-\-2{BE-CD)x-{- —  CF], 

2*.  Prodnit  des  dörivies.  On  a 

-  2iAx-{-By  -f  I>).  /„  -  2(Äx-|-  6VH-£), 
d'oü  on  tire,  en  mnltipliant, 

f'^f'^  =3  4lABx^-\-{B^-\-AC)xjf-^BCy^+(BJ>i-AE)x 

MBE-\-CD)y-\-DEl 

Mais  on  a  aussi 

4Ä/(«,  y)  —  ^ABx^  ^2B^xy-{-BCy^-\-  2BDx-{'2BEy'i-BFl  . 
n  vient  par  soite,  en  retranchant, 

—  4{lß*  ^AC}my^{BD — AE)x + {BE — CD)y  BF-- 
On  en  tire 
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(VII)  = 

96.  das  ^  la  coulque  (1)  est  une  parabole.    On  a  alors 
— AC  —  0,  ce  qni  r6dait  les  trois  idontit^s  pi^c^dentes  ä 

(Vni)        ^        ^  'U/'(-c.!/)^  i[2iBD  +  A/C)j,i-'}y^-An 

(IX)  f'.^fy^ABf{x,y)  -  iiBD—AE)x^{BE-^CD}y'\'BF"-Dß]. 

97.  Foeale  asyinptotique  aux  directioiis  coonlonn^cs.  La  prc- 
miere  couiquc  focalc  est  roprüscutco  par  Toquatioa  (III).  Cctte  eqoa- 
tion,  eu  vertu  de  Tidcutite  (VII),  so  reduit  ä 

(X)  iS*—AC)x9+(BD'-'A£i)x'^(BB—CD)y^BF—DE  =  0. 

Cclle-ci  represcnto  unc  liyperbole  conccntriquc  (n^  5)  rl  la  coni- 
quo  doimee  (1),  et  ses  asymptotes  sont  paralleles  aux  axes  de  coor- 
douuees. 

Nous  lui  donnerons  le  nom  de  foeale  aBjmptotiqae  anx 
directions  coordonn^es. 

Si  Ton  rapporte  laconiqae  donn^e  (1)  et  cetto  hyperbole  (X)  h 
lenr  centre  common,  snpposö  unique  et  &  distance  finie,  lears  ^aa- 
tions  deriendront 

(XI)  {B»—AC)xy-{-BIT^O, 

oü  H  est  ^gal  au  dischmioant  n^tif  de  la  conique  doun^e  (1),  divis6 
par  B^—AC. 

Les  demi-axes  de  cette  hyperbole  sont  fournis  (n<*  11)  par 
r^qnation 

par  Buite  Thyperbole  est  ^qnilatdre. 

98.  Foeale  k  axea  pamlldlfis  anx  eoordonn^  L'^qnation  (IT) 
repr^sente  la  seconde  coniqne  foeale;  comme  on  pent  Ttonre 

f'x'-'^Afix,  y)    /  V  -  ^cfi^.  y). 

on  Toit,  par  les  identitös  (Y)  et  (VI),  qu'elle  affocte  la  forme  simple 

(XII) 

{B^—AC){x^—y^)\2{BD-CD)x—2iBD-AE)y\E^—CF—DHAF=0. 

CeUe-d  repr^aente  nne  hyperbole,  qni  a  mßme  centre  qne  la 
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coniqne  donn^e  (1),  et  dont  les  axcs  sont  paralleles  anx  axes  do  coor- 
douuees. 

Nona  loi  donnerons  le  nom  de  focale  k  axes  paralleles 
anx  coordonnees. 

Si  Von  rapportc  c&tte  focalc  u  sou  ceutrc,  sou  equutiuu  devicudra 

(xni)  (Ä«— ^o(««-y«)+u— c)jy=  0. 

Les  demi-axes  de  cette  hyperbole  sout  düiiuees  par  ruquation 

Cette  bypcrbole  focale,  eomme  la  pr^cedente,  est  doiic  ^qui- 
lat^re. 

9*J.  Si  le  rectangle  des  variables  inauquc  daiis  l'equatioü  (1)  do 
la  couique  doimee,  on  aura  Ä  U,  et  la  prcniierc  byi)erl)ule  focalo 
(III)  se  reduit  si  ses  asyinptotes,  ou  au  Systeme  des  deux  axes  do  la 
courbe  (1),  qui  lui-mcmc  est  represeute  par  l'equatiou 

oa  par  les  deux  droites 

Dans  CO  cas,  les  oxcs  de  uotre  cüuiquo  (1)  sout  paralleles  aux 
axcs  de  coordouuecs. 

n  hat  alors  faire  «sage  do  la  seconde  focale,  doDt  l'^qnatioa 
(Xn)  se  röduit  k 

AC{x^—y^)-{-2CDx  —  2AE9-i-D^—AF—E^-\-CF''  0, 

Ott  k 

100.  Si,  au  contrairc,  les  earr^s  des  deux  variables  manqaont 
dans  r6qiiatioii  (1)  do  la  coniqao  donn^e,  on  aura  il  =  (7=0,  et  la 
seconde  conique  focale  (IV)  se  r6daira  aa  systdmo  des  deox  axes  de 
la  conrbe  (1),  qnl  Ini^möme  est  repr6soiite  par  l'^qnation 

oa  par  les  deux  droites 

Daus  ce  cas  les  axes  do  uotrc  conique  (1)  sont  paralleles  anx 
bissectrices  des  anglcs  compris  entro  los  axes  de  coordouu4es. 

101.  En  rtenm^  les  foyers  des  coniqnes  se  dötermi- 
nent,  en  g^näral,  par  l'intersection  de  deax  droites  (II), 
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qui  sout  Ics  axos  de  la  courbe,  avcc  l'unc  ou  Tautrc  des  dcux 
hyperboles  equilateres  (III)  et  (lY),  quo  uous  avons  ai)pelees 
couiquüs  focales. 

La  premi^re  (III)  de  cos  hyperboles  a  scs  asymptotcs  parallöIcB 
anx  axcs  do  coordonuces;  dans  la  seconde  (IV),  ce  sout  Ics  azes  do 
figare,  qai  sout  parall^es  anx  axos  de  coordonn^es. 

Dans  les  cas  particuliors,  l'nno  ou  rautre  do  ees  deax  conitci 
focales  so  confond  avec  les  axes  m^mes  de  la  coniqao  donn^e ;  ü  fuA 
alors  avoir  recottrs  k  Faiitre  byperbole  focale. 

*  102.  D^termtnation  des  foyers  ponr  des  coordonn^es  obliques» 
La  distanco  ö  d'un  point  qnclconquc  M(x\y')  de  la  coniqno  (2)  au 
foyer  (o,  ß),  qoi  en  est  l'origine,  est,  daus  ce  cas 

On  a  doac  ideutiquemeut,  au  licu  do  (3),  l'^alite  SQiyante 

A(«'»4-y'2  +  2xyco8Ö) 
A)x'2  +2(Z^  +  Acos  ey/  +  (C'-f  A)2/'*-i-a:'/ 'a+^/V>+/(«,  ß). 

Pour  quo  le  sccond  nioinbro  seit  uu  caiTÖ,  k  an  factoar  constaot 
pr6s,  ü  faut  et  11  Buflit  qac  l'ou  ait  (u^  90) 

/  (Ä+icosd)/'«-U+A)/V, 

(7)  A  cos  $)f'ß  «  «7+  i)/'«, 

(  4(5+aC08Ö)/(a,  ß)  «=/'a/> 

Les  deiix  premi^res  de  cos  relations  dounent  ponr  X  les  valeon 

*  "°  f'ß—eoae/'u 

/•'«— cosö/y 

qni,  Stallt  dgal^es,  foornissent  l'^vatioii 

{Bf'a  —Afp)  {/'a- COS  6/'ß)  —  iB/'ß—  Cf'a)  {fß-^COSefa)  =  0, 
OS 

(8)  (Ä—  CCOS  e)f'a"  -  (A—  C)/'af'ß  —{B  —  A  cos  6)  /      =  Q 

Afin  d'avoir  sne  antre  relation,  ind^pendante  de  iL,  entre  a  et  /f, 
qui  soit  symetriquc  par  rapport  ä  cv  et  |3  et  les  deriv6cs,  moltii^iiB 
en  croix  les  deax  premiSrcs  des  relations  (7)  par  la  troisiöme;  noos 
obte&ons,  apr^s  r^ductions,  les  ^alit4s 

TtQ  LXXIL  19 
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qui,  par  r^liminatioii  de  1,  Sons  fonrnisaeiit  iine  deindöme  felation 

Au  moyen  des  ^galites  (8)  et  (9),  on  peat  obtenir  denz  autres 
relations  entre  «  et  ß, 

Dans  requation  (8)  rcmplagous  f'ß^  par  sa  valeur 

/'««-4u-c)y  («,/?) 

tirce  de       cettc  equatiou  devieut,  apr^s  division  par  A — C, 

(10)  C08d/V+4(Ä— -äco86)/(«,/3)-/V'/? «  0. 

Oü  trouverait  de  meme,  en  climinant  f'a^  entro  (8)  et  (9) 

(11)  C086!/>«-i-4(Ä  —  C7C086)/(o,  ß)--f'uf'ß  =  0. 

Nom  Toyons  ainsi,  d'aprte  leg  lelations  (8),  (9),  (10)  et  (11),  quo 
les  foyers  de  la  eoniqne  (1)  sont  les  pdnts  d'intersection  des  denz 
premi^res  lignes  da  second  degrd,  entre  clles,  on  ayec  chacune  des 
denx  aatres 

iB—Ccosd)f'x^—(A  —  C)f',r,j-iB~Acosd)f'^  =  0, 
r„«-4(^-  Ofix.y)-/',,-  =  0, 

C08Ö/ V4-4(ir— 4C086r)/(«,y)— /V'»  —  0, 
C08Ö/'«+4(iB--  C<SOB$)f(st,  y)  —f'xfi,  —  0. 

*  103.  La  prcmicrc  de  ccs  cquations  est  cellc  dos  axes  de  iiotro 
conique  (u^  3),  lorsquo  les  coordouncca  sont  obliques.  Ou  trouvo 
donc encore  ici  quo  les  foyers  des  courbes  du  sccoud  degr6 
sont  sitit^B  snr  les  axes  de  ces  courbes. 

*  104.  La  secoude  des  equations  (XIY)  est  ccllc  de  l'hyperbole 
equilatere  (IV),  qui  a  iiiemc  ceutrc  que  notre  conique,  et  dont  les 
axes  sout  paralleles  aux  axes  de  eoordonuees.  Elle  affecte  la  memo 
forme  que  daus  le  cas,  oü  les  axes  sout  rectangulaircs. 

*  105.  Les  dcux  demiöres  des  ^qnations  (XIY)  repr^ntent 
denx  byperboles,  dont  les  asymptotes  sont  paralleles  aux  axes  de 
coordomi^s,  et  qai  ont  meme  centre  quo  la  conique  donnee  (1). 

Si  Ton  rapportc  ces  courbes  focales  Im  centre,  leurs  equations 
deviennest 

(Ä«- JC)«y+(Ä— CcosÖ}fl's=  0. 
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Lors(iue  les  coonlonnocs  sont  rectangulaires,  ces  deux  liyperboles 
se  couibiidout  avcc  l'hypcrbolo  localo  (III). 

106.  Eqnations  des  directrices.  Lorsqii*  on  connait  les  coor- 
donnöcs  d'uu  foyer  (a^ß)  do  la  couique  (1),  on  peut  troitver  im- 
m^fttement  l'^uatioii  de  la  dircctrice  correspondante. 

Gar,  8i  tt  et  /}  sont  lea  coordonnöes  d'an  foycr,  le  seeond  membre 
de  ridentitö  (3)  sera,  d'aprte  la  formule  (II)  du  vf^  90,  egal  ä 

par  cons^qaent  r^Qation  de  la  directrice  est 
on,  par  le  retour  &  randenne  origine, 
Comme  on  a 

2/(«,  ß)  =  a/'a-\-ßf'ß-\-2(Dct-\-Eß-{-F), 

r^qoation  de  notre  directrice  so  reduit  ä 

On  retrouve  ainsi  la  polairo  du  foyer  (o,  ß), 

§  III.  Equations  aux  foyen  des  oonlqHes  k  ^imlioii  rMuite. 

107.  Premier  ca.s.  L'cquation  de  la  couique  uc  cou- 
tiont  pas  le  rcctangle  des  variables. 

Cette  ^quation  est 

(1)  f(x,  y)  =  Ax-^  Ci,«+2ZteH-2%+F  =  0, 
et  devient 

Ax'''-\-Cy'^-\-x'f'a^y'f'^-\-/{a,ß)  =  0 

par  le  transfert  de  Torigine  au  foyer 

Kons  avous  donc 

Le  seeond  membre  ne  peut  6tre  uu  carr6,  que  sl  Ton  a  en  mdme 
temps  (no  89) 

(2)  A+k^%  A-0,  /y-4(C+A)/(«,/3)j 

IS* 
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OH 

(3)  /V  =  0,  A*==4(.l  +  A)/(a,^). 

Chassaiit  rindt'tormiuiic  l  de  cliacun  des  systcmes  (2)  et  (3),  oa 
trouve  quo  Ics  foycrs  de  la  coniquo  (1)  sont  les  intersectious 

de  Taxe  /  «  —  0  avec  la  coarbe  /  V+^U—  WO^t  v)  =  0, 
et  Celles 

de  Taxe  /V  —  0  avec  la  covrbe  /'»•-f^C^?— '^)^(*»  v)  —  ^ 

Or,  pour  ^  =  0,  recuatiou  (11)  des  axes  (u^  93)  se  r^duit  ä 

la  premiero  coniquo  focale  (III  du  94)  so  coufond  avec  ces  axes, 
tandis  que  T^quation  (IV)  la  secondo  focale  {n^  94)  conseiiye  la 
mdme  forme 

Los  foyers  de  la  coniquo  (1)  sont  donc  detcrminees  par  le  Sy- 
steme des  deux  equatious 

\  /V-4(a-o/(«,»)-/V - 0 

Co  cas  particulier  reutro  aiusi  daus  Ic  cas  gencral,  si  Ton  a  soiu 
d'adjoindre,  k  requatiou  des  axes,  cello  de  la  coniquo  focale,  qui  reste 
distincte  des  axes. 

108.  Seeond  cas.  Le  carrö  de  Tmie  des  deux  variables 
manqae  dans  l'^qnation  de  la  conique. 

Si  le  termc  cu  no  so  trouve  pas  daus  l'equation,  celle-ci  af- 
fecte  la  forme 

qne  la  translation  de  l*origine  au  foyer  (a,  ß)  transforme  en 

Nous  avous  par  suito 

Pour  quo  le  second  membre  seit  nn  carr^  ü  fast  et  U  saf&t  quo 
Von  tat  (n«  90) 
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Ces  ^qoations  sont  aualognes  ä  Celles  (4)  et  (5)  du  cad  göniral 
(n^  02);  par  cons^qoent  les  foyers  sont  Ics  points  d'interscctiou  dea 
axea 

avec  la  coniqao  focale 

W(«,y)-/Vif  =  0 
Kons  rentrons  ainsi  de  nonveav  dans  le  caa  g^n^ral. 

109.  Troisitino  cas.  L'equatiou  do  la  coniquc  mauquo 
dos  carres  des  variables. 

Cette  coniqae  est  rcpr68eDtde  par  rdqaation 

En  transportant  Torigino  au  foyer  (or,  ß),  on  la  chango  en 

?Bx'!/'-\-x7'a-{-y'/'ß+Aa,ß)  0, 

de  Sorte  quo  Ton  a 

Lc  sccond  iiiciiibrc  sera  uu  carre,  4  im  factcur  coustaut  pres,  si 
Ton  a  simultaueiucnt 

B/'a  =  xr'ß, 

B/'ß  A/'a, 

ce  qai  fonrnit,  ponr  les  6qiiatioBB  aoz  foyen,  le  systöme 

Notts  noiis  trottvons  encore  ramen^  an  cas  göndral,  oh  il  snfSro 
de  poser  ^  —  0,  C  —  0. 

110.  Qnatrieme  cas.  Le  carr6  d*nno  variable  et  le  rect- 
angle  des  denx  variables  manquent  dans  röqnation  de 
la  coniqne. 

L'^quatioQ  do  celle-ci  est,  par  exemple 

Eq  ti'ausportaut  Torigiue  au  foyer  (a,  ß),  ou  la  iransforme  cu 

P)  -  0. 


i 
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Nona  avons,  par  cons^qnent, 

Le  seoond  membre  seni  im  carrd,  ä  an  factear  constant  prös, 
si  Ton  ft 

ou 

Or  rind^terminec  A  no  sanrait  Stre  nulle;  par  suite  leg  condi- 
tions  (4)  flont  senles  admissibles. 

Lea  foyers  sont  donc  dötermin^s  par  les  deax  ^nationa 

Ges  denx  ^qaationa  rentrent  encore  dans  Celles  (II)  dn  n^  98  et 
(IT)  dn     94,  qni  appartiennent  an  cas  g6n6rat. 

111.  II  y  auraif  oncoro  a  considc-rcr  lo  cas  oh  les  termcs  du 
Premier  dcgr6  mauqut  ut  dans  re([iiatiün  de  la  coniquo,  et  celui  oü 
la  caract^ristique  — AC  est  egalo  X  zcro.  Nous  les  traiterons, 
avec  ddreloppemeuts,  dans  les  denx  paragraphes  snivants. 

On  y  verra  qu'ils  sont  aussi  compris  dans  Ic  cas  gcneral,  de 
Sorte  qua  les  trois  equations  (I)  du  ii"  92  suffiseiit  toujours  pour 
trouvcr  les  foyers  dos  courbes  du  sccond  degre,  quelle  que  soit  la 
nature  des  6qaations,  qui  reprcscuteut  ces  courbes. 

%  IV.  Mtermlnation  des  foyers  et  des  diraetriees 
dans  les  ooniques  A  oentre. 

112.  Les  eqiiatiüiis  aux  foyers  (I)  du  n*^  92,  que  uous  avons 
trouvees  pour  des  coiii(iues  rapportees  a  une  origiuc  quclconque, 
prennent  une  forme  bieu  plus  simple,  lorsque  la  courbe  du  secoud 
degr6  est  donte  d'nn  centre  nnique  et  qu'oUe  est  rapportee  k  ce 
centre  comme  origine  des  coordonn6es. 

Supposons  que 

(1)  y)  CV+ir=  0 

seit  requation  de  la  coniquo  doau6e. 

Les  eoordonn^  de  chaqne  point  (ar,  y)  d'nn  aze  ^tant  propor- 
tionnelles  aux  dMv^es  de  la  fonction  /(«,  y),  prises  par  ri^port  & 
ces  coordonn^,  on  a 


* 
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cc  qui  transformc  i'^quatiou  aux  axes  (II)  du     93  daus  la  saivaate 

(2)  C)«!y— -By«  — 0. 

Eusuite,  puisque 

röqnation  (III),     94,  de  la  promi^re  conique  focale  poorra  8*6crire 

ou 

(/'»  —  2J^)  (2ÄB  — A)  +  4B«fl3f  +  IBH  —  0 ; 

et,  comme 

/'^_2%  =  2^  2B«— 2Qr, 
cette  ^qnation  se  r^duira  k 

(3)  (B«—  AC)X9  4-  BIT  -  0. 

Pour  avoir  requation  de  la  sccoiulo  conique  focale,  nou^  u'avons 
qu'a  elimincr  Ic  rectaugle  xy  eutre  les  deux  equatious  (2)  et  (3). 
Getto  eq,uation  est  douc 

(4)  (B»—  ^C)(aj«-y«)  +        C)H-  0. 

Nous  Yoyons  aiusi,  par  (2),  (3)  et  (4),  quo 

(I)  I  {Bß^AC)x!f  +  BJT  -  0, 

sont  les  equatious  aux  foycrs  des  coniquos  ä  centrc,  qui  sout  rap- 
portees  ii  leur  ceutre  comme  origiuc  des  coordonnees. 

118.  Coordonn^es  des  fbjen.  L'^aation  aux  axes  (2)  se  dö- 
compose  dans  les  6qiiatioiis 

m  A^C±fft 

(5)  i  =  25  ' 

on 

y  C—A±di 

(6)  5  =  — 23 — * 

oh  BOUS  ayons  pos6  la  valeur  absolne  da  radical 

L'iqnation  (3)  de  la  focale,  asymptotiqoe  aux  ates  de  coordon- 
B^es,  noiis  donne 

Bff 

(7)  ^--W^ZJC' 
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Multiplions  cctto  eqnation  succossivcincut  par  (5)  et  (G),  et  dc- 
sigTioiis,  eu  geueral,  cuinme  plus  haut,  par  a  et  ß  les  coordouiices 
de  l'uu  quelconquc  des  foyers.  Nous  obteuous,  pour  les  carr6s  des 
coordouüoes  des  foyers,  les  valeurs 

Si  nous  mottons,  &  la  place  de  9i,  son  expresaion  (II),  fl  nous 
Tieodra  les  ^qoations 


i  =  

m 


2  *  B'—AC 


qni  donnent  les  coordomi^  des  qaatrc  foyers  de  notre  coniqae  k 
ceatre  (1). 

Dans  CCS  exprcssious,  Ic  radical  donne  son  siguc  au  nuintTatcur 
de  la  fractiou  correspoudaute;  par  suito  les  deux  valeurs  de  k^,  aiusi 
que  Celles  de  |3=^,  sont  de  sigiies  coutraires.  Dono  deux  des  quatrc 
foyers  sout  rcols  et  les  deux  autres  sout  imagiuaires. 
lyaiUenrs  les  doux  foyers  r6els  sont  situes  sur  le  mdme 
axe. 

114,  Eqaatlon  anx  absclsses  et  <^fination  aiix  ordonnees  des  foyers. 
Dans  les  valeurs  (II)  de  et  de  ß-,  les  sigues  supericurs  sc  cor- 
respondcnt  entre  eux,  aiusi  que  les  signes  inferieurs;  mais  ccs  signes 
correspondent  inversement  avec  les  signes  des  axes  (2)  ou  (3),  sur 
les  quels  so  trouveut  ces  foyers. 

Si  nous  separons  les  signes  de  +  9't ,  et  qoe  nous  rcprösentions 
par  ±a'  et  ±^a"  les  absdsses  des  quatre  foyers  de  la  coniqae  (1), 
nous  aurons 

"        2iB»—AC)  *     "    ^  2{B*—AC)  ' 

nous  en  tirons,  on  ayant  egard  k  la  notation  (II), 


(,B*—ACf 

L'^qaatloa  anx  absclsses  des  quatre  foyers  est  donc 
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(IV)  (JP-J6'J«^  +  U-  C)flfe«-;gf~^^^  = 

L'iqnation  anx  ordonn^ei  des  qnatre  foyers  est  de 
mSme 

(V)  ^B^-AC)ß^-{.{C^A)Hß^^^^  ^  0. 

115.  Eqiwtleii  an  direetriees*  La  diroctrice,  qui  comspond 

an  foycr  (a,  ß),  a  poar  dquation  (n^  106) 

Paisqac 

cette  ^quatioQ  revient  ä 

(^+Bj8)»+(Ba+qj)y+ff-  0; 
et,  comme  oeUe-ci  peat  s'ecriro 

On  voit  douc  que  i'cquatioii  de  la  directrice,  qui  correspood  an 
foyer  (o,  ß),  est 

(Ö)  Kf/'^-f /J/V  +  22f=0.  . 

La  directrice  paraU^Io,  qui  correspond  aa  foyer  (— «,  — jJ) 
8itii6  BOT  le  mdme  axe,  a  de  mdmo  ponr  ^quation 

on 

L'equatioD,  qui  donuc  a  la  fois  ccs  dos  directricos,  sera  donc  le 
produit  des  dcox  ^quations  (Ö)  et  (ü),  oa 

(«/'«+iJA)*-4£r«-a 

Si  nous  effectuons  le  carrc,  nous  auroDs 

Dans  cette  ^quation,  rempla^ons  «-  et  i?^  par  leiirs  valeurs  (III), 

—  BIT 

pnis  aß  par  sa  Talenr  ^_j^q  tir^e  de  (7);  eile  devieat,  apr^ 
ridnction» 

(VI)  (C-ui:F3i)/V+(^-Cq:8t)/V~4flA/'y-8(B»--^C)Jf=0, 

et  constltoe  röqnation  anx  qnatre  directrice«  de  notre  oo- 
niqae  ä  centre  (1). 
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Cette  equaliou  est  d'uu  emploi  peu  commodo. 

Lonqa'on  connait  les  coordonn^es  d'nn  foyor  (a,  ß)  de  Ift  co- 
niqoe  (1),  il  est  plus  avantageiix  de  faire  nsage  de  la  polaire 

da  point  (a,  ß).  En  y  rempla^ant  a  ot  ß  par  les  Taleors  obtcnnes, 
on  a  imm^diatemeiit  l'^aation  de  la  diroctrice  correspondanto. 

116.  Nou8  allous  appliquer  la  möthode  pr^c^dcnte  ä  quelques 
exemples  nrnn^ques. 

Exeinple  !•  Dötermiucr  les  foyers  et  les  directricos 
de  l'cllipse 

Fnisque  nous  avons  ici 

^  —  5,   B->2,   C»2,  J7»24, 

il  vient   

JP— ^C7— 6,  V4B»+(^— C)»-.6; 

par  Suite  uous  avous 

(-3Tö)24  f  16. 

«•  Zl2  ^G±10= 

(3  +  5)24  (  4 
 12  6±10-|_^g. 

Les  coordona6es  des  foyers  out  donc  pour  carr6s  les  nombres 

«'»  =  16,   /J'«  =  4;   4,  /J"«--.16. 

Pour  savoir,  quels  sont  los  signcs,  (]ui  clcivont  so  corrospondro 
(laus  les  raciucs  carrees  dos  abscisscs  et  dos  onlonneos,  il  suffira  de 
determincr  le  siguc  du  produit  dos  ooordoimees  pour  uu  meine  foycr, 
au  moycti  de  la  conrbe  focale  (7),  qui  donne 

^     —2.24  ^ 

Ainsi  les  coordonn^es  des  qnatre  foyers  sont 

«1=4,    ^1  =  2}    C2=  — 4,    /Jj=  — 2; 
«,-2v'~l,  /?»c=-4V-l;    a4-~2%/-l,  /J^-4V— 1. 

Ou  trouve  oiisuite.  pour  los  deux  directrices,  qui  correspondont 
aux  dcux  foyers  reels,  les  cquations 

2«+y+2  — 0,  2äc+y— 2  — 0, 
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l^xemple  II.  Trouver  les  foyers  ot  les  directrices  de 
i'hyperbolo 

L'^quation  anx  azes 

6«*— 6fl?f+6y*  —  0 

doune  poar  les  deux  axes  les  ^quations 

X  _  5  ±V2b-\-lU  _  5  ±13 
y  12        "~   12  ' 

OXL 

Ste— 3i/  =  0,     3«+?y  =  0. 
L'^qnation  de  Thyperbole  focale  est  d'aUlenn 

B^solvaut  d'abord  le  systöme  des  denz  ^nations 
2«'-3/J'  — 0,    «'/»'-  — 2, 

on  obtient 

«'«  3,    /J'»  f. 

La  r^lntion  da  systöme  des  denx  ^oations 

3o"4-2j3"=:0,     a"/3"  =  -2 

donne  ensuito 

/S"t  =  3. 

Leg  coordonn6es  des  quatro  foyers  sont  donc 

«i-'V^^S,   j?i=|y=3;    f.,  =-.yil3,  /?,=»-|y=3; 
««  =  1  V/3,     ^3  —  V3;       «4     -  II  V'3,        =  v^3. 

Les  directrices,  qni  correspondent  aox  deux  foyers  r6els,  sont 
d'aillours 

2*-3y-      -  0,     2»-8y+^  -  0. 

Exemple  m.  D6terminer  les  foyers  et  les  directrices 
de  l'hyperbole 

4fl:y— 3y«+10  =  0. 

L'^natioB  anx  axes,  ^tant 

donne,  ponr  ces  axes,  les  4quations 

3±5 
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Ott 

L'^oation  de  l'hyperbole  focale  est 

=  —  5. 

B^solvant  le  doablo  systöme  de  deox  iqaations 

X — 2^  =  0,     ary  —  —  5; 

et 

2«+y«0,    «y  5, 

OB  tronvc,  ponr  Ics  cturh  des  coordoimccs  des  foyers,  Ics  valcors 

«'«  10,         — I;  a"2=-|,  /3"2-10i 

ce  qai  donne 

«3  =  I VIO,        =  VIO;     «4  =  - 1 VIO,        =  VIO, 

ponr  les  coordonu^es  des  quatre  foyers. 

Lee  directricGB,  qni  correspondent  aax  dcux  foyen  r^els,  floot 
ropr^aent^ea  par  les  dqoatious 

Exemple  IV.  Trouvcr  les  coordounccs  des  foyers  et 
les  equatious  dos  diroctrices  pour  Thypcrbole 

3a3r~4  0. 

Les  Equatious  des  dcux  axes  soot 

ou 

pendant  qne  rbyperbole  focale  a  pour  ^nation 

—  |. 

Ou  a  doQC 

«'»-r-S;  «"•-r*  1, 

d'oü  Ton  tire,  pour  les  coordoun^es  dos  quatre  foyers, 
«j  =  ßi  =  f  V6;     «f,  -  Ä  1 V6; 

Aox  deiix  foyers  r6e1s  correspondeDt  deux  directrices,  dont  les 
^quations  sont 
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Ezemple  Y.  Galculer  los  coordonnöes  des  foyers  et 
döterminer  les  directricos  de  Tellipse 

4a;^-f-V  — 36  =  0. 

On  a  id  jEr-«0;  par  snite  la  premiire  hyperbole  focale  (4) 
se  confond  a?ec  les  deux  axes;  il  faadra,  en  cons^qaence,  avoir  re- 
conrs  k  Tautre  conrbe.  focale  (6),  dont  r^qaation  se  r^doit  k 

ACia^—y-)  -U  —  C)H=:  0, 

oü  noiis  arons 

^  =  4,  c— 9,  36. 
L'^quation  de  cette  focalo  est  donc 

86(«*— y2)— 5.36   ou  »«— y»  =  ö. 
Les  äqnations  des  denx  axes  ^tant 

y  =  0,    «  =  0, 

les  earr£s  des  coordonnöes  da  foyers  seront 

a'^^b,  /S'«-Oi     o"a  =  0,  iS"«  6; 

CO  qui  dounc 

«i  =  V5,    /3,  ==0;  ==-V5,   /Jj  =  0; 

Nons  obtenons,  par  suite,  pour  les  dem  direetrices  reelles,  les 
iqoatioiis 

a;Vö-9  =  0,     «V5+9  =  0. 

Exemple  TL  Tronver  les  foyers  et  les  direetrices  de 
rhyperbole 

Les  6qiiations  des  axes  sont 

y  =  0,   «  =  0; 
et  Celle  de  Thyperbole  focale  est 

Ott 

On  a  done 
ce  qoi  donne 
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«8-0,  /Js-y-(«»+ft»);  «4-0,  ft--y-(««+*') 

pour  Ics  coordoun^cs  des  (|.uatro  foyers. 

L'^nation  de  la  directrice,  qai  oonrespond  an  premier  foyer  rtel 
(«1»  A)i.ost  ,    .     ,  . 

on   

par  Bülte  les  öqoatioiiB  des  deax  directrices  r^les  »erout 

«y^H^«  =  a\  »y^H^^  — 

§  V.   Foyer  et  Direotrioe  de  le  penbole. 
117.  Aiutioie  a«  feyer  de  la  pare^le*  L'^qnatioa 

reprisente  nne  parabole  poar  B^-^AC^O. 

8i  les  coordonnecs  sont  rectangniaircs,  les  axos  de  la  coarbe 
80nt  fonndfl  (n*^  1)  par  Tdquation  generale 

Bf'/  -  (A—C)fWM  -  Bf'/  -  0, 
qui  donue   

A-C±ViB^-fU~C)^^, 

r»  —  2ß  r  y 

Puisqu'ou  a  li^  =  AC^  Ic  radical  se  r^doit  ä  A-^-C,  et  lee 
^natioitB  des  deux  axes  sont 

(2)  B/^',  — B/',+  C/'y-0. 

La  premicrc  de  ces  dcux  cquatious  repr^scute  uno  droite  sita6e 
ä  riufini}  la  secoude  qui  rcvicut  a 

est  Celle  d'uiic  droite  pcrpcndiculairc  a  la  prcniiero,  et  rei)rescute 
Taxe  de  la  parabole,  qui  sc  trouvc  ä  uno  distance  äiiie;  Ic  düvelop- 
pement  de  ccttc  equation  est 

La  premldre  ligno  focale 
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de$  fhjfen  «t  dt»  dutebtee»  dtuu  tu  geetun»  eontjHM. 
d'aprte  ride&titö  (IX)  da     96,  se  redoit  i 

00  a 

(4)         {D  VC—  EVA)  (xVA—yVC)  +  BF— DB  —  0; 
pendant  quo  la  seconde  Ugne  focale 

-  -U/Car,  y)  =  /V  -  4Cf («,  Sf), 
en  vertu  des  identit^s  (VIII),  devieut 

2{BB—  CD)» — 2(Jlö— AB)y .CF— =  0, 

oa 

^DVC—EVA)(xVC+9VA)+Dß-AF^&+CF^  0. 

Le  fo7er  de  la  parabole  (1)  se  trouTe  donc  &  Tintersection  de 
denx  qneleonques  des  trois  droites 

,  .  .  DVA4-EVC  ^ 

BF— -DE  > 
(I)  ^  ^VA-yVCJtjyyc-EVA'^^ 

lia  Coordonn^  dn  feyer  de  la  paraliole.  Ce  foyer  est  Tinter- 
section,  par  excmple,  dos  deux  premiöres  droites  (I).  Ajoatant  et 
retranchant  saccesslyement  lenrs  öqnations  et  repr^sentant  par  a  et  /I 
les  coordonn^es  da  foyer,  on  trouve  qae 

BF— DE  DVA-\-EVO 
"  ~  2{AE—BD)  "  2{A-\-C)VA  * 

BF— DE  _Z>V'Ä-]-EVC 
*     2(CD—BE)  2{A-^OVC 


OU 


Ol) 


BF— DE  AD+BE 

"     2(AE—  BD)  2A{A + C)' 

BF— DE  67:+jBD 

2{CD—ßE)  ^CiA-fC) 


poar  les  valears  qui  determiueut  le  foycr. 

Ces  valenra  peiiYent  encore  ae  mettre  sons  la  forme 
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(III) 

FVA  ^  _  I  _  E(DVA-]-E\/C) 


FVA    E  D(DVÄ+BVC) 

quo  nous  avoiis  dejä  obtonue,  au  53,  par  unc  autre  m^tbodc  moius 
directe. 

119.  Eqaation  de  In  dircctrice*  Getto  droite  est  la  polaire  da 
foycr  (o,  ß)  et  a  pour  equation 

II  uous  suffira  ilouc  ilc  calculer  Ics  derivucs  de  rcijuation  (1)  do 
la  parabolc  par  rapport  aux  coordonn^cs  «  et     du  foyer. 

Or,  le  foyer  (a,  ß)  6taut  8ito6  snr  Taxo,  on  a  la  relation 

(6)  VA/'a+\  C/'ß=0, 

D'autre  part,  paisquo 

CO  2(Att-\-Bß+D)  -  WAiaVA+ßVC)+2D, 

on  troave,  par  reliminatioii  de  »i^A-^-ßVC,  Tideutitö 

(7)  VC/'«  —  VAfß  =r  ^{DVC'-BVA), 
Gelle-ci,  4taut  combiuco  avec  (6),  nous  douuo  de  suito 

2{DVC--EVÄ)VC     2{CD  —  BB) 


(IV) 


2{EVA  —  DVC)VA  2{Ai:—BD) 


Kons  avom  ensiiite,  par  les  valeva  (III)» 

on 

(8)  Du+Eß+F^-^^^l^^^  

Si  DOOS  SQÖBtitaons  los  oipressions  (lY)  et  (8)  dans  l'^oation 
(ö),  nous  tronvons 

(V)      2(CÖ— ÄD)y  —  Z)«— CF 

pour  l'equatiou  de  la  directhce. 


'  Oigitized  b)LGQt)gIe 


t 


des  /oyers  ei  des  directrices  dans  les  secliotu  coniquu,  193 

Si  Ton  obsenre  qve 

CD  —  BE  =  {DVC^EVA)VC, 
AM—  BD  =  {ßVA  -  DVC)VA, 

r^qnation  pi^c^dente  ponrra  encore  se  mettre  sous  la  forme 

(VD  xVC-  WA  =  -j^j^öpÄv^- 

120.  Appliqnons  cette  m^thode  h.  quelques  ^quations  nimi^riqaeB. 

Exeniplc  I.  Detormiucr  Ig  foyor  et  la  directrice  de 
la  parabolc 

Dans  r^quation  de  Taxe 

POBOIIB 

«  2(9»+12y+ll),  f\  -  2a2«4-16y+23), 

eile  deviendia 

3(9«+12i^+ll)  +  4(12a;-i-lÜy-|-23)  =  0, 

on,  en  effectnant  et  diyisaBt  par  25, 

Dans  r^uation  de  la  droite  focale 

BF —DM 

faiflons 

VjI  — 3,  VC— 4,  JJ  — 12,  JD  — 11,  £»23,  Jp«  9; 

eile  devicut 

3fl»— 4i^-f  V  =-0. 
Cette  demi^  6qiiatioii,  ^taut  combin^e  avec  celle  de  Taxe 

3a?4-%-{-5  —  0, 
nouB  douno  pour  les  coordonu^cs  du  foyer 

Nous  en  cüucluons  que 

ra  8,  r/»-6,   2iDa+Eß+F)  ^17-, 

requation  de  la  directrice  sera  donc 

T«u  Lim.  13 
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Exemple  IL  Troaver  Ic  foyer  ot  la  dircctrice  de  ia 
parabole 

4««+4a-y+y>«— 6«— 2y— 1  —  0. 
Noaa  ferons  usage,  ponr  d^terminer  le  foyer,  des  deux  ^qaations 

,    BF— Dl-; 

dont  la  premi^rc  est  cello  do  Taxe,  et  l'autre  oelle  d'ane  seconde 
droite  passant  par  le  foyer. 

Puisqne 

ces  denz  ^qaations  devieimeiit 

2«— y+4  =  0. 
'et  donnent,  pour  le  foyer,  les  coordoiui6es 

I>*aprÖ8  cela,  il  Tient 

f'tt     —  I,   f'ß  = 
^iDa-i-Eß-^F)  i. 

L'dqnatioii  de  la  directrice  sera  donc 

2y+2  =  0. 

Ezemple  in,  Calculcr  los  coordonu6cs  dn  foyer  ot 
troaver  T^quation  do  la  directrice  pour  la  parabole 

Gette  parabole  touche  les  deux  axes  de  coordonn^es  ä  des  di- 
stanoes  de  rorigme  respectiTement  Egales  ka  et  b,  Son  6qiiatioii  peut 
se  mettre  sons  la  forme 

Nons  aTom  par  soite 
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ce  qni  doime 
oa 

so      y  ,  n^  —  i*^  _^ 

pour  rdquation  de  Taxe. 

L'^qaatioii  de  la  ligne  focale 

.     BF— DE 

est  ici 

bai-\-ay — aib  —  0, 

OH  • 

5+1-1  =  0. 

Lea  coordouuecs  du  foycr  sout  donc 


Commo  on  a 
V^nation  de  la  directrice  est 


OQ 


cclle  passe  par  Torigiue  des  coordonnees,  et  coupe  Taxe  de  la  para- 
büle  au  poiut 

Ezemple  IT.  D6torminer  le  foyer  et  la  directrice  de 
la  parabole 

L'^quation  de  Taxe  est 

Celle  de  notre  corde  focale  est 

»— y— 7  —  0; 

la* 
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par  soite  les  coordonn^  du  foyer  Bont 

Onendödnit; 
ce  qni  foninit  l'^qnation 

x—y—l  —  0 

ponr  ceUe  de  la  diiectrice. 

Exemple  V.  Trouver  le  ioyer  et  la  diroctrico  de  1 

parabüie 

L'axe  a  pour  equatiou 

a;— i  =  0, 
pendant  qae  la  corde  £ocaIe  est  repi^nt^  par 

lies  cooidODB^  du  foyer  sont  donc 
ce  qu  fourait 

»+y — \  «=  0 
pour  l'^qaation  de  la  directrioe. 

Exemple  VI.  Calculer  les  coordoiineos  du  foycr  e 
trouver  requatiou  de  la  directrico  pour  la  parabole' 

y«— %MD  —  0. 

Les  ^qaations  de  Taxe  et  de  notre  scconde  corde  focale  sont 

y  =  ü  et  «=|; 

de  Sorte  quo 

sont  les  coordoim^es  du  foyer. 

L'^quation  de  la  directrico  est  donc 


m 
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Troistöme  Partie. 

Lea  Coniqaei  k  centrc  <I<''torniineos  par  lenr  centro  et  les  extr^mit^ 
de  deux  demi-dianietres  conjago^* 

121.  Supposons  qn'  mo  coniqne  ä  centze  soit  rapportöe  ä  deuz 
axes  qaelconqnes  Ox  ot  Oy,  issas  de  8on  centro  O, 

Soicut  x'  et  y\  of*  et  y'  Ics  coordonnecs,  qui  d^tcrmineBt  loB 
extr^mit^  de  deox  demi-diftmötres  conjugu^s  quclconqaes  OJy  et 

Si  la  coniquc  est  uiic  cllipsc,  cos  dcnx  systemcs  de  coordonnccs 
sout  reels;  si  la  courbo  est  uiie  hyi)i'rl)ule,  le  preiiiier  Systeme  scul 
est  reel  et  le  second  systeuio  est  imagiuairc,  do  aorte  que  nous  puur- 
rous  poser,  daus  cc  cas, 

»"-«^V-1,  /«y^V-l, 

oft     et     soat  deux  quaatit^  reelles. 

La  conique  est  evidemmcnt  determinec  par  lo  centrc  O  et  les 
cxtr^niites  D'  et  /)"  de  deux  demiodiam^tros  coiguga^es.  C'est  ce 
qu'U  est  aise  d'ctablir  dircctemeut. 

.122.  Sqmtloii  de  U  eoiilq«^  Notre  eonique  (ellipse  ou 
bypcrbole)  est  repr^sentöe  par  r^qaation 

En  effct,  l'^  r^quation  (I),  6taiit  du  Becond  degr6  par  rapport 
anz  variables  x  et     repr^sente  nne  conique. 

2^.  Gette  coniqne  a  nn  oentre  et  se  trouve  rapportto  &  ce 
centre,  comme  origine  des  eoordonn^es,  puisque,  n'^tant  pas  homo- 
gene, röqnation  (I)  manqne  de  termes  du  premier  degr6  en  x  et  y, 

W^.  Les  ]»oints  (j-',  y')  et  (/',  y")  appartienueut  a  la  coorbe: 
car.  si  Ton  reinplace,  tlaus  l\'(|uatiou  (I),  x  et  y  d'abord  par  x'  et  y' 
puis  par  x"  et  y'\  cotto  üquatiua  est  cliaquc  fuis  ideutiqaemeut  satis- 
faite. 

4^  liOB  droitOB 

(1)  «c'y— /a;  =  0,  x"y~-y"x^^ 

sont  les  directionB  de  deuz  diam^tres  ooigugn^  de  la  conique. 

Car,  Bi  l'ou  d^veloppe  les  deux  carrSs  du  premier  membre  de 
r^uation  (I),  celle-ci  peut  8*6erire 
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et  &it  Sinai  voir  quo  les  coeffidents  angulaires 

de  DOS  denx  droites  (1)  satisfont  k  la  relation  gin^le 

A  4-  JJ(m'-\-  m")  +  Cmm'  0, 

qni  existe  entre  denx  diamötres  coiuaga^s  quelconques 

de  la  conique  u  ceutro 

pnisqn'on  a  identiquement 

123.  Eqoation  des  deux  tangrentes  men^  ]>ar  les  extr^mit^s 
de  diaeni  des  devx  dlamfttres  co^jaguls.  Dans  la  couiquc  (I), 
r^qnation 

(II)  (x'p-f,'x)^^(xY-y'x'r 

est  ccllc  des  dcux  taugentes  mc]i6e8  par  les  extremit6s 
da  diam^tre 

x"y  —  y"x  ==  0. 

Ell  effist,  la  premiöre  des  denx  droites 

passe  ^videmment  par  Ic  point  (a;",  y") ;  de  plns  olle  rcncontre  la 
coniqne  (I)  k  ses  points  d'intorsection  avec  les  denx  droites  cou- 
fondoes 

c'est-ä-dire  en  an  point  nniqne  (otf",  y^')< 

Oa  ferait  voir,  de  la  müDic  uianiere,  que  la  deuxieme 

«'y— y'as  =  -.(«'y''— yV) 

des  droites  (II)  est  la  tangcnte  wence  par  la  seconde  cxtremite 
(— —y")  de  notre  diametre. 

124.  Eqnatleii  mix  axes  de  lotre  eoniqne.  L'cquation 
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est  Celle  des  denx  axes  de  la  conique  (I). 

Ell  t'lTet,  pnisquc  Ic  centrc  do  la  coiirbc  du  sccond  dogre  (I)  est 
h  Torigiuc  des  coordoiinecsj  l'tMiuation  aux  axes  s'obtieut,  dans  Ic  cas 
de  coordonn^es  rectangulaires-,  en  ögalant  le  rap|»ort  des  dMvdes  k 
celni  des  variables  correspondontes  (n^  7). 

Or  les  demi-derivees  de  i'equation  (1)  sout 

par  suitc  l'cqaatiou  aux  axes  scra 

-  (a;  V  -  y^arV-  (x"y  -  y"x)y"  x 

qui  u'üst  autrc  que  requatioii  (III). 

125.  Omdeir  des  «xes.  Les  carr^s  des  deax  demi- 
axes  de  la  conique  (I)  sont  donn^s  par  r^quation 

(lY)        Ä»-(a:'=^-i-/-  +  x"2+y'=i)7224-(xV'-a^V')-  =  0. 

Repi^sentons  par  Af  et  ^les  denx  termcs  rospectifis  de  la  prcmtöre 
fraction  (3);  nons  anrons 

et  r^qnation  (3)  douBera 

M     N  Mx-\-Ny 
y  -  x^i" 

Mais  ü  est  facile  de  Toir  qa*eii  verta  de  r^oation  (2)  on  a 

d'ailk  urs,  si  R  designe  de  le  deini-axe,  qui  aboutit  au  sommct  {x^  y), 
on  a  aussi 

Les  6galit6s  (Ö)  se  ramdnent  donc  ä 

M     N  (x'y"-y'x")^ 
X       y~  ' 

et  fonmiflsent  les  denx  öqnations 
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qui,  en  vertu  de  (4),  revieuueut 

Eliminant  le  npport  ^  entre  ces  denx  ^nations,  on  en  dddait 

reqnation  en  R 

Si  Ton  efFeetne  les  calculs,  que  Ton  ordonne  par  lapport  &  ü*, 
puls  quo  Ton  divise  par  (x'^"—  y'x')^^  on  verra  qae  cette  iqnation 
n'est  antre  qne  reqnation  (IV). 

126.  TMmimM  d'ApoUiiBiu.  Soient  a*  et  i^'  lea  denx  laemes 
de  r^natUm  (lY).  Noob  anrons 

(5)  a»+6«  -  a;'2^y'5*+a;"«4-a^'« 

et 

(6)  a«6»  =  («V'-y'O». 

Si  nous  desigiious  par  et  Ics  carres  des  denii-dianietres 
conjugues,  qui  aboutisseut  aux  poiuts  respectiis  (x\  y')  et  {x'\  y")\ 
nous  aurons 

On  Bait  d'aiUenrs  qnc  x'y"    y'x"  est  la  surface  du  parall^o- 

grammo,  au  signe  prös,  dont  les  deux  cotes  sont  a  et  //.  Si  nous 
representoDs  par  d  Tnn^do  compris  entro  ces  deux  demi-diametres 
coigugu^fl,  ü  nous  vieiidra 

(xV'-yV)*  «  a'«6'»Bin«Ä 

n  B^ensoit  qne  noa  denx  ^galitös  (5)  et  (6)  reviennent  aux  sni- 
vantes 

Ces  deoz  relations  pronvent  qne,  dans  Tellipse, 

1^  1  a  8  0  m  in  e  d  s  carres  dos  a  x  e  s  est  e  g  a  1  e  ä  1  a  s  o  m  m  e 
des  carres  de  dcux  diamctres  coujugucs  quclcouques; 
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2°  Ic  rectangle  construit  sur  Ics  axes est equivalent 
au  Parallelogramme  construit  sur  les  meines  diamutrüs 
coujuguds. 

Si  la  coniqnc  a  ccntro  est  uno  liypcrbole,  b  et  b'  sout  imagi- 
naires  et  peuvcut  etrc  representes  par  — 1  et  b^'V — 1,  de  Sorte 
quo  noas  aurons  b^  =— =  — 

Lob  deoz  relatiom  pr^cMentcs  deviennent  aiiui 

Ou  dit  alors  que,  dans  Thyporbole, 

1*^  la  diff^ronce  des  carrös  des  axes  est  dgale  ä  la 
diff^rence  des  carrös  de  denx  diamdtres  conjagnds 
qnelconqnes; 

2^  lo  rectangle  construit  sur  les  axes  est  equivalent 
an  Parallelogramme  construit  snr  les  mdmes  dlamitres 
conjngn^s. 

127.  Eqoation  i*nne  eoniqne  h  centre,  en  f»n«tion  des  eeor^ 
donn^s  (x',  f/')  et  (x",  y")  des  denx  sommets  non  oppes^s.  Ad- 
mettons  que  les  coordonnöes  v',  y*  et  tf'  soieut  Celles  de  deoz 
sommets  non  opposls  de  notre  coniqne  ä  centro.  Les  öqQattons 

x'y—y'm  =  0,    x"y—y"x  =  0 

seront  celles  des  deox  axes  de  la  conrbe. 

Cos  axes,  etant  perpondicolaircs  entre  eux,  leors  coefficients  an- 
golaires 

r  II 

satisfüut  a  la  couditiou 

j»W'+l  -=0, 
qni  existe  ponr  des  ooordonn6es  rectangolaires. 

Ces  coordonnees  sont  ainsi  lices  ontre  elles  par  la  rolation 
(V)  «V'+i^V'«0. 

Gela  pos4,  l'^natlon  (I)  de  la  coniqne  ponvant  se  mettre  sons 
la  forme 


» 
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8i  Ton  remplace,  dans  le  premier  termc,  — 1>  par  son        ^  tir6 

do  (V),  et  qne  Ton  motte,  dans  le  secoud  terme,  k  la  place  de  —  n;» 

x' 

Bon  äquivalent  — »  l'^uation  deviendra 


Multipliant  les  dem  termes  de  1a  premiöre  fraction  par  7/"%  ceuz 
de  la  seconde  par  et  intervertbsant  les  denx  fractlons  r^snltantes, 
on  obtient 

pour  l'equatiou  d'ime  couiquc  a  ccntro,  eii  fonction  des  coordonuees 
x\  y'  et  a:",  de  deux  soramets  nou  opposes,  coordouiiees  qai  sont 
li^g  entre  dies  par  la  relation  (Y).  • 

128.  Autre  Tonne  de  r^quatlon  pr^eMeBte.  Uuo  couiquc  ä 
centre  est  d^terminto  par  aon  centre,  les  dem  eoordonn^  d*UD 
sommet  et  Tiine  des  coordonnöos,  l'abscisse  par  oxemplo,  d'au  antre 
sommet,  non  opposö  an  premier.  Kons  ponvons  donc  nons  affranchir 
de  la  oondition  (T),  en  remplagant,  dans  T^quation  (VI),  y^'  par  sa 

x'x 

valeur  r  tiree  de  (V). 

y 

L'equation  (VI)  deviendra  alors 

129.  Daus  la  conique  (VI),  l'equation 

est  Celle  des  deux  tangentes,  monees  par  les  extr6mit68 
de  Paze 
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Gar  la  droito 

rencontre  la  coniquo  (VI)  &  son  point  d'utersection  avec  la  droite 

laqacllo  inlmectioa  est  an  point  doublo. 
130.  Si  Ton  indentifie  r^uation  (I)  on 

avec  reqaation  geaeralo  des  couiqucs  ä  ccntro 

(7)  Ax^-\-2ßxy-\-Ci/^-{-H  =  0, 

qni  sont  rapport^  h  leor  centre,  ou  pouvra  ais^ment  obtenir  Tex- 
pression  g^n^rale  des  divers  616mcut8  de  la  conique  (7). 

On  obtient  ainsi  les  ^galit^s 

qni  donnent  d'abord 
on 

Mais,  eil  vertu  de  hi  dei  niön^  des  ideutites  (8),  lo  second  mombro 
de  cette  ^galite  est  egal  i\  //A.   II  nous  vicnt  donc 


1  — 


IntrodniBons  cetto  valcnr  de  X  dans  les  identitös  (8);  nons  ob- 
tenons  ainsi  les  relations  fondamentales 


(Vin) 


C'Ff 

x'^-i-x"^   : 
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au  moyeu  desquelles,  il  scra  facilo  de  calculcr  Ics  oxprossions  gea6- 
rales  de  toas  les  616meiit8  de  la  couiqae  (7). 
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VlIL 

Abwickelbare  Mittelpunktsäächen. 

Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.  Bedingung. 

Es  wird  die  Bedingung  gesucht,  die  eine  Fläche  A  zu  erfüllen 
liat,  damit  eine  ibrer  beiden  Mittelpnnktsflftcben  B  abvickelbar  sei. 
Die  Pimuneter  der  KrflmmnngBlinien  Ton  A  seien  u,  v,  die  Hanpt- 
krtUnnrangsradien  Pi,  ^,  die  FundamentalgrOsaen  e,  f,  O, 
Die  Fläche  B  begrenze  auf  der  Kormale  von  A,  deren  Biebtnnga- 

cosinus     </,  ?•,  die  Strecke     =       und  ihre  Bestimrauugsstücke, 

bezüglich  auf  diesolben  Parameter  w,  v  seien  durch  den  Index  2  un- 
terschieden. Daun  sind  die  Fundamentalgrössen  von  B*): 

Aus  ihnen  erhält  man  das  Product  der  Hauptkrttmmungen  von  Bi 


Hoppe,  Flich«nt1ieorie  §.  S7.  Areh.  LEL  p.  MS.  Gl.  (36)  (37)  sind 
mifc  TertetticJiten  PArametem  aitmweDdeii« 
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Dieses  vorschwindet  für 

^-0  (3) 

1  Bg 

Ist  —  »  0,  80  ist  ^  abwickelbar,  nnd  statt  dessen  ^  =  0.  Im  er- 

sten  Falle  sind  die  liinien  «»const,  im  zweiten  die  Linien  «— const 
Kürzeste  aof  A,  Die  Resultate  laaten; 

Eine  Fläclic  hat  immer  und  nur  dann  eine  ab wickcl- 
b  a  r  e  M  i  1 1  e  1  p  u  n  k  t  s  f  1  ä  c  Ii  c ,  wenn  eine  der  2  S  c  Ii  a  r  e  n  von 
Krümmuugsliuicu  zugleich  Schar  von  Kürzesten  ist. 

Die   zweite  (bzhw.  erste)   Mittelpunktsfl&che  einer 

nicht  abwickelbaren  Fläche  ist  immer  und  nur  dann  ab- 
wickelbar, wenn  die  ersten  (bzhw.  zweiten)  Krümmungs- 
linieu  der  Urfläche  Kürzeste  sind. 

Im  folgenden  wollen  wir  voranssetzen,  dass  A  nicht  abwickelbar 
sei,  ond  demgem|BS  (3)  zur  notwendigen  Bedingung  machen. 


§.  2.  Lage  der  abwickelbaren  Mittelpunktsfläche. 

Infolge  der  Gl.  (3)  hat  man  jetzt  nach  (2):  ^2  =  0  und 
Daher  reducirt  sich  die  Gleichung*),  welche  die  Hauptkrüinmuugs- 
richtungeu  von  B  bestimmt,  auf 

Diese  Hanptkrttmmungsrichtungen  sind  die  der  erzeugenden  Oeraden 
und  der  Evolvente  der  Gratlinie.  Ihnen  müssen  einzeln  entsprechen: 

8t»  =  0  uud  Cgöu-f-^ö»  =  0 

Es  sind  demnach  die  2  Fülle  zu  berücksichtigon,  wo  die  eine  und 
wo  die  andre  Glciclum^'  die  Gerade  darstellt.  Voraus  l.tckaunt  ist 
nur,  dass  die  Gleichung  du  0  eiue  Kürzeste  ausdrückt,  die  im  all- 
gemeinen mit  keiner  Krümmungslinie  zusammenfällt 

In  Pflirametem  der  Erttmmungslinien  u^,  i\  dargestellt  haben  die 
Gleichungen  einer  beliebigen  Abwickelbaren  die  Form: 


*)  FUehentli.  $.  9,  GL  (38).   Arcfa.  JJJL  p.  9S6. 
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wo  or^,  Yi  Riehtungscosimis  der  durch  den  Punkt  (x^y^^i) 
gcliemlen  Tangente  der  Gratlinic,  — rj  die  Strecke  derselben  vom 
Berührungspunkt  his  zu  jcuem  Tunkte,  ?'j  den  Bogen  der  Gratlinie 
bis  zum  Berührungspunkt  ausdrückt.  Wir  uutcrbucheu  nuu  die  2 
bezeidmoten  FflUe  einzeln. 


§.  3.  Erster  FalL 

Ist  do  »  0  die  Gleichung  der  Geraden,  so  iit  sie  identisch  mit 
dvj^  ^  0,  also  vg  Function  von  v  allein.  Da  femer  dt*  =  0  die  Glei- 
cbnng  einer  Kürzesten,  so  ist*),  wenn  ^(u)  sogleidi  an  die  Stelle  der 
Gonstanten  gesetzt  wird: 

<p  («)  =  «1  siu  T,  —  /  vj^  d  sin  (5) 

wo  T]  den  Krtlmmnogswinkel der  Gratlinie  bezeichnet,  welcher 
mit  willkürlich  constanten  Addenden  za  denken  ist,  so  dass  letzterer 
alle  Tangeutialrichtungen  zu  vertreten  vermag,  hier  jedoch  nicht  in 
Bechnaug  kommt  Die  vollständige  Difiercntiatlou  orgiebt: 

B^(u)  =  d»,  sinv]  4'(«(i*-vi)^C08  (Ö) 

Differentiirt  man  jetzt  eine  der  Gl.  (4)  und  führt  9«^  auf  du  zurück, 
so  kommt: 

da 

8«i  =  «1  ^"i + («1 — ^i)  ^  (7) 

I  «1  ö  <p(u)  +  (tt,  —  y,)6ri        sin    —    cos  t^^  | 
Da  Tx  Function  von     also  von  u  nnabh&ngig  ist,  so  bat  man: 

^  «   >    l  a  ~  sm Tj  —  «,  cos  t.) )  (8) 

Kirn  ist  aber  bekannt***),  dass  die  Normale  derUrfläche  die  Mittei- 
punktsflache  und  auf  ihr  die  Gurve  bortthrt,  welche  der  zugehörigen 
Krümmungslinio  (hier  « =  const.)  entspricht.  Daher  müssen  die 
Bichtungscosinus  der  Normale  p,  g,  r  in  dem  Yorbältniss  stehen: 

woraus  nach  (8): 


*)  Flachenth.  |.  S6.  GL  16.  Arch.  LDL  p.  377. 
**)  Carvenlb.  §.  9.  GL  5.  Arah.  LYI.  p.  45. 
**•)  nicheiith.  $.  i7.  Arch.  LIZ.  p.  268. 
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2)  =     sin  Tj  —    cos  Tj  i  eta  (10) 
Beraznfolgd  sind  i»,  9,  r  rdne  FBnctionen  Ton  «,  and  man  hat: 

ÖjJ    l    CX        *v  _A 

X~           "~-  3S  US  CIC» 

OM  ^1  du  ' 

Da  nicht  «,  y,  »  sämmtlioh  Fonctionen  1  Variabeln  sein  kennen,  so 
folgt: 

Die  Fläche  A  ist  abwickelhar,  d.  K  die  Annahme  nnznlässig. 

§.  4.  Zweiter  Fall. 

Ist  9t)  =  0  die  Glcicliung  der  Evolvoutc  der  Gratlinie,  so  ist  sie 
identisch  mit  ß?*,  —  0,  also  reine  Function  von  r.  Die  Gl.  (5)  (G) 
(7)  gelten  wie  vorher.  In  (7)  haben  wir  jetzt  umgekehrt  ör^,  mit- 
telst Gl.  (6)  auf  du  und  du^  zurückzuführen.   Dies  gicbt: 


folgUch  ist 

wonns  mit  Anwendung  der  Proportion  (9): 

p  z=s  «lOosTi—  ^  smr, 

mithin  j»  reine  Fnncüon  von     oder     nnd  nach  (6) 

^_3i>  Ötj     8p  fp*{u) 
8»    ^  ST     ^  («,  •~«£)eosTi 

dp  dl)  5t,   5;)  tgtj 

Ist  iS  eine  beliebige  Gmre  anf     so  ergiebt  sich  ans  (6): 

\  cos  Tj  y 

foüc^ich,  da 
sein  muss: 


(11) 


(12) 


(13) 
(U) 
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dato  ist  nacb  den  6i  (1) 

Bv  ~  cosT^  dv 


woraus; 


1  —  y « 

«1 


(15) 


/        COS  Tj  —  (mj  —  9i)sill  Tji  Ö  »i) 

—  Ui  cos  + /üj  sin  ti  Bji  (16) 

Nan  mnss  sein 

•=©v(D+(iy-.'ie:)+©+©l 

also  nach  (15)  (6) 

Hier  ist,  irie  61.  (12)  diffierentiirt  giebt: 

wo  14  zugleich  den  Richtnngscosinos  der  Nonnale  von  B  nnd  den  der 
Binormalo  ihrer  Gratlinie,  Ii  die  Erttmmnngsbrdto  der  Gmtlinio  be- 
zeichnet *);  daher 

(Sri  COS  Tj)« 
Ferner  ist  nach  (16)  (5) 

 ■»  COSTiH  — 

14,— 1  Wl— t'l 

=  COS  r.  .  .      ^  v-" 

•)  Curvcnth.  §.  2.  Arch.  LVI.  p.  48. 
latt  LZUL  1^ 
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und  die  Gl»  (17)  hat  nun  in  den  2  UnabhAogigen  u  und     die  Form: 

wo  nur  ^{u)  olino  geomotrischn  ^Vir]aInf3:,  F{r^)  m\i  Specialisiruug 
der  Fläche  B  coustant  ^'csetzt  worden  köinioii,  3  übrigen  Func- 
tionen hingegen  notwendig  variabel  sind.  Ofloubar  liisst  sieh  die 
Gleichung  nicht  unabhängig  von««  und  erfüllen j  folglich  fuhrtauch 
der  2.  Fall  zu  keiner  Lösung. 

f  5.  Mittelpnnktsflftche  einer  Abwickelbaren. 

Nach  dem  Vorigen  bleibt  es  allein  noch  möglich,  dass  eine  ab- 
wickelbare Mittelpunktsfläche  einer  abwickelbaren  Urfläche  zugehört. 
Es  wird  sich  sogleich  ergeben,  dass  dies  allgemein  und  bedingungslos 
der  Fall  ist.  Die  Untersuchung  der  cylindrischeu  und  konischen 
FlÄchen,  welche  sehr  einfach  ist,  schliesson  wir  hiOT  ans. 

Gehen  wir  von  der  beliebigen  Abwickelbaren  daiigestellt  in 
der  obigen  Form 

<p  »/adv-|-(u-- v)a;  etc  (18) 

ans,  so  findet  man  als  Wert  des  zweiten  ,  d.  h.  einzigen  Haaptkrflm- 
mangsradins:- 

9,  =  («~v)cotA  (19) 

nnter  1  wie  oben  die  Krltanmangsbreite  der  Gratlinie  v  verstanden. 
Daher  sind  die  Oleichnngen  der  einzigen  Mittelpunktsflftchet 

acj  =/«öu-i-(tt— w)(«-f-J»cotA)}   etc.  (20) 

Sie  sind  Unear  in  «,  also  die  Fläche  orzengt  Yon  einer  Geraden 
V  —  const,  deren  Richtungscosinus  =  nsinl-hpcoslt  otc.  Diese  Ge- 
rade wird  einen  Coincidenzpnnkt  haben,  wenn 

o+jjCOtl  d{u-\-i)Colk)  c\fadv  —  v{ct-\-pcoi))] 
iS-f^cotA  a(/3-j-acotA)  d\fßdv  —  v{ß-\-(izoi\)\ 
y-j-rcotl  8(y4-rcotA)   ö{/y8» —tCy-j-»- cot A)j 

ist.  Der  zweite  Tcrm  der  3.  Verticalreihe  setzt  sich  aus  den  2  er- 
sten Yerticalreiheu  zusammen,  es  bleibt  darin  nur  «öw,  §dv^  ydv. 
Da  nun 

B(a-{'pcotk)  ^pBcotl 

so  ist  die  erste  Reihe  zusammengesetzt  aus  der  zweiten  und  redu- 
cirten  dritten,  niithiu  die  Dütcrminaute  bedingungslos  null,  und  mau 
bat  den  Satz: 
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Die  Mittelpnnktefl&cho  einer  Abwickelbaren  ist  ab- 
wickelbar. 

Iii  Parametern  der  KrammnngsUnien  vi  sind  die  Gle&dimigeii 
der  Ifittelpnnktsfläche  B  die  in  (4)  aufgestellten,  also 


und  zwar,  wie  sdion  bemerkt» 

«fj  —  «  sin  K      cos  A ;  etc. 
Dies  differentürt  giebt: 

fl,.  = 


(21) 


(22) 


woraus: 


=  (ttcos  A— |}Sinl)di 

ti  —  Ä-|~const 
i  a  COB  i  — siu  A  etc. 


(23) 
(24) 


Pi 


Ba 
dt' 


dß  By 


Differentürt  man  die  Gl.  (21),  so  kommt: 

«öM4-i>{(öM— a«?)  cot  A -!-(«— t»)a  cot  A}  — 

+(«1— «i)  It^^^i  — 
(a  sin  k-^j)  cos  A)8«ii  +  (mj  —  Vj)  (a  cos  A  —  ;)  sin  A)9A 

unabhängig  von  a  und  p,  sofern  dio  a;  Axe  willkttrlich  ist,  daher 
einzeln: 

a«  —  siüAaMj4-(«i~-^i)'^ösAaA  (2u) 

(8»— ö»)cotA+(«— t»)aootA  =  C08A3iii— («1— »JsinAaA 
und  nach  Elimination  von  du:  , 

a^+C«-«»)  ^iaXcos  ;l  =  "^B  A 
Gl.  (25)  integnrt  giebt: 

tt  s  (fi,— «i)sin  A+Z^iSiB  A 

Dadurch  geht  Gl.  (26)  über  in 

aA 


(26)- 


(27) 
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Das  Integral  himon  ist: 

»  =/at;,  sin  i—tgA/8»,  cos*  (28) 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  die  ürfliiclio  einer  gegebenen  ab- 
wickelbaren Mittcli)unlxtsiliielie  zu  finden.    Aus  den  (11.  (23)  (22)  (24) 
(27)  (28)  ergiebt  sieb,  indem  wir  noch  die  willkürlichen  Constautcii 
€,  C  und  JJ  sichtbar  machen: 

LTi4-di   <f»»«i+e  (29) 

«  =  ttj  sin(Ti-J-ö)-|- g^co3(Ti-j-^)i  etc.  (30) 


(81) 


öi  =  Pi  (^-) 
tt  =  (tt^— »jsiii(Ti4-d)+/a»iain(Ti+a)+<7  (33) 

v^f  ar,  8in(ri  4-  <J)  -  tg(Ti + 6)  /     cos(t,  +  d)  +  C—  7)tg(T,  +  d) 

wo  ff  den  Torsionsbogen  der  Grntlinio  bezeichnet*).  Die  Coordina- 
tengleichuDgeu  ergeben  sich  am  einfachsten  aus  der  lielatiou 

nach  Einfahrung  der  Werte  (31)  (19),  nämlich: 

a^ 

{«iCOs(TA+d)  -      sin(T,+4)}  (34) 

Die  Urfläche  varürt  demnach  bei  fester  Mittelpunktsfläche  noch  mit 
ö  und  D.  Es  bat  sich  ergeben: 

Jede  Abwickelbare  ist  Mittelpunktsfläche  eines  dop- 
pelt unendlichen  Systems  abwickelbarer  Flächen. 

Sehr  leicht  erledigt  sich  nun  hinsichtlich  Abwickelbarer  die  in 

meinem  vorigen  Aufsatz  **)  aufgeworfene  Frage ;  Welche  Curvenschar 
auf  der  Urfläche  entspricht  den  Kürzesten  auf  der  Mittelpunktsfläche? 
Es  ist  nämlicli  Gl.  (33)  ohne  weiteres  der  Ausdruck  einer  Kürzesten 
auf  B,  wenn  man  u  constant  setzt  ***).  Diese  varürt  mit  7i  und  ö. 
Setzt  mau  also  iu  der  Gleichung  der  Kürzesten  =  und  ^4"^^'*^ 
und  vorbindet  damit  die  Gl.  (27)  (28),  so  hat  man: 

*)  Canrenth  §.  2.  Arth.  LIV.  p.  48. 
V.  p.  81. 

)  Vergl.  Gl.  (5). 
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(35) 


tt  =  (mj — t?i)sin  A-f-/ P'  i  sinX 


woraus  durch  Elimination  voii  u,  und  t^: 

Msiu(A-|-Ü — 2;8iuj;cosA  =  kaink 


Dies  ist  die  gesuchte  Curvo  auf  welche  der  Ettrzesten  (35)  anf  B 
entspricht  Fttr  ^  »  0  geht  sie  ttber  in  die  Erflmmnngslinie  u^h, 

Hiüsiclitlich  anderer  Fragen  ist  es  nötig  m^,  in  m,  v  darzu- 
BtelleB.  Löst  man  die  61.  (25)  (26)  nach  «i  und  anf,  so  findet 
man: 


BcTiierkcnswort  ist  die  hieraus  hervorgcliendc  Beziehung  zwisclion  den 
Gratliiiiou  von  ^1  uud  Ii,  bestimmt  durch  u=v  uud  Ui^fi»  das  ist 


Bezeichnen  also  h-q  und  u\,i  die  Cüordinaten  der  beiden  Gratlinieu,  so 
giobt  die  Einführung  der  Werte  von  «  in  die  beiden  Flächeugleickun- 
gen  (20)  (18): 


Dies  ist  die  Gloicliung  der  Einhüllenden  der  rectiticirenden  Geraden  *) 
der  Curve  r,  die  iuverse  Abgeleitete  *)  ist  daher  bekannt  Man  hat 
also  deu  Satz: 

Die  Gratlinie  der  Mittelpunktsflächc  ist  die  Einhül- 
lende der  rectificirenden  Geraden  der  Gratlinie  der  ab- 
wickelbaren Urfläche. 

Unmittelbar  erhält  man  ans  Gl.  (20),  indem  man  «  =  0  setzt, 
den  Satz: 

Die  Gratlinie  einer  Abwickelbaren  entspricht  sich 
selbst  auf  der  Mittelpunktsfiäche. 

*)  Nachträge  4.  a.  Areh.  LX.  p.  394.  Ol.  (loo)  (102). 


(37)  . 


a^i  =/aöt> — cos  A  (flf  sin  A  +|>  cos  A) 
dv 

=  Xq—  sTC0BA(asinA4-J'C08X) 
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Bemerkenswert  ist  ferner  die  rjczichimg  zwischen  der  Gratlinio 
von  A  und  den  ihren  Evolventen  cntspreclioiidoii  Curvcu.  Setzt  mau 
nämlich  in  Gl.  (20)  n  coustant,  so  erhält  man  die  Gleichung  einer 
bekannten  Begleitenden*).  Es  zeigt  sich: 

Das  System  der  Krilmmungslinien  einer  abwickel- 
"baren  bildet  sich  auf  der  Mittelpunktsflüche  ab  als 
eine  Schar  von  Geraden  und  eine  Schar  von  reciprokon 
Binormal-begleitendon  0.  Ordnung  der  Gratlinie  der 
Urfläche. 

Schliesslich  ist  bekannt,  dass  alle  paraUden  Flächen  eine  ge- 
meinBame  Mittclpunktsfiächo  haben.  Folglich  muss  das  mit  2  Para- 
metern variirende  System  von  Flächen  A,  welches  einem  Ji  entsj)richt, 
in  Scharen  paralleler  Flächen  zerüaUeo.  Dies  zeigt  sich  in  der  Tat, 
wenn  man  mit  Anwendung  von 


Gl.  (34)  folgendermassen  schreibt: 

Ist  dann  ö  coustant,  während  D  variirt,  so  variirt  (xt/z)  längs  der 
Normale  um  coustautc  Strecke,  und  A  bleibt  sich  parallel.  Jedem  d 
gehört  dann  eine  besondere  Schar  paralleler  Flächen  zu. 

*)  Hachtrftge  2.  b.  Arch.  LX.  p.  387.  Gl. 


sinl 


'£)igitii< 


MUctlUn, 
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IX. 

Miscellen. 


1. 

IMe  KegelflUelieii  am  Dreikant. 

Eine  interessanto  Anwendung  der  von  mir  in  Nr.  XYI.  des  58. 
Bandes  des  Archivs  hergeleiteten  Foimelu,  welche  sich  anf  die  Func- 
tionen Sinus  und  Cosinus  einer  dreikantigen  Ecke  E  und  diejenigen 
der  durch  eine  neue  Gerado  oikr  eine  neue  Ebene  mit  den  Kauten 
oder  Ebenen  der  ursprünj^lichen  Ecke  bestimmten  Teilecken  2^,  2j, 
oder  2„  %^  %^  beziehen,  nämlich: 

(1)  OosJE;  —  G087t.COS42i+C0S7t.CO8<^-|'C08r,.C08<^, 

(2)  Cos    »  Co8£.co84l| — Cos  Ts. cosc+Cos  2o .  COSA  etc., 

(3)  Sin  ^  — — SinXi .  cos  ^, — Sin  Xg .  cos   — Sin    .  cos  *3, 

(4)  Sin        —  Sin  E .  cos    -f     ^2  •  cos  y  +  Sin    .  cos  ß  otc, 

in  welchen  die  durch  die  Gerade  (Ebene)  mit  der  zweiten 

und  dritten  Kaute  (Ebene)  bediiiqt*^  l'ckc,  <m8^)  den  Winkel  zwischen 
der  Geraden  (Ebene)  und  der  ersten  Kaute  (Ebene),  c{y)  den  durch 
die  erste  und  zweite  Kante  (Ebene)  eingcseblosseneu  Winkel  be- 
zeichnet, ~  bietet  der  Fall  dar,  dass  die  Gerade  (Ebene)  mit  den 
Kanten  (Eb(>nen)  der  Ecke  deust  lhin  Winkel  d{ö)  bildet  l)io  Ge- 
rado ist  alsdann  die  Axe  desjenigen  Umdrehungskcgels ,  welcher  um 
die  Ecke  heschrieben  werden  kann;  im  anderen  Falle  ist  die  anf  der 
Ebene  im  Scheitel  der  Ecke  errichtete  Normale  die  Axe  demjenigen 
Umdrehnngskegels,  welcher  sich  in  die  Ecke  einschreiben  lässt.  Die 
anf  die  umgeschriebene  Kegelflftche  bezfiglichen  Gleichungen  nehmen 
nach  (1)  und  (2)  folgende  Gestalt  an: 
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(5)  Co8  £  —  C08  <7.  (Cos  7i + Ck»  7« + G08  T«), 

SCos  7\  -\-  cosc.  Cos  ^2  +  cos  b .  Cos  7;»      cos  f/.  Cos  A', 
cos  c .  Cüs  7 1  -f-    Cos  71    -j-  cos  a .  Cos     =  cos  d .  Cos  und 
cos  b .  Cos  2\ 4-  cos  a .  Cos  Tg -|-  ^  cos  .  Cos  i:;. 

Der  Nenner  für  die  ans  (6)  folgenden  Werte  Ton  Cos  r^,  Cos 
und  Cos  Ts  wird  dargestellt  durch  die  Determinante: 

I    1     cosc  cosi 

CÜSC"       1  cosa 
COS  2»    cosa  1 

d.  h.  durch  1  — cosa'— cos^ — cose'-)>2co8a.co8&.co8tf;  mithin  ist 
der  Nenner  4.CosM  «. 


Der  Zttiler  f&r  Co8  7i  wird 

C0B(2 .  Co8£   cosd .  Cosii   cos</ .  CosAl 

COBC  1  Cosa     1  =  cost/.CosA' 

C0B&  cosa  1 


III 

COS(?  1  cosa 
COS&  cosa  1 


d.  h.  cosf/.Cos/^.  (1  —  cosa*— cosÄ  —  cos c+ cosa. cos i  +  ^os«. cos c) 
und  die  Zähler  für  Cos  und  Cos  7^  sind  diesem  Ausdrucke  analog 
zu  bilden.  Man  erhält  demnach  durch  Addition  der  so  bestimmten 
Werte,  weuu  mau  zugleich  mit  dem  Nemier  multiplicirt  und  durch 
^XOB ij  dividirt: 

Cos£.(Co8li4-Co8ai-f  Cos^s)  —  cosd.iV«, 

wenn 

4iV*  =»  3 — cosa^  — C08Ä* — cosc^ — 2cosa—  2cosJ — 2cosc 
-|- 2  cos  a .  G08  & -|- 2  cos  a .  cos  c  4~  2     ^  •  ^ 

gesetzt  wird. 

Yeibindet  man  hiermit  die  Gleichung  (5),  so  entsteht  nach  ein- 
gehen Bednctionen: 

CosJS;  —  Gosil.^ 

und  dah^y 

(7)  008*1  =  -^. 

Wenn  man  in  dem  durch  4iV^  repräscntii-ten  Werte  die  Sinus 
der  halben  Winkel  einführt,  80  lässt  sich  der  Factor  4  beseitigen, 
und  es  crgicbt  sich: 

(8)  It*  -  2dnio*  sinl«*+28inia'  ami«> 

-f  2sini«*8in^— sin^o*— sinift«— sini«*. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  in  ein  Product  von  vier  Factoron 
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umgestalten,  von  welchen  der  erste  sin  ^a-j-sin  J64"8i'ii<^  ~  2i»  ist; 
die  übrigen  sind  2{m  —  sin^«)  u.  s.  w.,  so  dass 

(9)  jV  _  4.Vm[ (m-- siii ia).(m— sin |A).(m-- sin I«) 

gefuDdcD  wird. 

Wenn  man  in  dem  oben  vorgekommenen  Werte  von  4CosJ5* 
ebenfalls  die  Sinns  der  halben  Winkel  anwendet,  80  verwandelt  sich 
derselbe  in: 

(10)  C08£*  =  28inia*  Bini&s+2sinias  sini0>+28ini^.8inl«> 

— sin|a* — ßin|&*—  sin  |<^—4sin|a'.8in^'.sin}0*. 

Durcb  (7),  (8)  und  (10)  ist  nun  die  Aufstellang  eines  ein&chen 
Ausdruckes  für  siuc^  ermöglicht,  nämlich; 

2sin^a.siu  J/j.sin|«      2. [sin  Ja] 

(11)  Sind  =  «-  =  — ^ — , 

und  in  Folge  dessen  wird: 

Andererseits  erhält  man  durch  die  mit  HOlfe  der  Gleichung 
Cosa  cos/S.cosy-|-Bin/9.8iny.cosa 

ermittelten  Werte 

.  \         l/— COSff.CO8(0— «)       ,         ,         1  /C0S(tf— (?) . 008(tf— y) 

sinla     1/  r— 5 — :  '  und  cos^a  =  1/  — ^ — .  1  ,  - — ^ 

^     r       smjS.smjf  '      V  sin/^.siny 

unter  Berücksichtigung  des  Wertes 

V—  cos  ff,  oos(tf — «t) .  cos  (tf — /J)  .co8(tf — y) 

für  Siui:;  die  Bestimmung: 

Stellt  man  ferner  die  dem  obigen  Ausdrucke  für  sin^a  cnt» 
sprcclicnden  für  8in|6  nnd  sin^c  auf,  so  eigiebt  die  Mnltiplication 
dieser  drei  Werte: 

r  .     ,  —  COS  Ö  .  Sin  r  .       n  ■  •     a  . 

[sinioj  =  *       [.smaj  =  sma.Binp.smy  ist, 

d.  h. 

....  or  -  IT  —cosff.sina  — eostf.Gos^ 
(U)  2.[8mla]  ^  Me—' 
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j    Acii  »      .      •  «  t         j   sin«     Cos  E  . 
da  2Siii£=s8ma.Bmtf.8iny  und  -.— =      ,.  ist. 

Weil  jetzt  dio  Yerbindiiiig  der  Oleicbungen  (13)  und  (14)  das 
Besnltat 

3.r8iii4aJ.cotgfa*-»      , — oder 

t     I  j  cos  (ff  —  a) 

(15)  cotgia.co8(tf-«)  -  27p|^ 

gicbt,  so  gelangt  man  wegen  (12)  zu  der  einfachen  Beziehung: 

(16)  COtg  d  =  COtg  ia.  COS  ((T  —  «). 

Eine  der  Torstehenden  analoge  Betrachtung,  welche  sich  an  die 
Gleiehnngen  (3)  nnd  (4)  ankntt^cn  würde,  fbbrt  zu  einer  Ähnlichen 
Belation  Uta  den  Winlräl  d,  welchen  eine  dnreh  den  Scheitel  der  Ecke 
gelegte  Ebene  mit  jeder  Seitenfläche  der  Ecke  bildet;  sie  lautet: 

(17)  cotg5  =  tgia.siu(«  —  a),  wenn  s  —  \{a-\-b-\-c)  ist. 

Man  findet  nämlich  hierbei  nach  nnd  nach  als  Correlate  zu  den 
Gleichungen  (7),  (9),  (11),  (12),  (13),  (14)  nnd  (15)  dio  folgenden: 

,  Sini'; 

cosa«-^. 

Stt  —  i.Vju .  (f( — cos  \«) .  (fi  —  cos  i/?) .  (|i — cos  iy), 

wo  jt»      i(cüö^a-|-c08i/S-j-cos^y)  ist, 

COSA' 

**""ain#.sin(«-a)' 

^  _     ,  _  sin«.SinJS 
2.[cosW--^^-^-  und 

*  1     w       X  Sin£ 
tgi«.sin(.>-a)=2;p^. 

Denkt  man  sich  zu  einer  Kante  der  ursprünglichen  Ecke,  etwa 
der  dem  Winkel  a  gegenübcrliegendeu,  den  ergänsendmi  GegenstraU, 
oder  andi  wbl  den  beiden  anderen  Eairten  ihre  Gesenstrahleo»  so  er^ 
hält  man  in  jedem  Falle  ein  Dreikant,  dessen  Linienwinkel 
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1800— i  und  löOO— (?, 
und  dessen  Flächeuwinkel 

«,   180«— /3   uud   mf  —  Y  sind. 

Statt  die  dem  Linienwinkel  a  gegcnttbcrlicgendo  Kante  zu  ver- 
längern kann  man  auch  die  den  Flächcmvinkcl  a  einschliessendon 
Ebenen  sich  erweitert  denken,  und  statt  die  den  Liuiciiwinkel  a  eiii- 
schliessendeii  Kanten  zu  verUlngeni  kann  mau  auch  die  dem  Fliichcn- 
winkel  «  gegenüberliegende  Ebene  über  den  Scheitel  der  Ecke  hin- 
aus iortsetzen. 

In  jedem  dieser  Fälle  entstellt  ein  Nebendrei  kaut  des  ur- 
sprünglichen, in  welchem  die  Summe  der  Linienwinkel}  die  als  Um- 
fang desselben  bezeichnet  werden  möge, 

360»— c—a)  =  360»— 2.(*— a) 

beträgt,  und  in  welchem  die  Summe  der  Flächenwiukel,  die  Inhalt 
desselben  heissen  soU, 

36<y>— (jJ-f-y— «)  =  3600— 2. (ff— «) 

ausmacht,  so  dass  der  Umfang  eines  solchen  Nebendrdkants  von 
(s—a)  und  der  Inhalt  von  (ff — «)  abhängt.  Hiernach  kann  man 
den  Formeln  (16)  nnd  (17),  da  aus  ihnen  honrorgeht,  dass  («— a) 
allein  durch  d  nnd  «,  (ff— er)  aber  nnr  dnrch  d  und  a  bedingt  wird, 
folgende  Dentung  geben: 

1)  Wenn  man  sich  auf  einer  Umdrehnngskegelflächc  zwei  Seiten- 
linien fest  und  eine  dritte  auf  dem  einen  der  beiden  zwischen  den 
crsteien  liegenden  Teilen  der  Kogelflftcbe  beweglich  denkt,  so  haben 
alle  diiiJeBigen  Dreikante,  welche  durch  die  festm  Geraden  nnd  den 
Gegenstrahl  der  beweglichen,  oder  durch  die  (legenstrahlen  der  fieeten 
nnd  die  bewegliche  (sterade  selbst  als  Kanten  bedingt  werden,  den- 
selben Inhalt 

2)  Legt  man  au  eine  Umdrehungskegelfliiche  zwei  feste  sie  be- 
rührende Ebenen  nnd  eine  dritte  ebensolche  auf  dem  einen  der  b^- 
den.  zwischen  jenen  befindlichen  Teilen  der  Kegelflftche  bewegliche, 
so  haben  alle  diejenigen  Dreikaute,  welche  durch  die  festen  Ebenen 
nnd  die  Erweiterung  der  beweglichen,  oder  dnrch  die  Erweiterungen 
der  festen  und  die  bewegliche  Ebene  selbst  als  Seitenflächen  bedingt 
werden,  denselben  Umfang. 

€.  Hellwig,  Professor  in  Erfurt 
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2. 

limlte  de  Vtmmr  qu»  Von  eemnet, 
ea  MlMlitiuuity  teiu  lu  ealeal,  hi  noyenne  arithm^tlque 
46  icttx  BMiitoB  h  lenr  mojeine  y^on^tfltiie* 

1.  Soient  n  ei  N  deux  uombres  inegaux^  ou  a  rideutite  6vidouto 
On  en  tire 

et,  en  extrayant  la  raci&e  carrte, 

Done  la  moyennc  geomötrique  de  deux  nombres  in- 
6gaiix  est  pIoB  petite  que  lear  moy'eniie  arithm^tiqao. 

2.  Appdous  r  Toxces  de  la  inuyeniio  arithmetiquc  des  dcux 
nombres  n  et  N  sur  leur  nioyeuuc  gcomctriquo,  de  surte  quo 

— 2  ' 

Moltipliant  et  divisant  Ic  second  membre  par  — '^"{'^^"i  ob- 
üent 

~  2(iV-j-«)  4-4y  AVi  "  2(2^4-70  +  4^^'/»' 

Hais  on  a  _  _ 

iV+n>2i»,  yiVh>y»««n; 

donc  fl  Tient 

Ainsi  Terreur  que  Ton  commet,  eu  rempla^ant  la  mo- 
yonno  g^omctriquc  de  deux  nombros  in^ganx  par  Icur 
mjDyennc  arithmetiquo,  est  moiudro  que  le  carre  de  la 
differencc  cntrc  les  deux  nombres,  divis^  par  l'octuple 
da  plus  petit  do  ces  nombres. 

Georges  Dostor. 
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Proprl^B  aeBMitaireB  des  nomlini. 

1.  Tout  nombro,  tcrrain^  par  iin  7  ou  par  un  3,  est 
factear  d'an  maltiple  do  10,  aagmoute  de  1. 

Gar  tont  nombro,  termiiiö  par  un  1,  est  n^ssairement  de  la 
forme 

lQp+7; 

et  tottt  nomlnre,  termin^  par  an  3,  est  de  la  forme 

103+3. 

On  en  tire,  en  mnltipliant 
(l()p+7)(10«+S) 


on 


(lQp+7)(10ä+3) 


100p«H-30p4-703+21 

100?jg4- :%  +  70^  4-20+1, 

10aC^fl+3p+7g+2)+l, 


oe  qn'il  f&Uait  pronver. 
Ainsi  uous  avous 

7.8-  21-  20+1;  S.7  —  21-  20+1; 

17.3-  51-  60+1;  18.7-  91-  50+1; 

27.8-  81-  80+1;  28.7-161  =  160+1; 

37.3  =  III  —  110+1;  etc.       38.7  —  281  —  280+1;  etc. 

2.  Tout  nomhrr,  tcrmiuö  par  un  7  ou  par  an  3,  est 
anssi  facteur  d'uu  multiplo  de  10,  diminue  do  1. 

Benz  nombres,  termin^s  chacnn  par  nn  7,  pouvant  dtre  repr4- 
sent^s  par 

l()p+7  et  lOä+7, 
on  a,  ponr  lenr  prodnit, 

(10p+7)(lü(/  +  7)  =  lCX);^r^  +  702)  +  7ai+49 

=  100p(/  +  7(V  +  70(/+r>0— 1, 

aQp+7)(10Ä+7)  =  10(10^a+7i»+7fl+5O)-l. 
Ainsi  on  a' 

7.7  -  49  -  60—1; 
17.7  —  119  —  120—1; 
SI7.7  — 189  — 190— 1; 
87.7  —  259  —  260—1;  etc. 


on 
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Oq  dcmoutrc  de  la  iiicmc  nmuicro  quo  tout  nicmbre,  terniin^  par 
Uli  3,  est  facteur  d'on  multiple  do  10,  diminu^  de  1. 

3.  Tout  nombre,  termin^  par  un  9  ou  par  un  1,  est 
factour  d'nn  multiple  de  10,  diroinn^  de  1. 

Piiis(iue  9  =  lü — 1,  Ics  uombrcs,  termiuüs  par  9  ou  par  1,  sout 
de  la  forme 

ICjp  — 1  ou  10g  4-1. 

Comme  on  a 

(iQp— 1)  (lOaH-i)  =  mpq-\-  lop—ioq—i 

=  10(lQpfl+li-ff)-l, 

le  pfindpe  est  d6moutr6. 
Ainsi  on  a 

9.1  =  9  =  10  —  1 ;  1 . 1»  =   9  =  10  —  1 ; 

19.1  =  19  =  20  —  1;  etc.     11.9  =  99  =  100  — Ij  etc. 

4.  Toni  nombre,  terminö  par  un  9  ou  par  un  1,  est 
auBSI  facteur  d'un  multiple  de  10,  augment6  de  1. 

Deux  uombrc,  tcrmiucs  chacuu  par  ua  9,  pouvaut  ütre  repr^- 
sent^s  par 

10p— 1  et  lOff  — 1, 

on  a 

(IC^— l)(10a— 1)  -=  lOOpg— 10^— lOfl+l 

=■  10(1C^— 1»— g)-|-l. 

La  seconde  partie  est  Evidente. 

;').  Theoreme  I.  Uu  iionibrc  enticr  est  divisiblc  par 
tout  diviscur  a  do  10^1 4-1»  lorsque  la  differeuce  cutre 
le  nombre  d  des  dizaines  de  N,  et  A  fois  lo  chilfre  u  de 
ses  unit^B,  est  divisible  par  o. 

Kous  avoDS 

N'^  10rf+«, 

et,  en  multipliaut  par  A, 

(1)  NA  =  10Ad-\'Au. 

Mais,  puisque  a  est  un  diviseur  de  lOil-f-l)  on  peat  6crire 

m-f-l=ag, 

ou  g  est  un  nombre  entier.  On  en  tire 
ce  qui  cbauge  (1)  en 
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NA  =  (aq-'l)d^Äu^ 

ou  en 

A'^l  —  aqd  —  (d  —  An). 

Puisque  a  divise  aqdy  s'il  divise  d — Auy  il  diviseva  aiissi  NA. 
Gonune  a  est  premier  avec  A,  il  divisera  N 

6.  CoroUairM.  Le  nombre  7  est  nn  divisenr  de  10.24-1; 
donc  7  divisera  N^  s^il  divise  €2—2«.  Ainsi 

Un  nombrc  est  divisiblc  par  7,  lorsque  la  difference 
entre  le  nombre  de  scs  dizaines  et  le  double  cliiffre  des 
uuitus  est  divisiblc  par  7. 

Le  nombre  17  est  diviseur  de 

10.5+1  =  61-17.3? 

donc  17  divisera  iV,  s'il  est  uq  diviseur  de 

Le  nombre  27  est  diviseur  de 

lO.b-i-1  =  81  —  27.3; 

donc  27  diTisera  N,  s'il  divise 

Le  nombre  37  est  diviseur  de 

10.11+1-111-37.3} 

37  divisera  donc      s'il  divise 

d—  11m. 

7.  Th^or^me  II.  Un  nombre  entier  N  est  divisible  par 
tont  diviseur  «  de  Kxl  — 1,  lorsque  la  somme  cutre  le 
nombre  d  des  dizaines  de  et  A  fois  le  Chiffre  t«  de  ses 
auites,  est  divisible  par  a. 

Poisqne 

JV— 10rf+« 

on  a 

NA  —  lOAa+AnL 

Mals  Yisem 

10A^l  =  aq 

donne 

lOii  — ofl-fl; 

de  Sorte  qnll  vient 

NA  —  (aq^l)d-\-Au  —  aqd+(d+Au), 

Ainsi»  si  a  divise  <7+^u,  a  divisera  iV. 


8.  Corollaires.   Lc  nombro  7  divise  60 — 1;  fl  diviaera  donc 
s'U  est  an  diviscor  de  d-\-6u. 

Le  nombro  17,  divisaiit  120—1,  sera  vn  divisenr  de      a'il  di- 

9.  Reniarque.   Le  caracterc  de  divisibilite  i)ar  7,  euoucc  au 
6,  a  6t6  donn6  par  M.  Zbikowski  dans  Ics  M^langes  math6- 

matiqaes  et  astronomiqnes  de  St  Pdtenbourg,  tome  in,  12  d^- 
cembro  1860.  Yoir  la  Kouvelle  Gorrespondance  matli^ina- 
tiqae  de  H.  £.  Catalan,  tome  IT,  1878,  page  157. 

10.  Probleme.  Troiiver  lo  plus  petit  nombrc  possible, 
qui,  Uivise  par  a,  donne  pour  reste  a — r;  divise  par  6, 
douuo  pour  reste  b — r;  divise  par  c,  doune  pour  reste 
tf— r;  etc.;  et  enfin,  divis6  par  /,  donne  pour  reste  l—r. 

D^signous  ie  nombre  chercb6  par  iV.  Noos  devons  avoir 

ag,-f-a— r  =  «(«i+l)— r, 
iV- *g,  +  ft-r  -  %s,4-l)-r, 

eü  <2ii  (72)  Qst  •  •  •  (Zh  d^signent  des  quotients  entiers. 

Nous  voyons,  par  cos  egalites,  quo  le  nombre  A  anginonte  de  r, 
est  divisible  ä  la  fois  par  a,  h,  c,  . . .  l.  Douc  ce  nombre  N  est  egal 
au  plus  petit  commuu  de  a,  2*,  c,  . . .  2,  dimiuue  de  r. 

11.  Comme  application,  cherchons  le  plus  petit  nombre 
possible,  qui,  idivis^  par  2,  donne  pour  reste  1;  divis^. 
par  3,  donne  pour  reste  2;  divisö  par  4,  donne  pour  reste 
3;  etc.;  et,  enfin,  divisö  par  10,  donne  pour  reste  9. 

Dans  tontes  ces  divisions,  chaqne  reste  est  6gal  an  diviseur  cor- 
respondant  diminn6  de  1.  Le  nombro  demand^  est  donc  6gal  an 
plns  petit  common  mnltiple  des  dix  premiers  nombres  entiers  1,  2, 
S,  ...  10  diminn6  de  1,  on  6gad  k 

6.7.8.9  —  1  -  2520  —  1  =  2619. 

Ccttc  question  numerique  avait  ete  propos^o  cn  France,  dans  la 
classe  de  Troisieme,  au  Concours  g6n6ral  des  Lyc^es  pour  1873. 

Georges  Dostor. 
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X. 

Entwickeluiig  aller  Eigenschaften  der 
Logarithmen  und  Kreisfunctioueu  aus  dem 
bestuDinten  IntegraL 

Von 

HeiTQ  Dr.  A.  F.  ERtleutner. 


Einleitung. 
§  1. 

Kacbstebende  Zeilen  liaben  den  Zweck,  ein  Verfabren  zu  veran- 
Bdianlichen,  dnrch  welches  alle  Eigenschaften  einer  unbekannten 

Function  Jt\x),  welches  durch  ciu  bestimmtes  Integral //'» dt»  darge- 

stellt  ist,  ans  dem  Begriffe  dieses  Integrales  geschöpft  werden  können. 
Da  die  Function  F{w)  als  eine  solche  Torausgesetst  wird,  die  sich 

durch  die  vorbaiideuen  und  bereits  iK  lcaiiiitou  Functionen  nicht  aus- 
drücken lässt,  so  kömien  wir  von  cl<  r  imliK  cton  Dctinition  eines  In- 
t^jrals,  welche  auf  eine  gewisse  unter  den  vorliandeuen  Functionen 
zurückweist,  als  deren  Ableitung  die  zu  integrirendc  niittclhar  oder 
nnmittclbar  zu  crkcuueu  sei,  keiueu  Gebrauch  machen,  soudcru  müssen 

die  directe  Definition  des  Integrals  / /»d»,  als  einer  Summe  von  nn- 

a 

endlich  vielen  Gliedern,  zum  Ausgangspunkte  wählen.  Denmach  ver- 
stehen  wir  unter  dem  Symbol //u  du,  jenen  bestimmten  Werl^  welchen 

a 

die  Summe 

h  M + ^2  /■(« 4-^3  /■(«  -Th-\-  +  -  y 

TeULXUL  15  ( 
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in  welclior  sich  s  dem  Verschwinden  nähert  und  f^-f-fg-j-^s  •  •  +fw 
— aist,  unter  Voraussetzung  der  Continuität  der  Function  fu 
zwischen  a  and  a;,  hekaunüich  zur  Grenze  hat}  oder  wir  definiren 

ar 

das  Integral  /  luhu  als  eine  Snmme  von  Prodncten  der  gegehenen 

Function  /«,  deren  Variabio  zuerst  den  Wert  a  erhält  und  beständig 
um  ein  uncudüch  kleines  Increnient  t  wächst,  in  sämmtliche  Incrc- 
mente  der  Keiiie  nach,  durch  welche  dio  Variable  von  a  bis  x  auf- 
steigt. 

§2. 

In  dieser  Definition  sind  zunächst  die  Grenzen  a  und  a;,  sowie 
die  Incremente  e,,  e^,  e^,  ...  f„  reell  gedacht.  Hieran  knüpft  rieh 
jedoch  die  Frage,  ob  nnd  nnter  welchen  Bedingungen  dio  dnrch  das 

Symbol  ffudu  bezeichnete  Summe  auch  dann  noch  gegen  einen  ond- 

a 

liehen  Wert  conTergirt,  wenn  man  die  Grenzen  a  nnd  x  mit  den  all- 
gemeinen Werten  tt+jS»  nnd  y+tf«  vertanscht  nnd  die  Variable  yer- 
ni()ge  eines  beliebigen,  unendlich  Abwechslung  fähigen  Verfahrens  ans 
der  Grenze  a-\-ßi  in  dio  Grenze  übergehen  lässt;  mit  andern 

Worten:  ob  nnd  unter  welchen  Bedingungen  bei  Auwendung  imagi- 
närer Grenzen  und  imaginärer  lucremcnto  irgend  eine  dem  Integral 
ff 

ffudu  analog  gebildete  Summe,  zn  deren  Bezeichnung  vorlttnfig  das 

'/+'':« 

Symbol  Z  fndu  dienen  mag,  die  Bedeutung  des  Symboles 
/  fuou  erreicht  Es  Iftsst  sich  nnn  beweisen^),  dass  die  Summe 
£      im  Allgemeinen  durch  die  Beibe 


ausgedrückt  werden  luiun,  und  dasa  jede  Snmme  £  "      "   ,  sowie 

jede  Smnme         "    ,  erstere,  wenn  AffM-i+m)  zwischen  den  re- 

'^Uen  Grenzen  ^»-1  und  ßm  letztere,  weuu/(u4~i^w0  zwischen  denre- 


1)  S  Qrancrt's  Archiv  der  Mathcm.,  Tril  2a,  Abhandlung  XIV. 
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eilen  Grenzen  «»-i  und  «r»  continiiurlich  ist,  gegen  einen  bestimmten 
Wert  convcrgirt.  Es  steht  also  fest,  daas  die  Summe  £     ,  so  ge- 

bildet  werden  kann,  dass  wir  berechtigt  sind,  sie  dnrch  das  Symbol 

'/+«'«' 

/     fuott  zu  bezeichnen. 

§  3. 

Ist  die  Function  fu  sclilochthin  cuntiunirlich .  d.  Ii.  gibt  os  ab- 
solut keinen  [reellen  oder  imaginären]  Wort,  für  welchen  die  Func- 
tion fu  discontinuirlicli  wird,  so  führt  die  Betrachtung  des  Integral« 
ffuBu  zwischen  imaginären  Werten  zu  keinen  neuen  Ergebnissen. 
Denn  es  sind  in  diesem  Falle,  wie  in  der  oben  citirten  Abhandlung 

gleichfalls  bewiesen  wird,  die  unter  dem  Symbol  /     fuBu  denkbar 

ren  Summen  ihrem  Werte  nach  nicht  verschieden,  oder  sie  sind 
sftmmtlicfa  gleich 

f     fudu4-f  fuduj 

welche  Summe  gleichbedeutend  ist  mit  der  Sunmie 

ff(u + dt)Bu'{-  iff{a  -f  vt)Bv 
a 

und  daher,  wenn  jS  *  0,  d  —  0,  0  >->  « ,  y    x  gesetzt  wird,  übergeht 

X 

in  //ttdu,  80  dass  man  auf  diesem  Wego  kein  anderes  Kesuitat  er- 

hält,  als  das  durch  die  Betrachtung  des  Integrals  ffuBu  zwischen  re- 
ellen Grenzen  bereits  gewonnen. 

Anders  aber  verhält  sich  die  Saclje,  wenn  die  Function  /«  zwar 
zwischen  den  Grenzen  a  uud  x  contiuuirlich  ist,  aber  für  einen  ge- 
wissen Wert  von  der  Form  p~\-<ii  discontinnirlich  wird.  Während 

X 

nämlich  in  diesem  Falle  das  Integral//«« dt«  uuendlich-vieldeu- 

a 

t ig  ist,  liefert  die  Betrachtung  derselben  zwischen  den  reellen  Grenzen 
a  und  äB,  bei  ausschliesslicher  Anwendung  reeller  Incremente,  nur 

^en  einzigen  seiner  Werte,  und  alle  Eigenschaften,  welche  aus 
der  Definition  desselben  unter  Voraussetzung  reeller  Grenzen  und 
seeller  Incremente  geschöpft  worden  sind,  gelten  nur  innerhalb  der 

•  Grenzen  a  und  r  und  nur  für  reelle  Werte  der  Veränderlichen. 
Jetzt  also  ist  die  Betrachtung  des  Integrals  / fuda  zwischen  imaginä- 
ren Grenzen  erst  fruchtbar  nud  zur  Erschöpfung  seines  Wesens  un. 
erlässlich.   Denn  ist  die  Fuuctiuu  fu  nicht  schlechthin  ccj^tinuirlich, 
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y+tfi 

80  habcu  die  unter  dem  Symbol  /     fudu  denkbaren  Summen  kei- 

«+^- 

neswegs  gleichen  Wert,  sondern  nnterschmden  sicli  von  einander,  wie 

von  der  Summe  /     /udu-f-/     /»dv  nm  Yiel&che  einer  bestimm- 

ten  Differenz  ^,  so  dass,  wenn  die  Betrachtung  dos  Integrals  /  fu  dv, 
zwischen  den  reellen  Grenzen  a  und  .'  einen  gewissen  Wert  desselben 
0{pc)  ergeben  hat,  dessen  allgemeiner  Wert  qp('),  den  wir  aus  der 
Betrachtung  desselben  Integrals  zwischen  den  Grenzen  a-\-ßi  und 
y-f-^»  erhalten,  wenn  wir  zuletzt  /3=^0,  5=^0,  0  =  «  und  y  =  x 
setzen,  dnreb  die  Gleichang  (p{x)  =^  (P{x)-\-mJ,  wo  m  eine  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet,  seinen  erschöpfenden  Ausdruck  erhält. 


§  4. 

Dieses  biemit  in  seinen  Hanptmomenten  angedentete  Yer&hren, 

/du 
—  veran- 
schaulichen.  Die  Function  -  ist  zwischen  den  Grenzen  1  und  x.  wenn 

X  eine  beliebige,  aber  positive  Zahl  bedeutet,  continuirlich;  folglich 
wird  die  Summe: 

1,  1_   1 


in  welcher  i  unendlich  klein  und 

X 

ist,  gegen  einen  bestimmten  endlichen  Wert         conveigiren,  den 

wir  durch  das  Symbol  Logx  bezeichnen.  Diese  Function  Log  x  wird 
als  völlig  unbekannt  voransgesctzt.  Die  elementare  Betrachtung 
der  Logarithmen  und  Kreisfunctioneu,  sowie  deren  Vervollständigung 
durch  die  Analysis,  ist  also  für  uns  gar  nicht  vorhanden;  wir  ab- 
strahiren  überhaupt  von  der  Kenntniss  irgend  welcher  Trans- 
cen deuten  und  setzen  nur  die  algebraischen  Functionen  und 
Ihre  Ableitoitgen  als  bekannt  voraus. 
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§  5. 

Ao8  der  in  §  1.  aufgestellten  Definition  eines  Integrals  ffuh^ 

a 

als  der  bestimmten  Grenze,  gegen  welche  die  Reihe 

«i/(«)+«2A«  +  «i)  +  f;i/(«+fi+«a)  -        iAö-f«i+«» ... +e»-a) 

in  weleber  sich  t  dem  Yersehwinden  nähert  nnd  ei-\-es...-\-tu-=-b—a 
ist,  convergirt,  ergeben  sich  sofort  folgende,  für  nnsere  Entwickelung 
ganz  besonders  wichtige  SAtze: 

Denn  da 

a+JjÄd— ^  — f,  ...  —Sn 
a+«i+«»      *— »a— «4  ...  — 


so  lässt  sich  ffuBn  anch  darstellen  dnrch  die  Summe: 

Schreiben  wir  diese  Summe  in  nmfrekehrter  Ordnung  und  setzen  da- 
bei zuerst  für  di(^  Diflferenz  //  —  £„ ,  dann  für  A  -  e,i-i ,  dann  für 
b — (t»-2,  zuletzt  für  ö  —  Bi,  jedesmal  also  6,  so  erkalten  wir: 

b 

f/u  du  ^  €n  /  (i)  +  £»-1  /'(Ä  —  f„)  -|-  f «_2  /X^  —  £«-1  —  f»)  4-  •  •  • 
a 

Bezeichnen  wir  nnn  ~Cm  dnrch  «/,  — «m^i  dnrch  V,  ...  — durch 
e'«-i  und        dnrch  ImS  so  finden  wir: 

f\du  {f,V(6)+e,'/-(i-f.e,')+«sW+«i'+V)+ ... 

wfthrend  Ci'+*/+VH-"*H-V»  a— &  ist  Folglich  können  wir 

a 

die  eiugoklammerte  Summe  durch  ^ fu  du  bczeicliueu  und  erhalten 

h  n 


* 
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beb 

II.  /  fu du  «=»  ffudu  '^ffu 

a  a  e 

WO  r  >>  a  •<  A  ist,  welche  Gleichung  sich  sofort  ergibt,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass 

nnd  dass  daher 

6 

ffuBu  «{»jf{«)-f  ...  -|-j,„f(a-f.*,-|-f,-f. ...  -f-e«_i)} 

4-l^w'+i/"(<^)  +  ^"»+ii/X^+^'»+i)+  ...  4-f«/'(c+£«»ti4- -j-^M-i)} 

ist,  von  welcher  Summe  der  erste  Teil  offenbar  durch  /  fuBu  zu  be-, 

c 

zeichnen  ist  Ans  der  Gloichong  II.  folgt  aber  auch 

Chi 

f  fuBu  ^  J  fudu  — ffudu. 
a  a  e 

Mau  kann  also  bei  Bestimmung  eines  Integrals  zwischen  den  Grenzen 
a  und  c  auch  über  die  letztere  liinausgehen  und  dann  wieder  zu  ihr 
zurückkehren,  weuu  uur  die  Function  fu  zwischen  deu  äussersteu  a 
und  b  continuirlich  ist 

m.  /  fudu  =-fg>'pf(tpt)dv, 
9a 

Tomosgesetzt,  dass  nicht  nur  die  Function  fu  zwischen  den  Grenzen 
«  »  q)a  und  u  9>^,  sondern  anch  die  Fnnction  ^  zwischen  den 
(Frenzen  t>  —  a  und       ß  Gontinmrlich  ist  Denn 

7/t*ött-£^/'(9»«)+eVX9'«+«\)H--.-+«V(y«+«'i+«'2+".+f'»-i), 
9a 

während  (3P«-|-€',-|-f''-'4- •••  ~f~^'«-i"|-^'«  =  '3^,^  ist,  wobei  die  succcs- 
siven  Incremento  «'  der  Function  g?,;  von  cpn  bis  q)ß  deu  successiveu 
Incrementen  «  der  Veränderlicheu  v  von  «  bis  ß  eutsprecheu,  also 
auch  a+fi-fE2+  ••  +*n-i+e«  =  ß  ist 

Vermöge  der  Contiuuität  der  Function  9?«  zwischen  den  Grenzen 
«  und  ß  finden  folgende  Gleichaugen  statt: 

daher  auch 
femer 


der  Logarithmen  und  Kraisjunctionen  aus  dem  bestimmten  Integral.  231 

9(«+«i+*a)— =  *»v'(«+«a)  =  «'t, 

daher  auch 
ferner 

daher  auch 

v(«4-  fi + f » + . . .  +  «n) — <)i)(«4-  ^1 + 4-  •  •  •  H-««-i) 

daher  aaeh 

e=  9>o-j-  f'i-f-       •••  4"  *'»• 

Demnach  vcrwaudelt  sich  die  das  Integral  /  fudu  vorstellende  Summe 
in  folgende: 

^fp'a/*(g>o)-|-€gg)'a4-fiA'P«ffi)-|-f39>'a+f,+f,/"(9'«  +  <,+'t  -f  ••• 

welcJie  sich  als  die  Definition  des  Integrals  / y't  2a  erkennca 

gibt 

b 

IV.    D6ffudu=-  f\ö). 

9 

h 

denn  die  Abluituug  Üb/ fudu  bedeutet  das  Verhältiiiss: 

a 

/  fuBu^/fudu 


ist  also  gleich 

hfi^)-\-hf(»A-«i)+    +g»»A^-<»»)+ W(ft) 
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§  6. 

Wie  bereits  in  ff  2.  und  3.  im  AllgemeiBen  angedeutet  wurde, 

erfordert  die  erscliöpfende  Untersucliuüg  des  Integrals Betrach- 
tongen  folgender  Art: 

—  zwischen  den  reellen 

Grenzen  1  nnd  x  (zwischen  welchen  die  Function  ~  continnirlicli  bleibt, 

wenn  X  ciuo  positive  Zahl  bedeutet)  unter  Voraussetzung  aus- 
schliesslich reeller  Incrcmente. 

B)  Die  Betraehtung  des  Integrals         zwischen 'den  imaginftren 

Grenzen  ce-\-ß/  und  }y-{-qi  unter  Voraussetzung  teils  reeller  teils 
einfacher  imaginärer  Incremeute  von  der  Form  öi,  wobei  die 
Yeränderlidie  u 

I.  durch  lauter  reelle  Incrcmente  von  der  einen  Grenze  tt-\~ßi 

zunächst  bis  2)-\-ßi\  sodanu  durch  lauter  imaf];intire  Incremeute  von 

^-\-ßi  bis  zur  andern  Grenze  fortschreitet,  oder 

« 

n.  znerst  durch  lauter  imaginäre  Incremeute  ans  der  einen  Grenze 
a-^ßi  zunächst  in  ct-{-qi.,  sodann  aus  tt-\-qi  durch  lauter  reelle 
Incremente  in  die  andere  Grenze  p-{-qi  übergeht»  oder 

m.  zuerst  durdi  reelle  Incremeute  a-\-ßi  bis  zu  einem Zwiscben- 
wert  tti-j-jS/,  sodann  durch  Imaginäre  Incremente  von  «^-{'ßi  bis  zu 
einem  andern  Zwiscbenwert  «t'hßi*  °*  f.  abwechselnd  durch 
reelle  und  ein&che  imaginäre  Incremente  bis  p-\-gi  anwächst 

zwischen  den  imaginären 

Grenzen  tt-^ßi  und  p-{'a^  unter  Voraussetzung  eomj^lexer  ima- 
ginärer Incremente  Ton  der  Form  y-\-9i, 

/ölt 
—  zwischen  reellen 

Grenzen  unter  Voraussetzung  reeller  Incremente. 

§7. 

/du 
— 

zufolge  der  beschränkten,  nur  zwischen  der  Einheit  und  einer  posi- 
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tiven  Grenz©  »  stattfindenden  Contimiität  der  Function  -  haben  muss, 

finden  wir  bei  ausseliliesslicher  Anwoudunj^  reeller  Incrementc  nur 
einen  einzigen,  welchen  wir  durch  lo^^x  bezeicimct  haben.  £s  ist 
also: 

log»  -  h  i-K         iq:-^+-4^.i+,^_p^qr:^,  - 


Setzt  man 


/8» 


«1  —  * 


80  hat  man 


folglich 
also 

l+«i+^+«8  —  (!+«)•     8.  w. 
Folglich  findet  man 

log»  =  *  l+.0+e)ji5+£(l+t)^jjA_,H-...+,(l+,)«-i.g-j^ 

Iso,  wenn  sich  n  der  Grenze  qo  nähert, 

logas  B  lim{nf). 

Da  niui  ans  der  Gleidrang 

«  —  l+fl+Cj  +  ...  +  Cn  «-»  (1  +  0" 
1 

iHr  €  der  Wert  as» — 1  gefunden  wird,  so  folgt 

1 

loga;  =  lim{n(Ä»— 1)}, 

wenn  sich  ?*  der  Grenze  qo  nähert. 


Aus  den  Gleichangea  L  und  II.  des  §  5.  folgt 
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/•S»       P9u  ,    /Su       /%»       pdu  , 
u-J üy  üy  ü-J ü-^^^-^'^'^ 

Setzen  wir  aber  in  die  Gleichnng  m.  des  $  6. 

ß  "^ß 

/m'n  —  dü  =  /  -du 
statt  ^  die  Function  am,  also 

SO  finden  wir  ittr  a  =  1  und    =  y 

XV  ' 


das  ist 


also 


/du 
gefundenen  Werte  ergibt 


sich 

logffy  —  logoj-j-logy, 
welcher  Satz  auch  die  folgenden  drei 

log- =  log  x— log  y, 

9 


log(«*)  ^  fnlog»  nnd 

1  1 
log(a;»«)  —  -logx, 


WO  m  zunächst  dne  ganze  Zahl  bedeutet,  selbstTerstttndlich  macht. 
Hieraus  aber  folgt  sogleich,  dass  der  Satz  log(«"*)  » mlog»  fttr 
jeden  beliebigen  reellen  Wert  Ton  m  (und  ftlr  jeden  posi- 
tiven  Wert  von  »)  Gflltiglceit  hat 
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§9. 

Es  sei  logx  ^  0.  Verstehen  irir  anter  «  denjenigen  Wert, 
welcher  der  Oleichnog  log«     1  Genflge  leistet,  so  ist 

log(e«)  =  sloge  =  z. 

folglich 

log«  =  logC«*), 

woraus  sich  die  Gleichheit  x  ==  c-  crgiebt,  iu  der  die  vorige  log«  « 
ihre  Umkehraug  hat.   Nun  ist  nach  §  7.  für  n  »  oo  % 

1 

logjB  -»  limj«(a:»— 1)}  —  «; 

folglieh  auch  ^ 

lim{«([c-']»-l)}  =s; 

folglich  immer  noch  anter  der  Yoraassetzong,  dass  sich  »  der  Grenze 
OD  nähert: 

«•-lüng+l)". 

Setzen  wir  n  »  so  ist  anter  der  YomoBBetzong,  dass  sich  u  der 
Grenze  Noll  n&hert,  ^ 

—  lim(l+tt«)« 
and  man  erhftlt  endlich  nach  dem  binomischen  Lehrsatz 

welche  Beihe,  so  lange  iur<l,  also  «<C^  ist,  mithin  für  jeden 

reellen  Wert  von  a,  convergent  bleibt 
Ist  also  a  =*  1|  so  finden  wir 

e  =  1+14- ^^2+1.^+- 


/du 
—  zwischen  imaginären 

Grenzen-anter  Yoraassetzang  einfacher  imaginärer 

Incremente. 

§  10. 

Um  zwischen  den  imaginären  Grenzen  n-j-j}»  nnd  y-l- fbr  alle 
drei  nach  §  6.  gegenwärtigen  Falls  möglichen  Uebergangsarten  der 
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Yerftnderliehen  das  Integral  J^*^~  aosKawerteii,  bebandelii  wir  zu- 

oilelisi  die  beiden  einfacberen  FftUe,  in  welcben  sich  jene  Grenzen 
entweder  nnr  in  dem  reellen  oder  nur  in  dem  imaginftreu  Teile 
outencheiden. 

/du 
— »  d.  b.  die  Snmme 

•         ,   1  ,  .         1  1 


wo  «i+«t+-+«H  —  d— ist 
Ans  dieser  Definition  folgt: 

/du  r  dn         .  w*  , 


also 


Setzeu  wir  iu  Gleichung  III.  des  §  5. 
statt  9«  die  Fnnetion  "       »  also 

a^  +  Ö^ 


I  2» 


so  erhalten  wir 


/ 


das  ist 


X 
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V  5!+£!  5lt£! 


weil 

ist  (s.  S  8.) 

Setzen  wir  aber  in  die  Gleichung  ni.  des  f  6. 


statt  9»  die  Fanctton  ^*  also 

» 


9«/  =  -  und  9>.=-^. 


80  finden  wir 


folgUch 


/-. — ^ — sriy  oder 

Geben  wir  nun  zum  2ten  Fall  über  und  betrachten  das  Integral 
-»  das  ist  die  Summe 

1     .         1  1  , 

=:y  — £„ 
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woraQB  folgt 

/du  _  r  dl)  _  r  vriv       .  /»  15.7*' 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  III.  des  §  ö. 


+ 

statt  ^«  die  Function  ^--^ — »  also 


 p^- 


80  folgt 


J'ft'pj^^  oder  , 
Setzen  wir  ferner  in  der  Gleichuug  III.  des  §  5. 


yl  yy 


statt  tp9  die  Function  ^>  also 


ß 
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80  folgt 

At  1 

flv  oder 


also 


.  r. 


_  / 

+      ~c/  1  +  «** 


•-t-fU  u 


§  11. 


Die  Uutersachuag  der  Intogralo  /      und  /  ^  bat  uns  somit 

/•  flu 
geführt  Da  die  Continnitat  der  Fanction 

l^^t  keine  unbedingte  ist,  obschon  sie  zwischen  Null  und  Jeder  be- 
liebigen reellen  Grenze  x  stattfindet,  so  ist  im  Allgemeinen  das  Inte- 
st; 

gral ^ anendlich  vieldentig;  aber  unter  Toranssetsnng  reeller 

Grenzen  nnd  reeller  Incremente  bat  es  nur  einen  einz^n  Wert,  den 
wir  dnrcfa  das  Symbol  arctg«  bezeichnen.  Es  ist  also 

(a)   arctg«  -    J  +  ^iqp^.  +  h 
Setzen  wir  in  der  Gleichung  III.  des  §  5. 


y*       1  r  du 

9m 
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1)  Btatt  9v  die  Function  — «,  also 

BO  erhalten  wir  für  «  —  0  and  ß^x  (vergl.  die  folgende  Anmerkung) 
folgUcli 

arctg(—  «) — arctgff ; 


2) 

folglich 


— s  •  «^'«^  oder  —  /  r— i — St 


1 

0  X 


also 

arctgÄ  ==  arctg(ao)  — arctg 

Demnach  ist  arctg »4- arctg  ^  eine  coustaute  Grösse  arctg  (»), 
die  wir  dorch  ^  bezeichnen  wollen,  so  dass  auch 

arctg  (— «) +arctg  ^—     =  —  ^arctg«  +  arctg  ^)  ==  —  ^ 
gefunden  wird. 

Setzen  wir  »  s  1,  so  ergiebt  sich 

2arctgl  —  ^» 

also 

arctgl  =  1 

Um  diesen  Wert  aonähemngsweise  sa  berechnen,  setzen  wir  in  die 
Gleichong  (a)  für  m  die  Zahl  1,  teilen  die  Einheit  in  n  gleiche  Teile, 
z.  B.  in  zehn,  und  machen  c^,  e,,     «n  =  t^,  so  ist 

«        ♦  1    JlAj___1  I  1  1  j  \\ 

4  "*'^^^"lOU'^l+(A)=''*"l+(rtJ^"^l+(Ä)*'*""*"*"l+(^^^^^ ' 
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Anmorknng.  Mau  könnte  einwenden,  daae,  wenn  man  in  die 
Gleichung  HL 


statt  9»v  die  Fuuctiou  K  also  9«  ^  setzt,  a  uicht  gleich  0  gemacht 
werden  dürfe,  weil  ftr  diesen  Wert  die  Function  -  aufhöre,  conti- 

V 

nuirlich  zu  sein,  und  daher  die  Gleichung  III.  nicht  mohr  stattfinde,  . 
und  es  Hesse  sich  nach  dem  von  uns  angewendeten  Verfahien  auch 
das  Absurdum 


arctg(— «)+arctg  ^—  ^ 


beweisen.    Denn  man  setze  für  <pv  die  Function  — also 

V 

1 

1 

,  1 

so  würden  wir  für  a  =  0  und  ß  =  x  erhalten: 


d.  i. 


0 


also 

demnach 


aretga;  =  — arctg  oo  -\-  arctg  ^—  ^  - 
+  ^  —  arctg(— a?)4-arctg(— 


Allein  die  Function  -  ist  zwisclien  den  Grenzen  4-^  ^  +^ 

— c  nnd  — mlbei  »  nn^dlicii  klein  ist,  oitiBChieden  eonHnilriidi; 
die  Gleichung  ni.  gilt  also  noch,  wenn  wir  aneh  (dies  ist  der  eigent- 

TaULXm.  1* 
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licbo  Siiiii  der  Umwandlang  von  -j-  «  in  0)  für  «  den  Wert  -f*  setzen, 
und  das  Fehlerhafte  des  voranstehcndcii  Beweises  liegt  darin,  dass 
die  Umwandlung  — «  in  0  gleichbedeutend  mit  der  in  4-<  genommen 

wurde,  wllhrend  sie  den  üebergang  in  —e  Torstellt,  also  für  ^^[^^q) 
nur  —00,  nicht  -{-aa  gesetzt  werden  konnte. 


§  12. 

B+rfl  V+ßi 

du  P  du 

—  und  /  — 

gefundenen  Werte,  und  berücksichtigen  wir,  dass  nach  §  11. 
i  i  i 

et 

und 

r 


ttu  P   du     .    P   tlu  ^  Y  « 


a 

~ß 

? 

ist,  00  gelangen  wir  zu  den  Ausdrucken: 


Pein  a24-<J2       /         5  ß\ 


V+ß* 

y^du  (       y  a\ 

Ii  =iloö^^^-j,-*|arctg^-arctgjjj. 

Lassen  ^vir  nun  I.  dicVariablc  ans  der  Grenze  «-|-|3<'  zuerst  durch  lauter 
reelle  Incrcmcntc  in  ß-\-ßi^  darauf  durch  lauter  imaginären  Incie- 
meuto  aus  "^-^-ßi  in  y-j"^*  übergehen,  definiren  wir  also  das  Integral 

du 

—  durch  die  Summo 

so  müssen  wir  bei  Anwendung  der  Gleichung  (b)  a  mit  y  vertauschen 
und  wir  finden 
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H-»^arctg-— arctg^ 

y2i  ^2      f        u  9  8  y\ 

^2_j_^2+»\a^ctg  ^ + arctg  -  —  arctg ^  -  arctg  ^ j . 

Lassen  wir  aber  die  Variable  aus  der  Grenze  a-^ßi  zuerst  durch 
lauter  imaginäre  Incremente  iu  «  +  <5/,  darauf  durch  lauter  reelle 
Incromoute  aus  a-^-öi  in  y-^-^i  Ubergehen,  definiren  wir  aiso  das 

Integral  /  —  durch  die  Summe 

a+ßi 

SO  müssen  wir  bei  Anwendung  der  Gleichung  (c)  ß  mit  d  yertanschen 
und  wir  erhalten 

/  -  =  m  «^ö2+^  (^arctg  ^  -  arctg  -J  +ilog^^ 

— *  (arctg  I  —  arctg ^ j 

y2  I  52      (        ci  d  ß  y\  ' 

=  ilog^^,+i^^arctg  ^  + arctg- --  arctg- -arctg jj. 

'  du 

durch 

a  +  ßi 

ft(^-\-ßh  y+^O»  das  auf  die  zweite  Art  definirte  durch  /»(«-!- /^h 
80  ist 

ft—fi=  *  (arctg  ^ 4-  arctg  ^ + arctg  ^ + arctg  ^  -  arctg  ^  -  arctg  ^ 

— arctg  ^— arctg  ^1 . 
welche  Differenz,  vermöge  der  Gleichung 

arctg 05 -f- arctg-  ■= 

sich  in  2»«  umwandelt,  wenn  «  und  ß  positiv,  y  und  3  negativ  (oder 
umgekehrt),  und  TermOge  der  Gleidiheit 

16* 
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arctg(— a;)4-arctg 


2 


7t 


in  —  2in',  wenn  o  und  9  •pon.ttVy  ß  tind  y  negativ  (oder  unigekehrt), 
in  aUen  übrigen  FftUen  aber  «  0  ist 


Lassen  wir  nun  III.  die  Tariable  aus  der  Grenze  tt-\-ßi  zuerst 
dorch  lauter  imaginäre  Incremcnte  in  den  Zwischenwert  «-ff^i von 
diesem  durch  lauter  reelle  Incrcmente  in  einen  andern  Zwischeuwcrt 
f<i-j-ßii  u.  8.  f.  abwechselnd  bald  durch  ima{j:inäre,  bald  durch  reelle 
Incremente  bis  zu  einer  Grenze  p-^-qi  fortschreiten,  so  wird  uns  das 


scheinen. 

Fassen  wir  zunftcbst  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  Integrale 
zneammen,  so  ist 


Nnn  ist  aber 

I.  wenn  or  nnd  ßr-^i  poBitiv,  «r^i  nnd  ßr^^  negativ  (od.  umgekehrt), 


IL  wenn  «r  nnd  ßr-^2  positiv,  ßr^i  nnd  «r-f  i  negativ  (od.  nmgekelirt), 


§  13. 


Integralen  von  der  Form  er 


also 


fi  =  /i+2jt», 


in  allen  übrigen  Fällen  dagegen 

folglich  ist  in  allen  diesen  übrigen  Fällen 
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«r+l+Z'rll'  "r|l+/'r+2'  "r+i+^r+s' 

«+/  «+/  «+/  .« 

in  den  beiden  Ausnahmsföllen  I.<  und  n.  dagegen  ist 

/i(«r +       «»+1  +  ^1- \  lO  +  Aj  (o,  f  1  -|- |S,  +  1»,  ffr-f 2*f  i^r-l-a») 

Pf?« 

Wir  hatten  nnn  das  Integral  /     definirt  durch  die  Snnime 

+  /«  («2»-l  +  ßim-li,  «2«+  /feiiiOH- /s  («2ii»+  ^2«*, p  • 

Wällleu  wir  uuu  in  den  cingeklanimerteu  Summen  die  llci)r,i^(  ntanton 
ffr,  ßr-^ii  «r+i,  /^r+s  SO,  wio  68  In  dcm  cinen  oder  dem  audorii  der 
beiden  AnsnabmsfiUIo  angeloben  ist,  so  erhftlt  man 

/Piqi 

da  aber  jetzt  die  beiden  AuanahmsfäUe  1.  und  II.  nicht  mehr  statt- 
finden, so  zieht  sich  diese  ganze  Summe  ssnrttdL  anf 

(« -\-ßi\p-\-  «zO  ±  2» 
du 

vor  durch  die  Summe 

H-{  /j  («2 — ßih — «3  +iJj»,)4-/2  H  f^-\-ß^  «4— /JifJlH- 

+  /*2(«4  — /'4»»l»H-fl») 
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wo  in  den  beiden  eiiigcklainmerten  Summcu  die  Rcpräseiitautcn  von 
«r  und  ßr+i,  nämlich  1)  a  und  /i,,  2)  «o  und  ß-^  beide  positiv,  da- 
gegen die  Repräsentanten  von  arj-i  und  ß,^2,  nämlich  1)  — o  and 
—  ßs,  2)  —  09  und  —ßi  beide  negativ,  tiso  dem  AosnaJimB&lle  L 
entsprechend  gewfthlt  sind,  so  finden  inr 

«t/K 

Da  nun  aber  jetzt  in  der  eingeklammerten  Suninic  die  Kcpräsentauten 
von  Ur  und  ßr\  \,  nämlich  a  und  — /?2,  sowie  Kepriisentanteu  von 
«r+i  und  ßr\2,  nämlich  und  —  ß^<,  der  eine  positiv,  der  andre  ne- 
gativ sind,  also  weder  dorn  Falle  I.,  noch  dem  Falle  IL  entsprechen, 
80  erhalten  wir 


P+qi 

Stelleu  wir  uns  also  das  Lut^pral  /  —  als  eine  auf  unendlich 

nuumig&ltige  Art  ansfUhrbare  Snmme  von  Integralen  vor,  die  sänunt- 
lich  dem  Integral  analog,  d.  h.  sämmtlich  von  der  Beschaffenheit 
sind,  dass  in  ihnen  die  Variable  von  einem  Zwischenwerte  «r-\-ßri 
in  einen  andern  Zwischenwert  ar^i-\-ßr^ii  snerst  durch  imaginäre, 
dann  durch  reolle  Incremcnte  tibergeht,  so  lassen  sich  die  aufeinan- 
derfolgenden Zwischcnwcrtc  ar-\-ßri,  a,+i  +  /3r+i»,  «r4-2+jSf-f2i  so 
irfthlen,  dass  jede  von  den  unendlich  vielen  Summen,  dnrch  welche 

/P  h?« 
—  deliuirt  werden  kann,  sich  von  einander,  wie 

von  dem  Integral    /«(«-}- /3*,i> -f- 2O »    nm  Yielfache  der  Dif- 

p+qi 

fereuz  2»*  unterscheiden.   Bezeichnen  wir  das  Integral  ^  un- 

ter  der  Yoraossetznng,  dass  die  Variable  auf  die  angegebene  Weise 
bald  durch  imaginftre,  bald  durch  reelle  Incremente  von  Ins 

/'  i  'I 

fortschr^tet,  durch  (  /  ~     ^  hBJtm  wir  die  Gleichung 
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( t/*^  )  ^  ^2  («  +     P  f  9})  4-  2»i  ni^ 
WO  m  jede  positive  aud  jede  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

/+?» 
-      alfi  eine 

Somme  Ton  Integralen  von  der  Fonu  /*,  vor,  so  finden  wir  durch  ein 
dem  obigen  ähnliches  YerfiEihren  denselben  Wert,  so  dass  jenes  Inte- 

gral  auch  bei  dieser  Auffassung  durch  ^J*^\m  bezeichnen  ist 


I  14. 

Machen  wir  a  1,  /3  0,  nnd  nennen  vir  das  anendlich  viel- 
dentige  Integral  {^J^ ^  ^  den  allgemeinen  Logarithmus  von 

Ip-^-qii  den  wir  im  Unterschied  von  dem  eindeutigen 

durch  log  (iJ+aO  bezeicUueUj  so  gilt  die  Gleichung 

iog(i>+fl»)  -  /;a,i»4-fl0+2«»i. 

Ist  nnn  p  eine  positive  Zahl,  so  erhalten  wir 

log  {p  +  qi)  —  iLog(  p^ + q^)  + 1  ^arctg  ^ + arctgg—  arctg  | j  +  2»»  ni. 


2 

und  da 


•  -«ctg? — ««tge-««.g3+«ctg2  —  i+«otB| 

ist,  so  folgt 

log  (j) + qi)  =»  iLog  (i)^ -f  i  (^mn  -j-  arctg|^  t 

q  7t 

wo  arctg-  eindeutig  und  derjenige  Arcus  ist,  der  zwischen  — ^und 
+  2  2^^^^  zwischen  0  uud  ^-g-,   wenn     positiv,  und 
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zwischen  0  und  — ^  negativ  ist.  Bedeutet  aberp  eine  ue- 
gative  Zabl,  ist  also  p  ^        so  findet  man 

und  da 

arctg|^  -arctg*!  +arcl«^  -arctg|>  ==  |-.arctg|>  =  |  +arctg| 
Ist,  80  fidgt  ftr  ein  negatiTea  p 

Man  findet  daher  andi 

log(+l»)  =  1'0gp-}-2tnn/\ 

log  (— I»)  =  Logj>-|-(2»i4- 1)  »»» 

WO  Logp  den  einsSgen  Wert  vorstellt,  den  man  Dir  das  ans  Mos  re- 

p 

eilen  Inerementen  constmirte  Integral  /  —  erbüt. 


/du 
—  zwischen  imaginären. 

Grenzen  unter  Yoranssetznng  complexer  Incremente. 

§  15. 

Lassen  wir  nunmehr  die  Yariable  durch  complexe  Incremento  von 
der  Form  e-\-äi  aus  der  Grenze  a-f-  ß'  in  die  Grenze  p-{-qi  ttber- 

gehen,  definiren  wir  also  das  Ibitegral  ffMBu  durch  die  Smnme 

. . .  +  (Jh  +  W  /*{«+     -h     -f  . . .  +  fn-l  +  /(jS  4-  dj+«,  +  . . .  5h-i)  } , 

in  welcher  e  und  d  reell  und  unendlich  Iclein  und 

/3 + 5, -f- dg+ . . .  "4- dn  ==  <2 
ist ,  so  haben  wir  offenbar  die  allgemeinste  Definition  des  Integrals 
/tu)  du  vor  uns,  welche  die  dem  voranstehend^  Abschnitt  zu  Grunde 
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gelegte  als  ihre  Unterart  einscbliesst.  Mau  könnte  daher  glauben, 

p+qi 

dass  die  Construction  des  Integrals         ~  ^  unter  Zulassung  blos 

einfisielieir  und  zwar  mit  reellen  abwedueliider  imaginärer  Incremente 
(vergL  §  18.)  dessen  Benennung  als  des  „allisemeSnen  LogarithmiiB*' 
von  p^qi  idcht  rechtfiwtige.  Allein  inr  werden  nns  alsbald  über- 

zeugen,  dass  der  durch  die  jetzige  Detinition  des  Integrals  /  fudu  be- 

dingte  Wert  desselben  mit  dem  Werte  des  Integrals  (/  fudu)  genau 
Übereinstimmt. 


§  16. 

Nftmlich  zofolge  der  jetzt  vorausgesetzten,  im  Torigen  §  ange- 

gebeueu  Construction  des  Integrals  ffudu  haben  wir  auch 

^udu  -  «,/(«+/J»)+Vn«H-^»}+«»A«+«i+ft»+*ih)H- 

4-<5,/'{«4-fi+(i3+d,H-|-... 

Da  iniii  die  Function  fu  zwischen  den  Grenzen  a-]~ßi  und  p-\-qi  als 
continuirlich,  d.  h.  als  eine  solche  vorausgesetzt  wird,  welche,  wäh- 
rend die  Variable  aus  der  Grenze  (t-\-ßi  durcli  complcxe  Incre- 
mente in  die  Grenze  p-\-qi  überdreht,  nun  die  Form  ^  annimmt,  so 
muss  sie,  so  oft  der  Teil  Ur  irgend  eines  Wertes  a,-\-ßri  der  Ver- 
finderUelien  «  nm  ein  unendlich  kleines  Increment  sr  wftdiat,  eben« 
falls  einen  unendlich  kleinen  Znwadu  &r  Ton  der  Form  ^r'+^«-"» 
erhalten. 

Es  ist  also 
folgUch 

desgleichen  ist 

folglich 

ebenso 

U.    8.  W. 
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Demnach  lässt  sich  die  jetzt  vorausgesotzto  Construction  des  XotcgraU 
/ fudu  Moa  in  folgende  umwandeln: 

+«rf(/H-«i)4-*«^iH-  etc. 
Also  ist 

f  fudu  — 

=ffudu-\-Jfit(/n  —  fudu-^       f  fudu  —  do'&a»-^-  etc. 

f  fudu — Oj^j/r 

/  /)t  -tfj^,»— djdj»-!-  etc. 

Verfabren  wir  auf  diese  Weise  mit  sämmtUchen  Gliedern  der  obigen 
Snmme,  so  erbalten  wir  scbliesslicb 

«+*»4         ^«^+ -f'^„)' 

Aebten  wir  aber  auf  das  BUdangsgeseta  dieses  Integrals,  anf  welcbes 
sieb  die  transformirto  Summe  redndrt  bat,  nnd  bemerken  wir,  dass 

die  Ycrändorlichc  abwecbsclnd  bald  durch  rcello,  bald  dnrcb  ein- 
fache imaginäre  Incrcmcnto  in  den  letzten  Grenzwert  übergeht,  so 
ist  klar,  dass  diesem  Integral  kein  anderer  Wert,  als  der  am  £ude 

des  I  13.  durch  if^^  bezeichnete,  bdzulegen  ist 

Was  aber  die  Reibe 

'  A  4"  ^s  ^s  4"  •  •  •  + 

betrifft,  so  xerftUt  sie  vermOge  der  complexcn  Form  von  9  in  die 
beiden  Beihen 

Ist  nun  unter  den  unendlich  kleinen  Grössen 


da-  XojKinVAm«N  wirf  Er^wnOionm  mu  dm  hegUmmUit  ^ttegral.  251 
»\,^'t,.,.^n    ttfld  ... 

unter  jeueu       uutcr  diesen  ^'V  die  grüsste,  so  ist  die  Summe  232 

ij,»,+3,^,4-...+d„^H<^'r(ai+*,+...+Ä»)+.-n(a,+d,+...^^ 

also  <C.  ^riq  —  ß) )  sie  ist  demnach  unendlich  klein  und  folglich  ohne 
Etnfloss  auf  den  Wert  des  zu  tinteraachenden  Integrals.  Wir  erhalten 

daher  f  fudu^K  (f  fit  du),  d.  h.  'der  an  das  Bfldiingsgcsetz  C.  (S.  282 

%  6.)  sieh  knüpfende  Wert  des  Integrals  /ffda  ist  mit  dem  dnrch 

das  Bilduugsgesetz  13.  III.  bedingten  Werte  dieses  Integrals  identisch. 


§  17. 

Dem  jetzt  voransgesetzten  Bildnngsgesetse  gemftss  verstehen  wir 

r  \  7» 


unter  dem  Integral  /  '-^  die  Snmmo 


in  welcher 

a-f-ei4-f2+ • .. jp  und 
«-j-d^-j-dg-f-  •••        ™  Ä 

ist  Machen  wir 

=  dg  =     =  . . .  =  d», 

so  finden  wir 

+  «-|-^,+2(«i+dit)  +  ■  •  •  +  1)(«i+m1  ' 

wo 

ist.  Folglidi 
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+  ^1  

wo 

ist  Setzen  wir  endUeh 

gl  4-  ^1»  ... 

so  ist 


P+9» 

J  -  =  1^,^ + 1 +2(H::di)  +  •  •  • 
wo 

ist.   Offcubar  ist  uuu  die  rechts  stclieudc  Suiuiue  die  Deliuitiou  des 

lategnls        ^  unter  Yonnssetzaag,  dass  die  Incremente  complex 

und  sämmtlich  gleich  sind.   Folglich  ßuden  wir  bei  Berttck* 

sicbtigong  des  §  16.,  oaeh  welchem  dies  Integral 


mithiu  nach  §  13.  =  iog^^^^.  ist, 


Nun  ist  aber  auch 

/?-(/;:)-(/ t)+(/t)= 

« log(i»+«0— log(«+l»0» 


Üigiiized 
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folglich  ergibt  sich 

lo«^^'  -  log(|»-f  g.)  -log(«-f^O, 

oder  aach,  wenn  p+qi  statt  ^^'ß^  mithia  (p+qi)(«+fiO  ^  H"«» 
gesetzt  wird, 

^ogip+qi)ia+ßi)  =  log(|)4-g»)-j-log(«-i-/J0, 
woraas  wir  Bchliessen: 

log(a^)  «  Log«+Logy-|-2i»9rt, 

uud  zwar  für  alle  reellen  und  imaginären  Werte  von  x  und  y. 


§  18. 

Einen  wesentlichen  Bestandteil  des  Integrals in  dessen  all- 


9 

gemeiner  Bedeutung  bildet  ein  Integral  von  der  I'orm  ^ 

welches  wir  unter  der  YonuisBetziing,  dass  die  YerSnderiiche  nur 
durch  reelle  Incremente  Ton  0  bis  «  fortschreitet,  durch  arctga»  be- 
zeichnet haben.  Wir  wollen  nun  auch  diesem  tntogral  eine  allge- 
meinere Bcdontung  unterlegen  und  auch  in  ihm  imaginäre  Ineremeate 

der  Vcränderlichou  zulassen.  Da  nun  unter  dieser  Voraussetzung  3 
Ilauptartcn  B.  und  C.  {S.  232.  §  6.)  des  Wachstums  der  Veränder- 
lichen stattfinden,  beide  Arten  indes  nach  §  16.  in  Rücksicht  auf 
den  Wert  des  zu  untersuchenden  Integrals  zu  demselben  Ergebnisse 
führen,  so  wird  ofteubar  durch  Anwendung  coniplexer  Incremente  die 
ganze  Bedertung  dieses  Integrals  umfasst  uud  erschöpft  Wir  defini- 

ren  demnach  jetzt  das  Integral  J  ^Ijljjl  durch  die  Summe 


in  welcher  ^i  +  fj-f- ... +fn  +  (öiH-öa-j- ... =  a;  ist,  und  be- 
zeichnen diese  Summe  durch  arctg^r. 
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Demnach  ist 

/  <iu      r     da        1  (  r  du      p  du  \ 

^»-j  w^^-j        ^ ^1  -J ' 

in  welchen  beiden  Integralen  iviedemm  die  Incremente  der  Terlnder- 

liehen  als  oomplex  vorausgesetzt  sind,  so  dass  ^  dnrch  die 
Snmme 

=  «-(ei.H-dH») 

zn  definiren  ist 

Setzen  irir  nun  in  diesen  beiden  Integralen  u'  für  jedes  u^i 
(TO  fllr  (0)Ts 

(T » + «1 + «i + •  •  • +»«-1  -f  ^1 4-  *s + •  •  •  H-  ^-OO  ftr 

(fi + f « + •  •  4-     + C<5i  4-  ^3  4-    4-  ^»-ilO  T » 

welche  neue  Variable  u'  für  u  —  0  in  4^»  und  für  u««  in  T» 
übergeht,  so  folgt: 

x—i  %\i 

1  (  rdii  pdu\ 


•=  ^4— log  (— »)4-log(*—  0  4-log*  — log  (a;4-0l, 

folglich  nach  §  17. 

1  (  11  -A-xt) 

arctg»  =  2i  \log(l  4-  a^O  -  log(l  -  «0  =  2 .  i^i] 

1  j  a;i 

Da  nun  log         nnendlicb  viele  Werte  hat,  weiche  sich  um  Yiel- 
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£achc  von  2»«  nuterscheiden,  so  hat  auch  suctgx  uaendlich  viele  Werte, 
deren  Unterschiede  Vielfache  Ton  (y..2m',  also  von  n;  sind.  Ist  also 

(arctg«)  eiuer  dieser  Werte,  so  haben  wir 

arctgs  =:  (arctf «) + m«. 


%  19. 

Um  nun  dem  Ausdruck  für  arctga-,  wo  x  =  p-^qi,  ebenfalls  die 
Form  p-\-gi  zu  geben,  brauchen  wir  nur  in  die  Gleichung 

1  ,  1+«» 
axctg»  -  ^.log 

für  X  den  Wert  p-\-qi  einzutragen.   Dana  ist 

Ist  P  positiv,  also  1— fl»— j»*>0,  <1,  so  erhalten  wir 

nach  §  14. 

arctg(ij4-20  =  1%  |iLog(i'^  +  Q^)+»Arctg  |+2»»»»| , 
ist  P  negativ,  also  1— j*— 1»*<0,  mithin  i»*+fl*>-l,  so  haben  wir 

««%(l>+«0  -  |%{iLog(P«+Q«)+.*Arctg|+(Jlm+l)«»j . 

Kun  ist  - 

folglich  haben  wir  im  ersten  Falle 
im  zweiten  Falle 

«rcl«(p+«.:)  =  ^.Log   ([-i^^^^s   +  iArctg^_^^_^a  + 

,  2i»-i-l 
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§  20. 

Ans  der  in  §  18.  fOr  arctgo:  entwickelten  Formel  folgt  femer: 
I.  arctg«-f  arctg(— «)  =  ^ p«!:::^*^^^«!^:^)  =  2**^ogl=i»«, 

1  (     1-4- l-4-v«1 
HL  arc1««+arctg2/  ^  ^. \\og + log ^-^ ~-j  - 

Es  sei  arctgr=«,  so  ist  auch  x  eine  Fimction  von  a,  die  wir  durch 
tga  bezeichnen;  desgleichen  haben  wir,  wenn  arctgy  — /3  ist,  y  =^tg/5. 
Da  arctga;  unendlich  vieldeutig  ist,  oder  a  unen^llich  viele  Werte  hat, 
die  sich  um  Vielfat  he  von  rt  nntersclieiden,  so  niuss  x,  als  Function 
von  a  betrachtet,  immer  zu  demselben  Werte  zurückkehren,  so  oft 
«  um  n  gewachsen  ist.  Demnach  ist  die  Function  a;=tg«  periodisch, 
nnd  der  Index  ihrer  Periode  ist  tt,  also  tga  =  tg{a-{-mit).  Snbsti- 
tniren  wir  aber  die  Werte  von  a  nnd  y  in  die  Formel  lIL,  so  er- 
halten vir 

«+^-arctgj^^^^. 

folglich  umgekehrt 

Anmerkung.  So  wie  wir  die  Formeln  I.  und  II.,  jedoch  mit 
der  Einscbräokang,  dass  die  Function  arctg  nur  den  eindeutigen 

Arctg  vorstellt,  der  die  Grenze  ^  überschreiten  darf,  schon 

früher  (§  11.)  aas  der  Gleichung  III.,  §  5.  abgeleitet  haben,  so  Hesse 
sich  auch  die  Formel  III.  unter  der  angegebenen  Einschränkung  aus 
der  nftndiohen  Gleichnng  entwiekehi.  Setzen  wir  nftmlich  in  der 
Gleichung  HL  des  S  6. 
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statt  »«  die  Function  ^^"^^ »  also 
^  1 — 

80  erhalten  wir  für  «    0  nnd  |}  =  « 


das  ist 


1— 


folgUch 


du 


folglich 


•C  1 

Arctg  ^     '  »-*  ArCtgtf^Arctg«. 


sind,  nur  so  lauge,  als  ~  <C ^  ist,  da  die  Function  (pz  =■ 


Diese  Formel  gilt  aber,  Toransgesetat,  dass  x  nnd  »  beiderseits  positiT 

1  .  .  .   

•9» 

den  Wert  « -  discontinnirlicb  if^rd.  Es  war  dabor  der  Ton  nns 

er, 

eingesclilageue  Weg  notwendig,  um  diese  Formel  allgemein  zu  be- 
weisen. 

T0U  LUU.  17 
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§  21. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  der  nmgekebrten  Function  des  Log»- 
ritbmns.  Ans  der  Gldebnng 

folgt,  dass  X  eino  Function  von  l,ogx-\~2mni  ist,  welche  keine  andere 
sein  kann,  als  (?^+^^'\  da  sie  nach  §  9.  für  «*  ==  0,  sich  in  c^'»»* 
verwandeln  moss.  Aus  der  Gleichung  «  —  etsr=i^)+a"»«'  folgt  aber, 
dass  die  Fanetion  <y  so  oft  zu  demselben  Werte  zorackkehrt,  als  der 
Exponent  y  um  ein  Vielfaches  von  2ni  vermehrt  wird,  dass  also 
eine  periodische  Function  ist  und  zum  Index  der  Periode  2«s  hat 
Obschon  nnn  leicht  zn  sehen  ist,  dass  die  unter  Toranssetzung  reeller 
Exponenten  gflltigen  Bogel  der  Potonzenrechnung  auf  Potenzen  von 
der  Form  eP+i*  auszudehnen  sind,  denn  jedes  beliebige  p-\-qi  ist 
=slog(i^4-^')>  woraus,  well 

log  {r+  QO  (P'+  Q'O  =  log  {P-h  iiO  H-  log  {P'-\-  Q!t\ 
also  auch 

ist,  unmittelbar  folgt, 

so  ist  doch  die  Potenz  tß^^  in  diesem  Augenblick  für  uns  nur  eine 
leere  Form,  und  es  bleibt  noch  die  Au^abe  ttbrig,  die  Bedeutung 
dieser  imaginären  Potenz  festzustellen. 

§  22. 

Diese  Aui^be  redudrt  sich,  da 

ist,  auf  die,  den  Wert  von  e«'  zu  ermitteln. 
Es  sei 

also 

«»•  =  log{/i(g)-f^.(fl)J. 

Folglich  nach  §  14 

f 

qi  —  ^hQ%{f^-\-f%^)-\-i^icigj'\''imniy  wenn  /i  positiv  ist; 

qi^  iLog(/i^4-^8*)-i-*Arctg^4"(2»*-fl)"«>  wenn  /i  negativ  ist. 

Beide  Gleichungen  sind  nur  dann  möglich,  wenn  der  reelle  Teil  »  0 
ist}  folgUch 
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also 
Dalier 

f 

(a)  q  —  Arctg^-f^^i  wenn    positiT  ist; 

n 
f 

(b)  2  =  Arctg  7+(2*»+l)'<^)  wenn    negativ  ist 

/i 

Um  nun  die  tfbrigen  Eigenscbaften  der  Functionen 
ff(q)  zu  finden,  geben  wir  der  Veränderlichen  q  der  Beihe  nach  die 

1)  Es  sei  9  —  2ni»^  so  kann  die  Gleichung  (b)  nicht  stattfinden, 
denn  sonst  wfire 

f 

2mff  Arctg5F+(2m4-l)7r; 
/i 

folglich 

Arctg7  ==  — w, 
/i 

was  uumöglicli  ist,  da  der  absolute  Wert  von  Arctg  die  Grenze  ^ 

uicht  übersteigen  kann.  Folglich  ist  nur  die  Gleichung  (a)  anwend- 
bar;  daher  fg  positiv  und 


also  auch 


folglich 
Nun  ist 
folglich 

Also 


Arctg|  =  0, 

fi 


/i(a»«)-+l,  /i(2«jr)-0. 

2)  Ist  9  —  2msc+r  ^  y  ^  f  *  ^  ^®  Gldcihung  (b) 

wiederum  nicht  statthnden;  denn  sonst  wäre 


folglich 


2»«-j-y  =  Arctg  4  -\-  (2nt+  l)n, 
n 

7i 
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da  Bim  ist,  so  wäre  der  abBOinteWert  von  Arctg^  wiedeniM 

>2»  was  unmöglich  ist  Da  ist  also  nur  die  Gldehnng  (a)  anmd- 
bar;  daher    positiv  und 


also 

Folglich 
also 

Also 


|-t^y  und  /J-/itgy. 
1 


fx 


^  80i  g-sfSwp+g.   Da  (x{^'n-\-fi  bis  zum  Uebergaoge 

in  /;(2»«+f)  bestandig  p  ositiv  bleibt,  so  ist  nur  die  Gleichung 

(a)  anwendbar,  und  man  erhält 


j?  =  Qo,   alsq  /i  — 0, 

während  /ä  positiv,  und  da 

-  1  i#t,  -^+1  ist 

Also 

4)  Es  sei  4|  =  2m«-i-|-^^f,  go  Ist  die  (üfMiwg  (|a  o^siOllsstK» 
denn  sonst  wftre 

also 
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der  ZogariOnuH  und  Xrm^fimeUoM»  out  dm  Imtimmte»  JttUffraL 
was  unmöglich  ist  Folglich  erhalten  wir  aus  Gleichung  (b) 


also 
mithin 

denn  da 


TV  fd 

2»»»  +  2  +  y  =  Aictg  g  4"  + 
Arctg|— (f-y). 


ist  (Mu  s„  folgt  _^_^^^^J^,^ 

mithin 

—  tga=tg(— o), 
wenn  Arctg»  —  «  gesetzt  wird. 

Da  nan  wegen  Gttitigkdit  ^MMb  (b)  A  negaÜY  sein 
muss,  80  ist  /t  positiv  und 


also  N> 





/»     's  '«(1""'') 


setzen  wir 
also 
so  ist 


2 

/— I  and  f— y-»— / 


wo  y>«  ist. 


2 

5)  Ist  9  »  (2m+l)»,  se^  giebt  «le  Gldchnng  (») 
21»»+»  =  Arct#^+2i»«, 
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also 

Ardg$  -»  ff, 

n 

waa  uumöglich  ist  Ans  der  Gleichung  (b)  erhalt  man  aber 

Arctg^  =  0, 
iolglidi  * 

nmi  ist 

folglich  wegen  Gültigkeit  der  Gleichung  (b) 
Also 

/i(2mÄ+«)  =  -1, 
/i(2TO»-f »)  =  0. 

6)  Ist  «  a=2»»4-»4-y,  80  ist  ebenfalls  nur  die  Gleichung  (b) 
anwendbar;  mad  findet  daher     negativ  und 


also 

folgUch 


Ard««?  «  f. 


fi 

Setaea  wir  ft+f  —  /,  so  folgt 

Vl+tg"(y— ») 

wo  y  ^  »  ist 

7)  Ist  9  »  2i»*+*2"  ^  aßeln  anwendbaren 

Gleichong  (b),  dass  ^  negativ  und 

ist;  daher 

6_» 
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also  —  —  0  und  ebcutalls  negativ  und  «wwr  «.  —  1  vermöge 
der  Gleicbuiig  A^+A^  1* 


a(2»»»4-y)  1. 


8)  Ist  q  ^  2»»»-j^  -g-^y,  80  wttrde  aus  der  Gleicbnog  (b)  folgen, 
dasB  der  kleinste  Wert  von 

ist,  was  nicht  der  Fall  sein  kann.  Daher  ist  uur  die  Gleichung  (a) 
anwendbar  und  mau  erhält  f\  positiv  uud 

2mn  +  "s-  +  y  ==  Arctg  J  +  •27t{iH  -f- 1), 
«  #1 


folglieh 


also 


Arctgö  (I-,),  A=-Atgg-r)i 

/V+/.v(i-y)  =  i. 


|/.+«'g-r) 

Sit 

Setzen  wii*  -2"+)"="  y'>  80  ergibt  sich 
WO  y^-g-  ist 

s 

I  33. 

Bezeicimeu  wir  die  Function 
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durch  008$  und 

durch  sin<2,  so  finden  wir 

—  cos »sing  und 

nach  §  21.;  folglich 

cos(<2+2m7r)  =  cos*/  und 
sin(24~2»in)  =  sin<j[. 

Beide  FqvotiuQiuai  8i«d  «iM  pcriodiaok  uad  der  Inta  flirar  Poriock 
ist  2«.  . 

Ist  daher  |  ^n^j  <^  bo  ist  umgekehrt  9,  als  eine  Func- 
tion von  X  betrachtet,  die  wir  durch  j^^^  ScSi«)  **®2*^^^^^*^> 

endlich  vieldeutig,  lad  ^erstellen  lüs  unter  ArccQS»  und  Arosin« 
den  kleinsten  Arictts,  so  ist 

arc  cos  »  =  Are  cos  x-\-'üimi  und 
arc  sin  x  =  Arc  sin  x  -\-  2mn, 

Die  Gesetze  des  Wachsens  und  Abnehmons  der  beiden  Functio- 
nen CO83  und  sinjf  ergjßhen  sich  nach  §  22.  aus  folgenden  Gleichungen: 

1)  cos(2i»w)  '=-f'i>  sin(2»iw)  =-  0. 

1  tßy 

2)  cos(2«^+y)==+:j;^=,  sin(2»«r+y)=H-^j_, 

wo  y<|5  ist 

3)  cos  (2«»»  -f  0  —  0,^    sin  {^mn  +  ^ 

ff 

4)  Wenn  «  >  y  >>  ^  ist,  so  wird 

co8(2«»+y)  =  -  ;j,^^^===-co8(»^y), 

8in(2««+y)  ^     ^Tr^^^T-^  -+rin(«-y). 
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5)  cos(2i»ff -^-Tf)  ^—It  6m(2w»+ n)  =  ü. 

6)  Wenn      >•  y  >  »  ist,  so  wird 

7)  cos  ^2mw  +       =■  0,     sin  {^mn  -J-       —  —  1. 

8)  Wena  2«  >  y  >  ^  "»i  w  wird 

te(2jt  —  y) 

8in(2«.»+y)  yi^t8»(2/-y)^~'^"^'"~y^- 


I  24. 

Da 
ist»  Bo  folgt 

s  co8j)co89Tsinj9  8in94'^^l><'OB!ri:^Bl'BiB9). 

Aus  dieser  Gloichong  folgt: 

008(pd:a)  C08j!»C0897Bin|»8ing[, 

8m(|>+9)  —  8inj9O089i:8ni4{COBj), 

woraus  sich  die  noch  übrigen  Eigcuschaftou  der  Functiüücu  siug  uiid 
cos  (2  leicht  cutwickeln  lassen. 


§  25. 

Beschreiben  wir  einen  Kreis  mit  dem  Kadius  1,  legen  durch 
dessen  Mittelinmkt  O  die  Courdinatcnaxeu  OX  und  OY,  und  scliuci- 
deu  von  dem  Durchschuittspunkt  A  der  Abscissouaxc  aus  einen  Bogen 
AB  sssq  ab,  80  sind  die  anf  den  Endpunkt  B  des  Siltgesdinitienen 
Bogens  AB  bezogenen  Coordinaten  Fonctionen  Von  ^  und  es  sei  die 
Ordinate  BD  oder  p  =s  Fx(q),  die  AbsdBse  DO  oder  «  —  F^iq),  Da 
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nun  Fi(q  =  0)  0,  R/q  0)  =  1  ist;  da  ferner  für  jeden  Wert 
von  q  die  outsprechendeii  Werte  von  F^iq)  und  F^iq)  der  Gleichung 
Fi'^iq) -\- F^Hq) 1  Genüge  leisten:  so  müssen  diese  beiden  Functio- 
nen F^iq)  und  F,(q)  von  den  Werten  /;(())  =  0  und  F^iO)  =  i  ab 
bei  jedem  uueiidiich  kleinen  Zuwachs  des  Bogcns  q  genau  um  so  viel 
/u-  und  abnehmen,  um  wie  viel  die  Functionen  shiq  und  cos 7  von 
den  Werten  sinO  <=  0  und  cosO  1  ab  bei  jedem  anendlicli  kleinen 
Increment  der  Veränderlichen  q  waelisen  und  abnehmen.  Folglich 
müssen  die  Functionen  Fi(q)  und  Ft(q)  fftr  jeden  Wert  des  Bogens  q 
mit  den  Werten  von  sing  und  oosg  genau  ttbereinstimmen.  Daher 
lassen  sich  die  beiden  letztern  Functionen  sin^  und  eoBq  durch  die 
auf  den  Endpunkt  B  eines ,  von  der  Abscissenaxe  aus  immer  nach 
dcrselbea  Kichtung  abgeschnitt(juon  Bogens  AB  q  bezogenen  Coor- 
dinaten  x  und  y  geometrisch  darstellen,  und  zwar  ist  die  Abscisso 

IS 

asacosg,  die  Ordinate  ysinq.    Da  nur  fOr  den  Wert  2 

die  Function  cosq,  mithin  aucli  die  Abscisse  verschwinden,  hingegen 
die  Function  sin</,  mitliin  auch  die  Ordinate  ?/  den  Wert  1  annehmen 
muss;  jenes  Verschwinden  der  Abscisso  sowie  jener  Uebergang  der 
Ordinate  y  in  den  Wert  1  aber  nicht  ehse  stattfinden,  als  bis  der 
Bogen  q  gleich  einem  Quadranten  geworden  ist;  so  folgt,  dass  die 

Zahl  2*  die  wir  in  §  11.  als  den  Wert  der  Function  Arctg(a;  =  qc) 

definirt  und  bereclmet  haben,  die  Anzahl  Ton  Lftngendnheiten  angibt, 
die  der  Tierte  Teil  eines  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kreises 
beträgt,  oder  dass  die  Zahl  n  die  Peripherie  des  Kreises  für  den 
Durchmesser  1  vorstelli 

Lautruch,  Januar  1878. 
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XI. 

Üeber  ein  Eliuiinationsi  noblem  der  metriächen 

Geometrie. 

Von 

Herrn  Dr.  Josef  Diekmann 

in  Ebs6ü  a.  d.  B. 


In  LXII,  pag.  330—332  dieser  Zeitschrift  liat  Herr  Zahradnik 
einen  „Beitrag  zur  Trigonometrie"  geliefert,  in  welchem  derselbe  aos 
den  bekannten  Gleichungen  zwischen  Winkeln  und  Seiten  eines  Drei- 
ecks, durch  Elimination  der  Seiten  eine  Bedingung  in  Betermluantcn- 
form  aufstellt,  welchei'  er  durch  t'iue  singulare  Unit'ormuug  die  Be- 
deutung des  Satzes^  für  die  Wiukelsumme  eines  Dreiecks  abgewinnt. 
Des  Fernem  erhält  Herr  Z.  durch  Elimination  die  Bedingung  für  die 
Seiten  eines  Dreiecks,  das  Ganiot'sche  Theorem,  in  Form  der  sonst 
als  Gos-Satz  bekannten  quadratischen  Gleichong,  beides,  Yerfidiren 
und  Form  nnn  schon  seit  Längerem  gebränchlich  nnd  in  die  Lehr- 
bücher flbergegangen  (Yerf^.  u.  a.  Elemente  der  Mathematik  von 
Gallenkamp) ,  allein  es  ist  das  nur  gewissermasscn  das  Bmchstflck 
einer  viel  allgemeineren  Auffassang,  die  ganze  Trigonometrie  alge- 
braisch durchzuführen,  was  vom  Verfasser  schon  früher  in  einer 
grössern  Abhandlung  versucht  ist*).  Es  findet  sich  darin  nicht  nur 
jene  Determinante  und  ihre  Bedeutung  für  die  Winkelsumme  in  all- 
gemeinerer Umfurinung,  sondern  auch  deren  Beziehung  zu  dem  aefjui- 
valcnten  Satze  vom  Ausseuwinkel  eines  Dreiecks.   Ferner  ist  daraus 


*)  Die  Hauptaufgaben  der  Trigonometrie,  znrückgoführt  auf  ein  einziges 
System  3  simultaner  Gleichuogea.  Programm  vom  Schuljahr  1876—77  de« 
Kgl.  Gymnasium  zu  Essen. 
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crsichtlicb ,  dass  dio  von  Horm  Z.  als  Carnot'schos  Theorem  iuter- 
pretirte  Gleichung  einer  ganz  bestimmten,  durcli  iiiren  quadratischen 
Charakter  ausgozoiclnieten  Gruppe  von  An  ff?  ab on  angehört,  und 
dass  das  Caruot'sche  Tlieorera  für  die  Seiten  sich  iu  linearer  Form, 
wie  68  Min  rnnss,  aas  den  Fuudameutalgleichuugeu  ergibt.  Nach  dem 
angeführten  „Beitragt*  zn  sehliessen,  hat  H«rr  Z.  angensclieiiilicli  zu 
meinem  Bedanern  keine  Kenntniss  von  jener  Arbeit  gehabt,  vie  es 
wohl  die  Art  ihrer  Veröffentlichung  mit  sich  gebracht  hat 

Da  die  oben  angcdeutt-te  Anilassuiig  zngleich  (iine  intiressanto 
Anwendung  des  Determinantenealcüls  auf  metrisrlie  Probleme  ist,  und 
eine  Menge  durch  ihre  Allgemeinheit  ausgezeichneter  llesultate  liefert, 
so  crianbe  ich  mir,  dicsolhen  in  naehstehender  Skttie  wtedenragehoi. 

Soweit  die  Planimetrie  l'rzng  auf  Constrnction  von  Dreiecken 
hat,  ist  ihr  wesentlicher  dang  der,  dass  sie  /uniichst  die  Gruiidbedin- 
guugtjn  aufstellt  für  die  Möglichkeit  der  C'oustruction  von  Dreiecken 
überhaupt.  Diesen  reihen  sich  dio  Congruenzsätze  an,  welche  das 
Theorem  beweisen,  dass  ans  je  3  Stücken,  wobei  wenigstens  eine 
Seite  sein  mnss,  die  flbrigeu  constmetiv  gefunden  werden  können. 
Als  Bedingung  fttr  die  Möglichkeit  eines  Dreiecks  ABC,  dessen  Seiten 
a,     e  sein  mOgen,  stellt  sie  zwisdien  den  ÜHnkehi  die  Bdation  auf 

(a,*)-|-(i,c)  =  (a,c) 

(SatK  vom  Ausseuwinkcl)  oder  was  dasselbe  ist,  die  ^S^^elsumme 
mnss  —  2E  sein.  Für  die  Seiten  gilt  die  Bedingung 

AB ±20"  k.ÄC,   wo  *  <;  1 

ist  Fttf  die  Trigonometrie  Stetten  wir  ttns  dah«r  folgende  Fragen: 

1)  Können  auf  Grund  allgemeiner  Eigenschaften  von  Strecken 
und  Winkeln  aus  rein  arithmetischen  Priucipien  algebraische  Refa- 
tioneu  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  Dreiecks  aufgestellt 
werden,  im  Sinne  obiger  beiden  Sätze? 

3)*  ist  es  mögHeh,  m  jenen  aHgemeinen  Relationen  de»  trig«- 
noaietrlachen  Aasdmck  derjenigen  Sätze  der  Planimetrie  kerzu" 
lete»,  welche  für  die  Constrnctiotf  von  Dteiockon  bedingend  sind, 
und  wie  fonnulireu  sieb  demnächst  die  plataimetrischefe  CSongruenitstttZie 
als  Resultate  algebraischer  fiiimiuation? 


Da  man  in  jedem  Dreiecke  eine  Seite  zusammensetzen  kann  aus 
den  Projcctioneu  der  beiden  andern,  so  ei'häit  mau  iu  den  Glei' 
chuugen: 


Digitized  by  Google 


acosy+tfcos«  — 

eiucn  allgeiueiocu  Zusamiucuhaug  z^Yischeu  Seiten  und  WukQln  emes 
Dreiecks. 

Ehe  wir  den  Satz  von  der  Wiukelsumme  in  seiner  allgcmoinen 
Form  geben,  wollen  wir  das  Abhängigkeitsverhältniss  zwischen  Seiten 
und  Winkeln,  welches  durch  obige  üleichungen  ausgedrückt  wird  etwas 
näher  präcisiren,  weil  dadurch  sich  recht  deutlicli  das  Charakteristi- 
sche des  algebraischen  Yerialirens  gegenüber  dem  planimetrischen  zeigt. 

Aus  obigen  Gleichangai  folgt» 

a  h 
1)  -  — -cosy  =  co8/J 

•     ^  o 

a  1) 
3)    ~cosj3+-Cüs«  =  1. 

Ans  je  zwei  der  GQetdittiigon  erbftlt  maii 


cos/? 

—  cosy  i 

a 

—  cos« 

-1  i 

e 

1 

— cosy 

cosy 

—  1 

C0B^-{-  cos  ef.eo§y  ^ 
—  1 


oder  ans  den  beiden  letzten  GOcAcbnogen 

a  sin^flf" 
6)    -  = 


e  €08p-|~<^<xs«C08y 
ebenso 

h    co8«-f  co3|?cogy 
e  aitt*y 

n.  s.  f.  IHeser  algebraische  Ansdmck  f&r  ein  Abbftagigkeitsverhftlt- 
mss,  welches  sonst  mtter  dem  Namen  des  Sinnssatzes  bekannt  ist, 
hat  auf  den  ersten  Anblick  etwas  beftemdendes,  zumal  in  jedem  der 
YeyhgteMSBc  alle  3  Winkel  vorkommin. 

Aus  4)  und  5)  erhält  man  die  Bediugung 

wfi-\-imnw^'i. «  sin«siny; 

so  da^.  dann 

a  siuce 
c  siAy 
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wird.  Um  die  Bedeutung  dieser  Crleiclmiigen  kennen  zu  lernen,  er- 
iouem  wir  daran,  dass 

6)  008(0+}')  — <^Baeosy—Bi]i«riiiy, 
dann  ist  identisch: 

C08j9-|~<^BaC08y  cos|8-i-G08(«-^]r)-|-8ina8iny, 
and  wir  erbaltmi  rechts  nur  dann  sin«. sin wenn 

co8j3  +  cos(«+y)  =  0 

oder 

cosß  —  —  cos  {tt-\-y) 

d.  h.  wenn 

ist  Trigonometrisch  ergibt  sich  also: 

DasAbhäugigkeitsverhältuiss  zwischen  Seiten  uud 
Winkeln  eines  Dreiecks  kann  dnrch  den  Sinussatz  aus- 
gedrückt werden,  wenn  die  Summe  der  Winkel  in  einem 
Dreieck  gleich  2jR  ist. 

Für  den  Satz  vom  Aussenwinkel ,  der  ^io  schon  vorhin  gesagt, 
mit  vorstohendeni  als  identisch  zu  betrachten  ist,  stellt  sich  die  Sache 
t'ol^Luilerinassen:  be/cichiict  mau  die  gesuchte  (trüsse  des  Ausscn- 
wiiiki.'Is  \on  «  mit  a-,  das  von  ß  mit  y  und  das  von  y  mit  z,  so  er- 
hält man  aualug  den  ersten  Gleichungen  folgende: 

flCOBy— ftcosy     —  a 
n)  aco8«  — ecoB«  »  —  b 

Aus  der  ersten  Gleichung  wii-d: 

b  a 
cosy  =  -cosy — » 

odor  mit  BfleMcfat  auf  den  Sinnssatz 

smß  sina 

Da  aber  sin/3  =  8iny,  so  erhftlt  man  mittelst  einer  quadratischen 
Gleichung 

cosy  —  —  sin  o  sin  y:f  cos  «cosy 

wo  +  oder  —  gesetzt  werden  mnss,  je  nachdem  einer  der  Winkel 
a  oder  y  stumpf  ist  Nimmt  man  das  positive  Zeichen,  so  wird 

7)  cosy -B  cos« cosy— sina. sin y 
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cosy  =  cosCa+y); 

daher : 

wobei  wir  .  in  7)  noch  einen  Ausdruck  der  Gleichung  (i)  gewonnen 
haben. 

Um  schliesslicli  den  Satz  vou  der  Wiukclsummc  und  dem  Aussen- 
winkol  in  seiner  allgemeinsten  Form  zu  brini^en,  d.  h^  unabhängig  vom 
Verltültuiss  zweier  Seiten,  ordnen  wir  die  Gleichungen  I)  nach  a,  c 

a— Jcosy— ccosjJ  —  0 
OCOSy — b  +CC08«  — 0 
a008/}-|-dC08ce— <;  ««0 

Für  das  Zusammenbestehen  dieser  Gleichungen  gilt  die  Bedingung 


oder 


1     — C08y  — C08/3 
cosy      — 1  Cosa 
eoaß     costt       — 1 


cos^tt + co8^/S  -f*  cos*y + 2  cos  a  cos  cos  y — 1  =0. 

Letztere  Gleichung  lässt  sich  auf  eine  höchst  charakteristische  Form 
bringen,  indem  man  durch  eine  leichte  Umformung  daraus  erhält: 

cos«[coso+co8(/S+y)]4co8/8[co8jJ+co8(«-|-y)]+8iny[8iB(«+/J)— siny]— 0 

oder  abgekürzt  geschrieben 

C08  aX+  oosßY+tSaiYZ  =  0 
Die  Gleichung  ist  für  JSr=0  oder  F=0  oder  Z=0  erfüllt.  Dcuu  aus 

C08a-|-c08(i3-hy)  =s  0 

folgt 

«4-/?+y  —  2ä 

womit  auch  das  Yerschwiuden  von  y  und  Z  angezeigt  ist  Ebenso 
ist  die  Gleichong  erfüllt  für 

co8tt«0,  cMß^O  tinfssO 

was  wiederum  auf  die  Bedingung  führt 

d.  h.  jene  Gleichung  gilt  auch,  wenn  ein  Eclqpunkt  unendlich  fern 
liegt.  Wir  bckommeu  somit  in  III)  den  trigonometrischen  Ausdruck 
de8  Satzes,  dass 

die  Summe  der  Inueuwinkel  eines  Dreiecks  gleich 
^  Bei 
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Der  trigonometrisclio  Ausdrnck  des  Satzes  vom  Ansscnwinkel 
stellt  sich  folgeiidcrmasscu  dar.   Durcli  Elimination  der  Grössen  «, 
c  aus,  den  Gleichimgou  II)  erhält  mau: 

1     —  cosy  cosy 
cos«  1  —Cosa 

oos^     cos»  1 

oder 

1— eosacosj^cosy  4*^8^S9C08«+co8«oo8»-f'C08/}coqy-}'^<>sy^^  "  ^ 
Da  nun 

C08«  =  — COSOf;    COSz/ =  —  COSjSi    C0S5  =  — cosy, 

80  erhält  man  nach  einer  kleinen  Umformnng: 

c08«[co8«B--cos(jS+y)]+cos/5[cosy— cos(a+y)]+siny[sin»--8in(afiJ)]==0 

oder  abgekiLrzt  geschrieben: 

co8orX4-cos|5y«-(-cosy^—  0. 
Schliessen  wir  den  Fall,  dass  cosof,  cos/5,  cosy  gleichzeitig  null  sind, 
aus,  so  ist  jene  Gleichung  erfüllt,  wenn  X==0,       0  und  ^  —  0 
ist,  d.  h.: 

'Wir  machen  hierbei  noch  auf  die  Allgemeinheit  der  trigono- 
metrisrlion  Form  gegenüber  dur  Planimetrie  aufmerksam,  indem  sie 
den  Satz  für  alle  drei  Aussenwinkcl  gleichzeitig  darstellt 

Es  erübrigt  noch  ans  deit  Gleidinigtn  D  ^  Bedingung  ßkr  die 
Seiten  eanes  I>reieek8  daxzustellen,  den  die  Planimetiie  in  der  Form 
l^e  B  &a,  wo  A;  >>  1  ist,  gibt 

Addirt  man  2  der  Gleichungen  I),  so  erhalt  luau  leicht 


cos 
cos 


ft-f" Ä » « .  — Iß^^  (Mollweide) 


2 

k .  a 


cos  2 


wo  *  «=  — ßZ^^  stets  >1  ist 
cos— 

II. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  der  trigonometrisoha  Ausdruck  für 
die  Bedingung  gewonnenj  welche  zwischen  WinkeUi  einerseits  uad 
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den  Seiten  andererseits  stattfinden  muss,  wenn  überhaupt  ein  Brei- 
eck möglich  sein  soll,  gehen  wir  dazu  über  die  Congmenzsätze  in 
trigonometrisches  Gewand  zu  kleiden.  Hier  befindet  sich  nun  die 
Trigonometrie  der  Planimetrie  gegenüber  in  einem  offenbaren  Vor- 
teile, denn  fassen  wir  den  Congrucnzbegriff  der  Planimetrie  in  dem 
Sinne,  dass  er  Uebereinstimmuug  in  sammtlichen  Seiten  und  Winkeln 
Torlangt,  so  wäre  es  notwendig,  jedesmal  zum  Gongraenznachwoise, 
die  Gleichheit  von  6  Stflcken  za  constatireiL  Indem  nnn  die  Plaoi- 
metrie  die  Bedingnngeii  auf  3  herabmindert,  kommt  sie  zn  Sätzen, 
welche  sie  zu  beweisen  hat,  und  ohne  vorher  anzugeben,  wekcbe  3 
ans  obigem  6  Stücken  jedesmal  die  übrigen  mitbostimmon,  kommt  sie 
schrittweise  zu  4  Congruenzsät/en ,  deren  Beweise  sie  nicht  hinter- 
einander absolvircn  kann,  ohne  iOigenschaftcn  besonderer  Dreiecke 
zu  benutzen.  In  allen  diesem  ist  die  Trigonometrie  günstiger  ge- 
stellt. Kin  lilick  unf  das  System  ihr  zn  Gebote  stehender  Gleichun- 
gen zeigt,  dass  es  gelingen  nmss,  wenn  3  der  6  Grössen  gegeben  sind, 
die  übrigen  (mit  Ansnahme  eines  sich  gleich  ergebenden  Falles)  zu 
berechnen.  Von  diesem  Standpunkte  aus  gruppiren  sich  die  Aufgaben 
um  einen  eiuheitlichon,  sich  durch  alle  gleichmässig  hindurchziehen- 
den Gedanken;  es  iiandelt  sich  in  einem,  wie  in  aUen  übrigeii  Fällen 
um  einfoches  EliminationBprohlem. 

Schon  die  algebraische  Constitution  der  Gleichungen  1)  gestattet 
es,  Manches  aus  ihnen  herauszulesen,  indem  Mir  die  fehlende  Grösse 
mit  dem  Coeflicienteu  IsuU  ergänzen,  schreiben  wir  sie  in  folgender 
Form:  - 

ecoiBa-\-Qco&ß-\-aeoBf  =  b 
i&cosa-(-aco8j$-f-0cos/ «  c. 

Die  Gleichungen  sind  bilinear  und  simultan,  insofern  darin  die  Winkel 
und  Seiten  als  Unbekannte  angesehen  werden  können. 

1)  Betrachtet  man  die  Seiten  als  gegeben,  so  lassen  sich  daraus 
die  Winkel  linear  berechnen. 

2)  Sind  die  Winkel  gegeben,  so  stellen  sie  ein  vollständiges  Sy- 
stem von  homogenen  Gleidiuugen  für  die  Seiten  dar,  und  es  lassen 
sich  nur  die  Verhältnisse  der  Seiten  berechnen.  D.  h.  sind  a,  e 
Werte,  welche  jene  Gleichungen  erfttUen,  so  sind  fo,  «fr,  wo  q 
ein  beliebiger  Factor  ist,  ehenMs  solche;  es* gibt  also  w  viele  Drei- 
ecke, welche  i^eif^  Winkel  iutben,  und  daher  sind  die  3  Winkel 
keine  eindeutigen  Bestimmungsstflcke  eines  Dreiecks. 

3)  Sind  2  Seiten  und  ein  Winkel  gegeben,  so  sind  die  Gleichun- 
gen fOr  die  drei  äbrigen  Stücke  quadratisch,  wobei  2  Fälle  zn  unter- 

T«u  (ixiu.  la 
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scheiden,  je  nachdem  der  Winkel  von  den  Seiten  eingeschlossen  oder 
einer  der  Seiten  gegenüber  liegt. 

4)  Sind  eine  Seite  und  2  Winkel  gegeben,  so  hat  man  nur  nocb 
2  Stücke  zn  berechnen,  da  der  dritte  Winkel,  wie  schon  bewiesen, 
au  die  Relation 

gebunden  ist. 

Um  auch  ftuaseriieh  in  den  Gleidrangen  BekannteB  von  Unbe- 
kanntem zu  trennen,  so  sollen,  wenn  die  Seiten  unbekannt  sind,  sie 
mit  den  Bochstaben  «,  v,  to;  wenn  cos«,  cosi^,  eosy  unbekannt  ist, 
so  sollen  sie  mit  «,  y,  «  bezeichnet  werden. 

A.  Gegeben  2  Seiten  nnd  1  Winkel. 

1)  Der  Winkel  sei  von  den  Seiten  eiugeschiosseui 
gegeben  6,  c,  a;  gesucht  z» 

* 

Schreiben  wir  die  drei  Gltiehungen  in  den  gewSUten  Symbolen, 
so  lanten  sie: 

1)  aj-^-hz  =  w 

2)  c'COStt-j-^**  ™  ^ 

3)  iGOSa-j-uy  e. 

Die  Gleichungen  sind  für  y,  z  quadratisch;  eiiminirt  man  u  aus 
2)  und  3),  so  wird 


(6— ccos«)y— «(c— *cos«)  =  0, 
dazu  1)  gesdiriebeii: 
gibt: 


— •  u 


0 

u 


—  (c  —  Jcosa) 


oder 


b — ccoso    — (c — &COSa)|' 
e  h  I 

u(e — ftcosa) 

y-  j  ;  «- 


b — ecosa  0 
e  u 


u{b  —  CCOS«) 


da  non  aus  3)  nnd  8)  sich  eargibt: 

c — Jcos  c 


b  —  CCOS«. 

 ;     ff=»  ; 

Man  erbalt  also,  wenn  wir  for  m  wieder  a  scbzeiben 


so  folgt 


Oigitizqj^b 


&  —  COB«   —  (e—  b  cos  a) 

c  h 

»^2^0^— 2Jbe  COS  «  (Cosinns-Satz) 


«  —  iV/HÄ  — ccosa)  +  c  (c  — ÄCOSa)  =  ±  y 

ferner  ergibt  sieh  fttr  y  und  s 

« — deostt . 


—  CC08 

±7^ 


h  —  ccosa 


womit  die  Lösung  der  Au^be  gegeben  ist. 

Hierbei  sehen  vir  auch  die  Bedeutaug  und  algebraische  Gleich- 
berechtigung  des  doppelten  Yorzelcbens  von  a +  |/^.  Nimmt 
man  das  positive  Vorzeichen,  so  kann  cos/}  nnr  dann  negatiT  werden 
(d.  h.  ß'>IOi  wenn  £cosa><;  ist;  ftcosa  ist  aber  die  Projection 
von  b  anf  und  diese  kann  nur  dann  >■  e  sein,  wenn  eben  ß  ein 
stumpfer  Winkel  ist.  Es  muss  demnach  in  beiden  FflUen,  ß  mag 
>•  oder  <;  Ä  sein,  die  positive  Wurzel  genommen  werden.  Man 
tindet  also  für  positives  «  aus  obigen  3  Wurzeln  die  Innenwinkel  und 
fUr  ein  ue^üves  a  die  Aussonwinkcl,  äbereiustimmend  mit  Gleichun- 
gen II). 

Wir  wollen  noch  seigen,  wie  die  Lösung 

COS/3  —  

auf  den  Sinnssatz  führt,  wenn  a  berechnet  ist;  man  quadrirt  und 
suhtrahirt  beiderseits  von  1,  so  erhält  man: 

sinjS  —  jsin«. 

Die  Lösungen  4)  bilden  eine  zusammengehörige  Gruppe.  In  der 
Praxis  wendet  man  gewöhnlich  eine  Lösung  an,  welche  sich  durch 
die  Summe  und  Differenz  der  gegebenen  Seiten,  und  halber  Summe 
und  Differenz  der  Winkel  darbietet.  Man  kommt  dazu  durch  ein 
mehr  künstliches  Eliminationsverfahren.  Mau  erhält  nämlich  durch 
Additiou  uud  Subtracüon  der  Gleichungen  2)  und  3)  leicht 

uy  ^  {b-\-c)sm^  -  -j-(c— Ä) COB^-  =  P, 

5) 


«0     (c-l-6) Bin«  - — (o— *)  cos» -  S 


18* 
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mithin: 

nnd  daher  mit  Hülfe  yon  Oleichmig  1) 
Ferner  eihSlt  man  ans  5) 

oder 

woraus  nach  einer  kleinen  Umformonf ,  wenn  roim  statt  y  und  » 
ctmß  nnd  cosy  schreibt,  sich  ergibt: 

eine  Formol,  wolclic  unter  dem  Namen  des  Tangens-Satzes  bekannt 
ist.  Zu  dieser  Tangcnsformel  steht  also  iu  ganz  bestimmtem  analyti- 
schen Conuex  die  Formel  für  a^;  als  zweite  Gruppe  zusammen- 
gehöriger'Lösungen  bekommen  wir  daher 

(       =  (6+c)^C08='  ^^^-f  (6  — c)*siu2^^^ 

\         tang-g-^  -  ^teng -g-. 

Allein  sie  entsprechen  nicht  direct  der  gestellten  Aufgabe.  Sie 
würden  z.  B.  auch  die  Aufgabe  lösen:  Ein  Dreieck  zu  berech- 
nen aus  der  Summe  zweier  Seiten,  der  3.  Seite  uud  dem 
gegenüberliegenden  Winkel. 

2)  Der  Winkel  liege  einer  der  gegebenen  Seiten 
gegenüber. 

Gegeben     c,  y;  gesucht  a,  ß,  «;  (u,  x). 

Unsere  Gleichongen  lauten: 

<jy+*co8y  —  u 

bx-^-uy  =^  c. 

Man  erhält  für  u  leicht  die  quadratische  Gleichong; 

M^— 2&co8y  ?t  — (c*— i*)  äO. 
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Ihre  Discrimitiaate  ist 


daher 


4i  =  i«cos«y+(c*— ft') 


wobei  das  doppelte  Vorzeichen  in  ähnMcher  Weise,  wie  Yorhin,  m 
discntiren  ist.  Fflr  p  erhalten  wir: 


oder 


eoBß 


Ist  nim  ß  und  y  bekannt,  so  erfaftit  man  dadtarcfa  anch  a;  imabhftogig 
bekomat  man  aiier  ans  obigen  3  Gleichangon 

b  i/J 
«5  008«  =-  -8in'y±oo8y-*;^- 

Leicht  ist  aus  der  Formel  füi*  y,  der  Sinnssata  und  die  söge- 
uaunte  separirte  Taiigeutenformel  herzuleiten. 

B.  Gegeben  1  Seite  und  die  Winkel 

Da  hier  alle  3  Winkel  bekannt  sind,  so  genügen  2  der  Gloichuu- 
gen,  uiu  die  Seiten  zu  berechnen.    Sie  lauten: 

wco8/3-j-«cosy  —  a 
tocosa-j'^^By  e 


Man  erhält  direct: 


9  — 


a(co8  y  -|-  COB  g  cos/?)  sin/J 


a 


1  — cos^«  sina 
ti.  8.  f.,  d.  h.  die  Ltonng  wird  dnr^  den  Süiassats  gegeben. 

C.  Gegeben  die  Seiten,  gesucht  die  Winkel. 
Man  erhftlt  aoa  den  8  Gleiehongen  direct: 


Cosa  ■= 


eOa 
b  aO 

und  analoge  Werte  fttr  wsß  and  cosy. 


a  c  b 
bOa 


2abo 
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Schreibt  mau  den  Ausdruck  für  cos«,  welcher  in  Zähler  und 
Nenner  homogen  ist,  in  folgender  Form: 

80  erhftlt  man  noch  den  Winkel  durch  die  Hfihen  auogedrttckt: 

Obige  Formeln  für  die  Winkel  eignen  sich  für  eine  logarithmi- 

scbc  RcchuiiDg  nicht,  man  hat  daher  die  Functionen  der  halben  Winkel 
aus  den  Seiten  darzustclleu  gesucht.  Wir  wollen  zeigen,  dass  diese 
Lösung  einer  bestimmten  Gruppe  von  Aul'gaben  angehört,  aus  welcher 
sie  isolirt  herausgegriffen  ist. 

Zu  dem  Zwecke  formen  wir  unsere  drei  Hauptgleichungen  auf 
die  sin,  oos  und  tang  der  halben  Winkel  um  und  setzen  daher  zu- 

nächst  cos/?  *"  2008*1— 1  etc.,  wobei  a\  ß\  y'  statt  der  halben 
Wiukrl  gesetzt  worden  soll.   Wir  erhalten  demnach: 

cco8*/3'-J-*cos*y'  =  s 

III)  cCOS^a'+«COS^/ « 

b  cos'  a'-\--a  C08*j3'  =  *, 

wenn  a  der  halbe  Umfang  des  Dreiecks  ist.  Es  ciitlialten  diese  Glei- 
chungen ausser  den  Seiten  und  Winkeln  aucli  der  Umfang  des  Drei- 
ecks und  steUen  somit  eine  Gruppe  von  Aufgaben  dar,  bei  denen  der 
Umfang  gegeben  ist.  Man  sieht,  dass  darunter  auch  die  enthalten 
ist,  die  halben  Winkel  zu  berechnen,  wenn  die  Seiten 
gegeben  sind.  För  diesen  Fall  ^hält  man  aus  obigen  Gleichungen: 


CO«'«'  — 


H   C  b 

«  0  a 
«  aO 


2abe          he  ' 
daher   

• 

Unter  andern  steckt  in  oMgen  Gleichungen  auch  noch  die  Lösung 
der  häufiger  vorkommenden  An^be:  die  drei  Seiten  zu  be- 
rechnen, wenn  die  Winkel  und  der  Umfang  gegeben  ist 
Man  erhält  leicht,  wenn  man  die  Gleichungen  nach  den  Seiten  ord- 
net, die  bekannte  Formel: 
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a 


008  2  *  cos  g 


.  0 

u.  s.  f.  Formt  man  ferner  die  drei  Haupt|;leicbungeii  uaüi  den  sin 
der  halben  Winkel  um,  so  erhält  uian: 

IV)  tfsinV+asiii*/  —  & 

Gleichuugcii,  in  denen  auch  die  Aufgabe  enthalten  ist,  aus  den  Seiten 
die  sin  4er  halben  W  inkel  zu  berechnen. 

Man  erh&lt: 

s  —  CS  e  b 
9^b  Oa 

und  darauB  schliesslich 

üm  ein  ähnliches  System  für  die  Tangenten  der  halben  Winkel 
zn  bokomtneii,  dividirt  man  je  eine  Gleichung  aus  lY)  dirch  eine  aas 
m)  und  erhält: 

a  =  #  (1  —  tang  ß'  taug  y') 

V)  6  =  «(1  —  tanga'tangy') 

c  =  «(1  — tanga'tangjS'). 

Die  öldchungen  zeigen  znnftcbst  die  Lösung  der  Aufgabe :  d  i  o  Sei- 
ten  ans  dem  UmfaBge  nnd  den  Winkeln  zu  berechnen. 
Um  die  Aufgabe,  aus  den  Seiten  die  Winkel  zu  berechnen, 
zu  lösen,  isolirt  man  die  i«'unctionen  aul  jeder  Seite  and  man  erhält 
leicht 


« —  a) 

n.  8.  f.  Addirt  man  die  Gleichungen  V),  so  gelangt  man  noch  zn  der 
belcannten  Bedingung: 

1—  tang|tang*|-f  tang^tang|-i-tang|tang.|. 
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Im  Vontebendea  sind  die  Hauptaufgaben,  so  weit  sie  Seiten  und 
Winkel  betreffen,  erledigt,  es  w|rden  sich  daran  Aufgaben  knüpfen, 
wobei  bervonngende  Linien  des  Dreiecks,  Höhen,  Transversalen,  Ba- 
dien  n.  a.  TOrkommen,  die  dann  gleich&Us  als  Eliminatiosaafgabeii 
betrachtet  werden.  Als  hübsche  Anwendung  der  Determinanten  in 
der  metrischen  Geometrie,  wollen  wir  aus  der  Frage  nach  dem  In- 
halt des  Dreiecks  zunächst  ciuigo  Gleichungen  ableiten,  welche  für 
den  Zusammenhang  einiger  hervorragender  Linien  von'Wichtigkeit  sind. 

Bczeicbuct  mau  die  Lote  von  ir^iend  einem  Punkte  im  Dreieck 


auf  die  Seiten  a,  b,  c  mit  x^. 


X., 


äo  ist,  wenn  J  der  Inhalt: 


7)  o«i-|-toy4'<^  =  2^. 

Lässt  man  den  Funkt  in  eine  der  Ecken  feilen,  so  werden  von  den 
Loten  je  zwei  —  0,  und  aus  dem  S.  wird  die  Höbe.  Setzt  man  z.B. 
fl^  —  A^,  so  ist  «t  ~  ^  "  0  und  es  Ueibt  aAi-|-dO-|~<'>0  — «  2^. 
Fallt  man  von  einem  Punkte  ausserhalb  des  Dreiecks  jene  Lote,  so 
vdrd  in  obiger  Gleichung  je  ein  Glied  negativ.  Wir  erhalten  so  noch 
folgendes  System  von  Gleichungen: 

C^i  -j-       -f"  «'^'3  2^ 

aÄ,  +  i.04-c.0aa:8i# 
a.O-f-i.O+cA'"=  2^. 

Eliininirt  man.  hieraus  o,  h,  und  2J,  so  erhftlt  man : 

1 


0 
0 


3*2 
0 


0 


0 

0 


-0 


oder 


'41 


eine  Gleichung»  worauf  wir  noch  einmal  surttdckommen  werden. 

Lässt  mau  den  Punkt  x  in  die  Mittelpunkte  der  Berührungskreiae 
fallen,  so  erhält  mau  aus  7)  folgendes  System  von  Gleichungen; 


VI) 

woraus  folgt: 


— +e9i  — 2f  —  0 

2i/  =  0 
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1 

1 

1 

1 
9 

Q 

Q 

94 

Q 
Pi 

1 
1 

—1 

1 

1 

1 

9u 

—9h 

9i, 

1 

1 

— 1 

1 

1 

9m 

9m 

—9m 

1 

1 

1 

—1 

9h 
1 

9m 

d.  i.  die  belmiinte  Bedingung: 


L+L+L. 


1 

^  ■ 

9 


Setst  man  nun  in  8)  «b^  s  ap^  —       9,  so  wird 

Äl  ^//       ?       P/"^?./  P//; 

Um  die  Höhen  einzeln  durcb  die  Radien  daizustellou,  berccliuet 
man  aus  den  drei  letzten  Gleichungen  von  VI)  die  Seiten  a,  d,  c. 
Mau  erhält  leicht 


a  — 


1 

P/ 

9i 

1 

9i, 

1 

Qiu 

—901 

— 1 

1  1 

«ipMp«r 

1  - 

-1  1 

1 

1  —1 

P/P«P«  P«P» 


ebenso 


0   5       o  Ä  ■  — — • 

PiPiii  P/P«» 


Setst  man  diese  Werte  in  7),  so  wird: 

«l(PiP/,+  PyPj+«2(P/P«  +  P..P/«)+^3(PyP/«+P«P///)  =  ^QMiir 

Setzt  Tnft«  darin    =5  0,        0  d.  i.     »  Ai,  so  erli&It  man  direct 

*'"'i(p«+pj' 


ebenso  ftr  a?i  =  0,  «3  —  0: 


und  für  «1     0,  «I  —  0: 
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d.  h.  die  Höhen  sind  Larniouischc  Mittel  der  Kadicn  und  somit  ist 
die  Aufgabe  des  Dreiecks  für  die  Höhen  gelöst,  weuu  sie  für  lie- 
rttbrungsradicn  gelöst  ist  und  umgekehrt. 

Wir  wollen  jetzt  das  ProMem  allgemeiner  fassen,  und  Gleicbuu- 

gcu  aufstellen,  welche  für  Höhen  und  Transversalen  f^leichniiissig 
gelten.  Zu  dem  Zwecke  füliren  wir  als  Variabolc  das  Vciliiiltiiiss  ein, 
in  welchem  je  eine  beliebige  pAktransversalc  die  gegenüberliegende 
Seite  schneidet.  Die  Transversaleu  von  den  Ecken  A,  B,  C  seien 
l^j       l«>        Teilverhältuiss  auf  der  Seite  a  sei  dass  der 

bdden  andern  n^:m,  nnd  Man  erhält  dann  mit  Httlfe  des 

Pythagoreischen  Lehrsatses  folgendes  System  Ton  Gldcbuugeu: 

VII) 

Die  Gleichungen  sind  homogen  fttr  die  n  und  m;  wie  sie  für  jede 
TransTersak  gelton,  mttssen  sieh  auch  die  Höhen  ana  ihnen  berechnen 
hissen.  Setzt  man  jl^  ^  h„  —  h,^  und  =>  /«^  so  ist  für  das 
TeiherhUtniss 

uud  ähnlich  für 

und  '^^ 

Setzt  man  diese  Werte  in  \  il)  l  in,  so  erhält  man  nach  einer  kleineu 
Umfurmuug  folgendes  System  von  Gleichungen: 

Sind  nun  die  Seiten  gegeben,  und  will  man  die  Höhen  berechnen,  so 
erhält  man  direct: 

oder 

uud  ähnlich  für  h„  und  Aj,,. 

Die  Gleichungen  YIII)  gestatten  aber  auch  sofort  die  Seiten  aus 
den  Hohen  zu  berechnen.  Dividirt  man  nämlich  die  erste  Gleichung 
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durcli  imd  criancrt  sich,  dass  die  Seiteu  sich  mogekehrt  verhalten 
wie  die  Höhen,  so  wird 

woraus  mau  nach  einer  bekannten  Umformung  erhält: 

Setzt  mau  h/hjh„*^  dividirt  durch  obigen  Zähler  =  II*,  so  erhUt  man 


und  ebenso 


«s  —  A.  m. 


woraus  noch  fulgt,  dass  der  Inhalt 

Um  ans  System  VII)  die  winkelhalbirenden  Transversalen  za  berech- 
nen, setst  man 


nnd  erhält 
m^'as  oft — 


_  ,  , 


b^ac 


Es  erübrigt  noch  die  Seiteu  durch  die  Schwcrpunktstransversalen 
aiis/ndrttckeu.  £iu  Vorzug  der  Gleichungen  YII)  besteht  noch  darin, 

dass  bei  gC{?obonen  Toilvorhältnisseu  die  Quadrate  der  Seiten  sich 
linear  aus  ilmeu  berechueu  lassen.  Ordnet  mau  sie  nach  den  Seiteui 
so  erhält  mau: 

— o«inn    +6«(ii«+m»)     +«3^»»»  +»»)  —  l?  («  +«  )» 
Uan  erhUt  darans  fDr  die  Seite  a 
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Setzt  man  die  Teilverbältuisso  einander  gleich*),  sn  erhält  mau 

Ffir  die  Schwerpiioktstmisvmalen  tj^,t„,  wird  daraus 

etc.  Bareehnot  laan  noeh  %ie  in  9)  die  Quadrate  aller  drei  Seiten, 
so  erhält  man  aas  den  Gleicbmigea  Yni),  wo  linke  steht: 

Für  den  Ftil  m^n  erhilt  man  danuu  die  hekannte  Formel: 

worin  r=       ^       gesetzt  wurde. 


*)  Dieser  spccicllc  Fall,  bei  welchem  alle  Teilvcrbältnisse  gleich  -  ge- 

n 

Mtzt  sind,  findet  sich  als  rcroinzelte  Aofgnbe  in:  Programm  des  niaderOcIer* 
reichiachen  Obergymnasimiis  sn  Horn  von  Prof.  U.  Trafkorn. 
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m 

•  lieber  die  Bedingung,  welcher  eine  Flächenschar 

genügen  imias,  mn  eineiii  droifiicli  orthogoualeu 
Flächensystem  anzugehören. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  obeu  bezeichnete,  von  Cayley  gelöste  Aufgabe,  deren  Unter- 
sacliuug  von  Darboux,  and  deren  Lrgebniss  von  Weingarten  (Grelle 
J.  if^xit^iiL  1.)  verdbiflidil  wofAeii  ist,  finde  ich  gldehwol  Anlass 
noch  einmal  an&nnehmen.  In  der  letzten  Arbeit  irizd  nftmlich  noch 
getrennt  (Ho  Entdedcong  einer  Relation,  weAdie  Folge  der  OMhogo- 
nalität  sein  vttrde,  von  dem  Beweise,  dass  diese  Relation  dann  aoch 
ausreicbendc  Bedingung  für  dieselbe  ist.  Man  kann  aber  durch  eine 
Betrachtung,  die  sich  an  die  Aufgabe  anschliesst,  die  gleich  anitoglich 
als  ausreichend  zu  ersehende  Bedingung  entwidceln,  in  einer  neuen 
und  wie  mir  scheint  noch  einfacheren  Form. 

1. 

Es  sei  eine  mit  dem  Parameter  w  Tariirende  FlAcfae  gegeben. 
Eine  Cnrve  schneide  die  ganze  FIftchensdiar  r«ditwinkiig  und  Tsrüre 
mit  2  Parametern  i»,  v  so,  dass  sie  denselben  Raum  erzeugt,  den  die 
Flftchenschar  einnimmt  Dann  ist  jeder  Punkt  dieses  Baumes  ein- 
deutig durch  «,  v,  «o  bestimmt,  und  gteichzeitig  ein  System  von  3 
Flächenscharen  u  —  const.,  v  const,  w  —  eonst.  Nur  die  letzte 
ist  gegeben,  doch  sind  durch  sie  auch  die  2  andern  bestimmt,  wenn 
eine  einzige  FUicho  w  =  const.  in  Parametern  n,  v  dargestellt  ist. 
Da  das  System  der    v  auf  dieser  individueileu  Fläche  noch  beliebig 
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gewählt  werden  kann,  so  setzen  wir  fest,  dass  daselbst  alle  Curven 
n  =>  coust.  und  =  const.  Krüninnuif^sliiiicii  sind.  Dann  ist  es  not- 
wendige und  ausrciclieudo  Bedingung  der  Ortbogonalität  des  so  be- 
stimmten Fläcliensystonis,  dass  w,  o  auf  allen  Flächen  ir  =  const. 
Parameter  der  Krümmuugslinien  werden,  und  zwar  folgt  dies  .succes- 
sivo  darch  dio  ganze  Schar,  wenn  es  nur  für  die  consecutive  i^lilche 
festgesetzt  wird. 

Die  Bedingung  der  anfänglich  constniirten  rechtwinkligen  Trans- 
versalcorveu  (u  =  const,  v  =  const.)  ist 

dx  dv  dz 

^^Xp;    ^-Nr,    g^-*  (1) 

WO  p,  q,  r  die  BichtoogscosuuiB  der  Normale  der  gegebenen  FlAche, 
der  Wert  von  

far  den  rechtwinklichen  Durchschnitt  gldcligflltig,  dagegen  wesentlich 
for  die  gegebene  Fl&chenschar  ist 

IHe  Bedingung  der,  nur  auf  eine  Flftche  anzuwendenden  Yerftt- 
gnng  über  die  »,  v  ist,  dass 

d>s 

sei.  Dasselbe  wird  noch  für  die  consecntive  Fl&cbe  gelten,  wenn 
ist  Kun  hat  man  nach  Differentiation  yon  (8): 

Sf_  ^Bx  BJ^p     dy  B.Nq     Bz  B.Nr 
9w     Bu  Bv   '  Bu  Bv   'Bu  Bv 

.  Bx  B.Np.  By  B.Nq  .Bz  B.Nr 

*  Bv  Bu     Bv  Bu   *Bv  Bu 

oder,  wegen  pdx'^gßy-\-rda  -»  0: 

^  2IIF  (6) 
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3 

Da  nun  F»0  ist,  so  verschwindet  bediuguugslos  die  0rO8se 

und  die  orsto  Bedingung  (ö)  fällt  wog. 

Zur  Differentiation  von  F  ist  folgende  Entwickeliwg  nOtig.  Dif- 
ferentürt  man  die  Gleichmigeii 

nach  w,  so  kommt: 


0 


und  zwar  hat  man: 


daher  nach  AaflOBnqg  des  GleichungssystemB: 

~9fi    £  dl» 


8» 
ovo 


BN  dy  dz 
dv  dv 

0     q  r 


das  ist: 


Jp     (cN ^         \dx  .  (BN^    BN  \Bk 


und  man  bat,  weil  /  =  0,  die  3  aualogen  Gleichungen : 

IdNBx  idNdx 


Bp 
Bw 


eBu  Bu    gBv  Bv^ 


etc. 


(7) 


wo  1*«»^  ist,  nnd  e,  /,  g  die  FandameatalgrOssen  1.  Ordnung*) 
für  die  Flüche  w  =  const  bezeichnen,  von  der  wir  ausgehen. 

Ferner  ist  nach  Eigenschaft  der  KrUmmungslinien 

8i>"     „8«.    Bq  By,    Br  _^  Bk 


du 


8»  8» 


*)  Hoppe,  niduotbeorie  f.  1.  Arcb.  LtX.  p.  «ST. 
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daher 

Bifforentiirt  man  nvB  den  Aosdrack  fttr  i^,  so  erb&lt  man  nach 

den  Formeln  (1}  (7): 

Bf    dp  B^x  B^.Np  , 

2eBii[Bv\Bu)  ^'  -j     2g  dv 

Demuach  ist  die  einzige  Bedingung: 

^c^N      8 logg  8iV  ■  8logy8jy  ^ 

Ans  ihr  folgt,  wenn  sie  fbr  die  erste  Fliehe  gilt,  dass  v  «nch  aof 
der  conseentiTen  FIAehe  Parameter  der  KrUnunongdinien  sind.  Las- 
sen wir  sie  fCUr  alle  Flächen  gdtcn,  so  sind  v  Parameter  der 
Krttmmungslinien,  mithin  orthogonal  anf  allen,  nnd  das  FlAchensystem 
.  ist  dreifach  orüi<^oual. 

Um  jede  ündentlicbkeit  zn  entfernen,  welche  in  hesondem  Fäl- 
len ans  der  Bestimmung  der  Parameteilinien  («),  (o)  als  Krttmmnngs- 
linlen  entspringen  konnte,  hahen  wir  unter  die .  ErttmmungriinieB- 
systeme  aUe  diejenigen  Gvrremqrsteme  zn  begreifen,  welche  den  Be- 
dingungen 

/=0i   F=»0  (9) 

genttgen,  ancfa  wenn  durch  diese  Gleichungen  kein  System  bestimmt 
ist  Letzteres  ist  der  FaD  anf  Ebenen  und  Kugdfiaofaen, 

Auf  Ebenen  sind  p,     r  constaut,  daher  ist  stets 

_      V  (  dx  ,    By  ,  Bz\ 

.  auf  Eugelflädien  muss  eben&Ils  fär  /=0  auch  JF*«  0  sein,  weil 
hier  alle  sich  rechtwinklig  kreuzenden  TaiigentiahMtungen  coqjn- 
girt  sind. 

Da  nun  nach  (6)  aus  F  =  0  auf  einer  Fläche  immer  /  =  0  auf 
der  consecntiven,  ndthin  wieder  JP^-O  folgt,  so  ifaid  beide  Bedin- 


t  ±M 
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guugen  auf  der  ganzen  ebenen  oder  sphärischen  Flächenschar  erfüllt, 
wenn  auf  einer  solchen  Flüche  /  =  0  ist.  Demnach  fällt  hier  die 
Bedingung  (8)  weg,  und  man  hat  den  Satz: 

Jede  Schar  vonP^benen  oder  Kugelflächen  lässt  sich 
durch  2  Flächcuschareu  zu  einem  dreifach  orthogona- 
len System  ergänzen. 

Da  GL  (8)  ans  den  61  (9)  hervorgebt,  so  folgt,  dass  sie  andi 
auf  jeder  Ebenen-  und  Engelschar  erfüllt  ist.  Daher  ist  ohne  Aus- 
nahme Gl  (8)  notwendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass 
eine  Flächeuschar  einem  dreifiach  orthogonalen  Flächensystem  an- 
gehört. 

Dennoch  findet  folgender  wesentlicho  Unterschied  statt.  Ist  eine 
Flächenschar  gegeben,  die  aus  lauter  Ebenen  oder  Kugelflächen  be- 
steht, so  ist  das  dreifach  ortbof^onalc  System  durch  sie  nicht  bestimmt, 
es  giebt  deren  unbegrenzt  viele,  jede  andre  Flächenschar  lässt  nur 
ein  einziges  zu.  ^ 

Um  den  Umfang  der  Variabilität  des  Systems,  welche  bei  gege- 
bener Kugelschar  möglich  bleibt,  zu  übersehen,  wollen  wir  an  einer 
solchen  die  aufäugUch  augedeutete  Coustruction  in  Ausführung  briugen. 

2. 

Die  Gleichungen  einer  Kugel  seien : 

x^  XQ-\-hp'^   y  =  yo-\-hq\   z  =^  z^'\-hr  (10) 

wo  (xqijqZq)  Mittelpunkt,  h  Radius,  beide  Functionen  voa  to;  r, 
ßichtungscosinus  des  Radius  und  der  Normale,  Functionen  von  «,  v,  w. 
Die  Gleichungen  der  consecutiven  Kage|  seien: 

Soll  nun  der  Punkt  {xxVxx^  auf  der  Normale  der  Kugel  (10)  liegen, 
so  muss  sein 

a^i  =  a-o+(''-l-^^);>;  etc.  (11) 

wo  D  unendlich  klein,  aber  Function  von  »,  v,  w  ist,  also 

(*-|-D)p  =  8an,-f  (Ä-|-0A)pi;  etc,  (12) 

Nimmt  man  die  Quadratsummc,  läsät  die  Terme  2.  Ordnung  weg  und 
dividirt  durch  2/<,  so  kommt: 

wo  d*^  Bogenelement  der  Uittel^Biuiktsbahn,  H  Gorinus  des  Winkels 
zwischen  ihm  und  dem  nenen  Badiiis.  Dies  in  (12)  dngeftüirt  giebt: 
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(Ä4-8A-f  Äa»o)p  =  aa:o-f  etc.  (18) 

and  naeh  bivirion  durch  h+dhi 

(l  +  fa-b)i'=^  7^4-1*1?  etc.  (14) 
Mnltiplicirt  man  mit  ^*  so  giebt  die  Summe  der  3  Analogen: 

dsQ  Ä  —     \  h  ) 

ndd  nach  DiTition  durch  den  GoieHfidenten  TOD  S  corhftlt  nisns 

Bettlsdfolge  geben  die  iH.  (14): 

i'i^y^iH  — '  )P~T'  ^^^^ 

und  die  61.  (10)  gehen  über  in 

«i  —  «i)-J-(Ä+3A4-i»äi!o+a?>^-f"**ö«6)P»  etc«  (1*^) 

£8  ist  nun  vorauszusehen,  däss  aiuf  einär  Flftche,  nftmlich  der 
Slkdie  (10),  die  Liniön  i)  —  <Jdlist.  und  «  —  eonlft  unter  rOcfaCeifti 
Wfad^l  GM^eid^,  dass'  also 

dz  dz.By  dy.ds  dz 

ist,  was  sich  re^drt  äuf 

Bpdp^dq  Bq    dr  dl- 

uud  dann  die  Forderung  zu  ci  füUeu,  dass  auch  auf  der  consecutiTen 
Fläche  für  dieselben  Parameterwerte  ein  iiechtwinkliger  Durchschnitt 
erfolgt  Es  rnftasen  also  die  Ausdrflckc  (11)  der  Bedingung  genügen: 

du  dv  '  du  dv     du  dv 

BÜB  linke  ist,  im  Immer  D  bMeufe,  sdhon  sdfem  6s  santint  minai 
Berivirten  un^ndlicih  Uein  ist, 
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das  ist  =  0,  wofern  Gl.  (18)  besteht,  folglich  sind  die  Parameter  «,  v 
auf  allen  Flächen  orthogonal,  wenn  sie  auf  eiaer  eiuzigGU  so  bestimmt 
sind,  wie  bereits  bekannt. 

Zur  BestimmsDg  der  2  schneidenden  Flächenscharen  dienen  die 
Gl.  (16),  deren  diitte  eine  Folge  der  2  ersten  ist  Naeh  itoen  hat 


(19) 


Um  4ie  3  Yambeln  )>,  ^,  r  xtttional  anf  B  «ubii&n^  nirlkk- 
snfthren,  braucht  man  nur  den  Punkt  (pqr)  Ton  der  Engelttehe 
1^+2*+*^  =  1  Btereographiach  mittelst  der  SnbstituUon 

wo  znr  Abkürzfuig 

-6—  2 

gesetzt  ist,  auf  die  Ebene  zu  libertrageu.  Hier  bezeichnen  |,  rj  die 
cartesischen  Coordinaten  der  Abbildung.  Um  letzlere  dann  durch 
neue  AhUIdnng  in  ein  beli^iges  orthogonales  Carvenaystem  fübeigehen 
zu  lassen,  substitniren  wir  ferner 

dann  wird 

C=-  2 

daher 

^"l-j-liv''      «""Jl-f-pv'  '"l-l-ftv 

In  gleicher  Fonn  stellen  wir  auch  die  Richtongseotinos  der  Tangente 
der  Jüittelpunktsbahn  dar,  nämlich 

ai^"i-hii/>'  äi-ii+iS?'  ^""XH-«^ 
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Fuhrt  mau  diese  Werte  in  die  Gl.  (Id)  ciu,  so  findet  man: 

*  (22) 

Hier  aind  nicht  nur  die  Gesnchten  fi,  v  geschieden,  so  dass  jede 
Gleichung  dnzeln  zn  lösen  ist,  sondern  beide  haben  auch  diejenige 
Form,  deren  allgomeine  Integration  ans  irgend  einer  SpeciaHAsnng 
gründen  werden  kann.  Eine  solche  lässt  sich  aber  gewinnen,  wofern 

man  die  Aufgabe  dahin  abändert,  dass  nicht  die  Kugelschar  gegeben, 
sondern  das  allgemeinste  dreifach  ortliogonalc  Fläclicnsystem  gesucht 
sein  soll,  dessen  eine  FUichcnächar  aus  Kngoln  l>estcht.  Daun  kann 
man,  wenn  x.  k  zwei  willkürliche,  aber  conjugirte,  comiüexe  Func- 
tionen von     bozcichucu,  die  Werte 

als  SpeciaUdsiingon  von  (22)  annehmen  und  ans  denselben  Gl.  (22) 
die  entsprechenden,  gleichfalls  co^jngirten  Werte  von  er  nnd  ß  ent- 
wickeln. 

Gleichviel  ob  a,  ß  aus  gegebener  Mittelpunktsbahn  hervorgehen, 
und  X,  k  durch  (22)  gefunden  sind,  oder  x,  k  als  willkürlich  betrach- 
tet werden,  und  o,  ß  sich  aus  ihnen  ergeben,  so  wird  mau  iininer 
die  allgemeinen  Integrale  von  (22)  in  der  Form  darstellen  können: 

J     h  J  h 

weldie  in  die  GL  (22)  eingeführt  ergeben: 


(24) 


Sei  nun 


J  h^  =  „+A',  f^=l,^B  (85) 


nnd  zwar  x^,  k^  Functionen  Ton  w  allein,  dagegen  die  Integrations- 
oonstanten  B  Fnnctionfln  von  o.  Dann  ist  die  Anordnung  m 
treffen,  dass  auf  einer  besondem  Flftche  w  =  (le)  die  Parameter  «,  v 
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orthogonal  wcrdcu.  Die  Bedinguug  hierfür  (18)  geht  bei  der  Substi- 
tution (20)  über  iu 

und  wird  allgemein  erl'üUt  durch 

fi  —  ip(u-\-w}\  V  =         iv)  (S6) 

für  beliebig  cumploxo  9),  %  oder,  damit  ft  und  v  coi\jugirt  bleiben, 
durch 

=  ^(«-f-«',  »);    V  — « <p(u — w,  — ») 

für  reelle  (p.  l>ic  Substitution  (2fi)  ist  nämlich  gleichbedeutond  mit 
einer  Abbildung  der  Paranutcrlinieu  auf  der  Ebene  iu  ein  recht- 
winklig geradliniges  System.  Sofern  sich  jedes  ortliogonale  Curven- 
systcm  nach  Achulichkeit  der  Flächonelemoute  so  abbilden  lässt,  ist 
Ldsang  allgemein.  Anf  der  Flftche  w  »  (tr)  hat  man  also: 

/  I  .    ^       (*i)  /     .  ^ 

Hiernach  sind  aber  B  selbst  coijagirt  und  Ton  der  Form 
.9>(»±«i^,  ±s).  Wir  können  daher  einfocher  sehrriben: 

A  <=  rp{a-\-iv^  i);     B  —  9(1*  —  »V,  — i) 

dann  werden  di^  Gl.  (23): 


»«1 


i4 


 h__  


(27) 


Das  allgenieinsto  dreifiach  orthogonale  Flächensystem  mit  einer 
Kugelschar  ist  also: 


wo  ft,  V  durch  (27),  Xg,  durch  (25),  jc^,  A^,  it|,  durch  (24) 
«,  ^  durch 

bestimmt  sind,  wfthrend  »,  it  als  coiyngirte  oomplexe^  A,  %  als  reelle, 
Fnnotionen  Ton  w,  soirie  die  reelle  Function  9»,  iriUkOrlich  Udben. 
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XIIL 

Ueber  einige  Sätee  aus  dem  Gebiete  der 

Dreieckslehre. 

Von 

Herrn  Norbert  von  Lorenz, 

stud.  phil.  in  Wien. 


1. 

♦ 

Bekanntticb  bestehen  fBr  di«  Abstände  Pi  dos  Kittelpooktes 
des  dnem  gegebenen  Dreiecke  von  den  Seiten  «,  y,  z  umschiiebenen 
Ereifles  die  Focmebi: 

yCg»-y«+g«) 

re^eetive  fOr  die  Summe  dieser  MitteUote  4»  Crleiduiiig: 

Da  der  Zähler  des  rechterhand  steheaden  Bmcbes  angenscheinlich  mit 

ideoliecb  tet,  and  dM  den  ereien  Beataadtoil  dteser  Swame  bildende 
Prodnet  geniäBB  der  allbekannten  Relation 


16 

fl^ch  den  Quotienten  opsQ^t  wenl^        bo  gestattet  (1) 

aodi  die  DanteUmigsweiBe; 

d.  h.  in  jedem  eboucii  Drciecko  ist  die  Suininc  der  ö  Lote  p^.  pj, 
7)3  gleich  der  Suiniue  der  Kadieu  der  diesem  Dreiecke  ein-  und  um- 
schriebeucu  Kreise. 

« *  • 

Bczeichnepi  vir  den  Halbmesser  des  enteren  mit  jSfOßn  Üfi^ 
letzteren  mit  r,  so  wird  also: 

Pi+2'^-}-Pi  —  (2) 

Seien  ferner  vj,  q.j.  q.^  die  von  den  Ecken  bis  zum  Mittelpunkte  des 
dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  gerechneten  Sti^cke  seiner 
Wii^elbalbiru^sliuicn,  so  besteliu  für  sie  die  Formel^: 

\/y^J~^-\-y+4  l/aBBix—y-fz) 


1 /5E 


Bildet  mau  das  Product  (Ji^er  (((ir^^  Qfp9§o%  so  ergibt  sich: 


=  4rw«  (3) 

d.  h.  das  Product  ans  den  drei  Strecken  <7„  //g?  (/.t  ^st  gleich  dem  Pro- 
düctc  aus  dem  vierfachen  Radius  des  dem  Dreiecke  umschriebeneu 
Kreises  in  das  Quadrat  des  demselben  eingeschriebenen  Kreises. 
Ausserdem  bestehen,  unter  o,  ß,  y  die  den  Seiten  des  I/FpiC/ßj^  ^B^^ft" 
Uberliegeuden  Wiukel  verstaiidcu^  die  Ee{^tj,ou^(^u 

cof«-^,  008^=^^,  ß9i?y?T7 

«      «     .  ß     »      .  y  s 


aus  welchen  durch  Elimination  der  Winkel  die  Gleichungen: 
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i-^-.^y  (5) 

resultiren;  d.  Ii.  es  bestehe  zwischeu  ileu  «  Gruhscu  2^^^  i^ai  In 
«28,  «  uebeu  deu  Beziohuugeu  (2)  und  (3)  noch  drei  weitere 

Gl^disDgcn,  so  dass  sich  mit  ihrer  Hilfe  jode  dieier  GfOssea  durch 
drei  andere  demselben  Grötfsenqrsteme  angehdrige  Elemente  aus- 
drücken Usst 

Im  folgenden  sei  es  uus  gestattet  die  interessautesten  dieser  ße- 
latioueu,  welche  durch  die  Symbole 

1)   »•  -"/(«II  9i«  fl»),      2)   *  —  f(gi,  g») 

Pti      —/(«II  «t»  flu)»      6)   («I»  4k»  fli)  — /(j»n  A»  P»), 

chai'akterisirt  sind,  iis  'vürzo  zu  betrachten.  Sie  sind  allerdings  teil- 
weise bekannt,  (2)  und  (3)  aber  noch  nicht  in  einheitlicher  Weise  her- 
geleitet worden. 

Nach  61.  (3)  ist 

ans  GL  (4)  folgt 

woraus 

ft=,-!,f  (7) 

resnltirt,  uud  analog  und  unter  Hinzuziehung  von  (5)  und  (6) 
sich  ergeben. 

Knn  bandelt  es  sich  darum  noch  auf  eine  zweite  Art  in  Func- 
tion von  2|,  <Zs  darzustellen,-  wodurch  sich  dann  die  erste 
Forderung  r  =  /{q^^  q^,  q^)  durch  Comparation  der  beiden  Darstel- 
Inngsweisen  sofort  erledigt.  Wir  bilden  zu  dem  Zwedce  die  Summe 
der  Gl  (4),  (ö)  und  (6)  und  erhalten  so: 

3  -  ^  (ft+ft +1..)  -  2.«  (^.+  ^.  +  ^) 

oder  wenn  wir,  unter  BänfÜbrung  der  AbkOrzung  «  ^  q^~^^* 
die  Summe  der  lOttellote  aus  (2)  ers^sen: 


2— 2v 


woraus 
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folgt  Nim  ist  aus  Gl.  (4) 


somit 


2(1— A)     9,*— 2*« 

und  daraus 

YoMelit  man  dud  docIi  in  difiser  Formel  llir  j»j  die  wa  (3)  stam- 
mende Sabetitntion   

80  ergibt  sich 

VatQsqa 


womit  die  zweite  Darstellongsweise  von  pi  —  /(^x?  &i  **)  gewon-' 
nen  ist^  welche  in  Terbindimg  mit  der  eben  Tovansgcgangenen  liefert: 

oder  nach  EHrsong  dnich  die  rechte  Seite 
wetehe  Gleichung  nach  r  geordnet  gibt: 
oder  in  homogener  Schreibweise: 

gl  22  23  (3l«828)* 

—  2i2223  ""-O 

durc}i  Molcho  Gleichung  also  der  Radius  des  einem  Dreiecke  um- 
schriebenen Kreises  durch  die  Winkeliialbirenden  ausgedrückt  ist 

Nun  gelangen  wir  mit  Leichtigkeit  zur  Aufstellung  der  Beziehung 
»^/(2i  2223)- 

Nach  Gl.  (7)  ist 
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oder  mit  Zahflfeiialime  der  Si^bptHutlou  r  f»  ^^^^ 

andreneitB  liefert  GL  (8) 
respective 

woraus  oikcb  £ttrsu|ig  durdi   entat^t 

oder  nach  Restitatioii  des  Wertes  von  c 

wodurch  aho  der  Radius  des  dem  Pur^ecke  dfig^sphriob^eu  Kvoiiei 
durcb  die  seinen  lj[iti^pwl£t  er8eag«#e|^  Vm^  awofMM^  |4t. 

Noch  weniger  n^^ji^^ch  ges^t^i^  sieh  die  ^ufsteUang  der  Be- 
ziehungen 

Bildet  man  das  Pirodnet  der  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  so  erhält  man 
sofort: 

welche  Gleichung  nach  Ausziehuufi  der  Quadratwurzel  aus  beideu 
Seiten  uud  nach  vollzogener  Substitution  des  Projljjctes  jiSi^^a  4us 
Gl.  (3)  die  Form  annimmt: 

vacf-i»i)(r- ft)(r-A)  -  j»yr  w 

oder  nach  Substitution  von  «  ans  Qldcbung  (2): 

welche  Gleichung  in  Bezug  auf  r  geordnet  liefert: 

»•*— KPi^+Ä^+J^*) — 2j)iftp,  =  0 

die  bekannte  Gleicliung,  welche  den  Badins  des  dem  D^iQcke  um- 
schriebenen Kreises  durdh  ^  feinen  Mittelpunkt  erseagenden  Linien 
ausdrückt 


mu  dm  OilMie  Af  DnktkMre,  2fA 

Hier  sei  es  ans  gestattet  auf  die  völlig  identische  Bauart  der 
letetan  Gleklunff  imt  iflner  Ihr  ^     /  0  >  ~*  M  hi»  »  volsen, 

welche  aus  s     /(gj,  [dmxh  Division  mit  «^aj«^^^  hervorgeht 

in  der  Form 

Macht  mau  schliesslich  noch  in  Gl.  (^)  dio  aus  Gl.  (2)  herrührende 
Substitution 

so  wird 

In  BflKug  auf  «  ordnend  erhUt  man 

Diese  Gleichung  liefert  also  deu  Ilndius  des  dem  Dreiecke  eingeschrie- 
Immb  Kreises  in  Fonfition  der  Mittellote. 

ÜB  erObrigt  nnn  noch  der  YoUstAodigkeit  halber  die  Relattonen 

(Pi^  P2,  Pi>  — /(flii  fl»)  Sa)  nnd  (g^  Ss,  Sa)  —  fiPiy  Pt*  Pi> 
anzuführen. 

Duroh  yoUaiehnng  ven  gani  einCsusbon  wo»  dem  gesagtoi  leiclit 
XQ  abitFRbiranden  SahstitnCionen  in  den  Gleiohniigeii,  welehe  % 

r  —/('ii,  q.!,  «?3)   und  v'^'fipi,  pa) 

attüsestellt  wurden,  rcsultirt: 

+  «.  Ä  l-'^" + ~  7i'  -j  -    S»«3  =  0 
und  ähnlich  j^i»  ps  in  Function  von  ^,  ^. 

Die  letzte  der  snzofBlirenden  RdationeD  hat  die  Gestalt: 

—  ^PtPifiV%Pt  "Pt^)  (^^Cä+i»»)  +i»sä  — l»t*)+^^»P»)  -» 0 
und  ähnlich  g^,     in  Function  fon  Pi^  pa  ^3* 
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2. 


Wir  stellen  uns  folgende  Au^be:  Es  sind  die  Seiten  y,  s  eines 
ebenen  Dreiedcs  durch  die  Verbindungslinien  des  Höhendnrdischnitts- 

pauktes,  des  Mittelpunktes  des  dem  Dreiecke  umschriebenen  und  des 
demselbcu  eingeschriebenen  Kreises  auszudrücken.  —  Um  die  I^ösung 
dieses  Problems,  in  welchem  der  analytische  Zusammenhang  zwischen 
den  gegebeneu  und  den  gcsuclitrn  Grössen  auf  einem  directen  Woge 
wol  kaum  zu  ermitteln  sein  dürfte,  «lurchzuführen,  stellen  wir  zunächst 
Formeln  für  di(3  eben  erwähnten  bekannten  3  Grossen  auf,  in  welchen 
dieselben  durch  die  gesucliten  Dreiecksseiten  au^^gedrückt  sind.  Dann 
suchen  wir  diese  Formeln  so  zu  transi'ornnren  und  zu  zerfallen,  dass 
für  ihre  Teile  bestimmte  aber  vorderhand  noch  unbekauuto  Dreiecks- 
grOssen,  und  zwar  3  an  der  Zahl,  eingeführt  werden  können.  Hier- 
mit ist  selbstverstftndlich  die  Möglichkeit  geboten  jene  8  TcilgrOssen 
durch  die  gegebenen  Grossen  auszurechnen.  Der  Umstand,  dass  un- 
sere Teilgrössen  eine  geometrische  Bedeutung  besitzen,  ermöglicht 
weiter  3  brauchbare  Gleichungen  zwischen  denselben  und  den  unbo- 
kaunten  Dreiecksseiteu  aufzustellen,  welche  die  Lösung  des  Torgeleg- 
tcn  Problems  in  sich  <;('1ili('ssen  und  dieselbe  auch  ohne  Schwierigkeit 
in  explicitcr  Form  liiu/ii^<  ineilion  gestatten.  —  Zuitiichst  bestimmen 
wir  die  Länge  der  Yerbinduiigsliiiie  (in)  des  ilöhenüurchsclinittes  mit 
dem  Mittelpunkte  des  dem  gesuchten  Dreiecke  eingeschriebenen  Krei- 
ses. Bezeichnet  r  den  lladius  desselben  und  c  die  Länge  der  Ver- 
bindungslinie irgend  emer  Ecke  des  Dreiecks  mit  dem  Höhcndurch- 
sduüttspQiikte  (wu:  wühlen  die  Ecke  der  Seiten  z  und  y)  und  sind 
ip  und  die  Winkel,  welche  beziehungsweise  x  und  gegenttber- 
Üegen,  so  besteht,  wie  aus  einer  passenden  Figur  leicht  abzulesen 
ist,  die  Gleichung: 

i»»  =  r*4-c* — 2r<JC08(y— ,  (1) 

Bezeichnet  hg  das  Höhenperpendikel  auf  die  Seite  »,  so  ist,  wie.  be- 
kannt oder  leicht  ersichtlich: 


Setzt  man  diese  WeVte  in  (1)  ein  und  bringt  dann  auf  die  gemein- 
samen Nenner  4hs*  und  8s*^i^  so  wird: 


C08(9— 1^»)  - 


4xyz^  ^  xy 


4»,« 


(a;2^y  ^  -  a^)  (a;^  -    -f  2^)  (-  «2  -^j'  -f-  z^) 


m 
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Der  Miimond  {M)  dieser  Differenz  gewinut  nach  Eiofübrung  der  all- 
bekauuteu  liclatiou: 

-  &  (4«V»-(»«+y»-»»)«) 

die  Fmm: 

'^XY»^ - (»2 ^2  _ ,2)  (-,2  _ y 2  _j_ ^2)  (_ ^^J^y2^„t) 

Hifiimit  ergibt  sich  fttr      die  Gleichung: 


oder 


/j^y  (x^' + j,^'  -  (- H- + (^^  -  y ^  4- 


Der  Subtralieiul  dieser  Dillcreuz  ist.  wie  die  einfache  Aufstellung  der 
betreti'endeu  Foruieln  lehrt,  das  doppelte  eines  der  gleichen  Productc 
aus  der  Verbindungslinie  irgend  einer  Ecke  (wir  wiilden  wieder  die 
Ecke  der  Seiten  x  und  y  und  haben  daher  die  Länge  der  Yerbiu- 
dongslinie  mit  e  zu  bezdchnen)  mit  dem  Höhenschnittpnnkte  des 
Breiecks  and  der  Entfernung  (jr)  dieses  Punktes  Ton  deijenigen 
Dreieekss^te,  wdche  durch  die  Verlängerung  der  Linie  e  getroffen 
wird. 

Somit  gewinnt     die  Form: 
oder  nach  Einfbhruug  der  Substitation  cy  —  th 

„i2_,.2_2f«  (2) 

womit  also  die  Gleichung  für  die  Verbindungslinie  des  Höhcnschnitt- 
punktes  und  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen  Kreise  in  der 
oben  präcisirten  Form  gefimdea  ist. 

Nun  sdireiten  wir  zur  Aufstellung  der  Formel  iür  die  Yerbin- 
dungslinie  (n)  des  Höheudurchschnittes  mit  dem  Mittelpunkte  des 
dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises,  wobei  wir  einer  etwas  inter- 
essanteren Transformation  begegnen  werden. 

Haben  c,  (p  und  ^  die  früheren  Bedeutungen,  und  bezdehnet 
ausserdem  q  das  Stilek  der  an  derselben  Ecke  wie  e  entspringenden 
winkdhalbirenden  Linie  bis  zum  Mittelpunkte  des  eiogesehtiebenen 
Kreises,  so  ist,  wie  leicht  ersichtlich: 
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Macht  man  folgende  ieicht  zu  verüicireude  bubsütationeii  ia  der 
Gleichuug  für  n\ 

2  %i  ¥  xy 


SO  ist: 


oder 


*  a;-|-y-j-a 


wird  hierin      aus  der  bekannten  Formel,  in  der  es  in  Function  von 
jf,  t  erscheint,  ersetzt,  «o  kommt: 

»«(»H»»--^»)»4-(a;4-y-;g)(a;--y+z)(~H-H-^)(g'^^ 
Vollzieht  man  jetzt  die  öubstitatiou  der  Identität: 

so  folgt  nach  einigen  kleinen  Rcductioucu: 

Um  (S)  einer  Auslegung  in  dem  -aiigedevteten  Sinne  fthig  zu  machen, 
benatzen  wir  zunächst  die  Identität  : 

—  («+y — «)  (»— y-h»M— a*t|-<y+«)] 
UMto^  tu  (8)  >eiagwetkt  Oiefert: 


Sg8y»a2_  (^2^y2_j^.-.j  (^-fy+g)  (g-f-y-^)  (^-y+^)  (-a^7Hrh») 
2(« +3f+»)  (« +y — »)  (« — y  -i-  «)  (—  »4-<y+ «0 

Der  zweite  Posten  dieser  Summe  iöt  das  dopprelte  Quadrat  des  Ba- 
dias  («)  des  dorn  gesuchten  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises,  wäh- 
rend der  Subtrahend  der  Differenz  im  Zfihler  des  einten  Bmdies  nodi 
folgende  rinngemässe  Traneformation  gestattet: 


DiQitize<3  tjjjjäta^le 


«  (as«+y2^2)  (2a,^t_j_2a; V+2y V— y*— Ä*) 

Nach  vollzogener  Substitution  in  der  letzten  Gleichung  für  kommt: 

"  -  2(«+y+»)(«-f3f-*)(«-.yH-«)(-»-|-jf+»)"^'" 

Da  nun  nacli  unseren  oben  gegebeneu  Ausführungen  der  Bruch 
rechterhand  vom  Gleichheitszeichen  mit  identasbh  ist,  'so  folgt  nliiL- 
mittelbar: 

als  die  Relatiou,  welche  uns  die  Länge  der  Verbindungslinie  des 
Höhenschnittes  mit  dem  Mittelpunkte  des  unserem  gesachten  Drei- 
ecke eingeschriebenen  Kreises  fn  der  angestrebten  Fem  bestimmt. 

Die  Auflösung  der  vorgelegten  Aufgabe  erfordert  jedoch  noch 
eine  Nebcndarstellungsweisc  für  vrolche  die  Einführung  der  Iden- 
tität: 

in  (3)  notwendig  macht 

Man  erhält  hierdnrdi  die  Form: 

oder,  wie  leicht  ersicbtUeh  ist: 

woranB 

folgt. 

Bezcicliucn  «  und  or,  />  und  ß  für  die  beiden  anderen  Höheu- 
perpendikel  des  gesncbtou  Dreiecks  diejenigen  Grössen,  welche  c  und  y 
fUr  hg  vorstellen,  so  bestchu,  wie  leicht  ersichtlich,  die  Formeln: 

aesf  —  2r(e+y)}   «»  ^  M^+i^)»   »»  2r(«+«) 

somit 

Kun  ist  aber 
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Diese  Bezichuug  ergibt  sich  unmittelbar,  wenn  man  erwägt,  dass  a, 
c  die  doppelten  Längen  der  rcspectiven  Entfemnngeii  des  Mittel- 
punktes des  dem  Dreiecke  umschi-iebenon  Ki'eises  von  den  3  Seiten 
vorstellen  und  dass  von  der  Summe  dieser  Grössen  die  Gleichheit 
mit  der  Summe  r-f«  von  uns  bereits  erwiesen  wurde.  Mit  Rücksicht 
auf  (5)  erhalten  wir  also: 

woranft 

2r(a-j-/?+y)  =  2«^ -f^r* (6) 

folgt 

Was  endlich  die  Entfernuug  (j^)  des  Mittelpunktes  des  eiuge- 
scliriebenen  vom  amBchriebeneii  Krdse  anlangt  ,  so  ist  nach  einem 
Satze  ans  der  Lehre  von  den  PotenzUnien:. 

eine  Formel,  die  sich  anch  nnd  zwar  ohne  die  Schwierigkeit  sinn- 
gemässer TriinsfonDationen  analog  unseren  eben  gegebenen  Ableitun- 
gen leicht  verificiren  Hesse.  —  Die  bisherigen  Betrachtungen  fUhiten 
uns  somit  zu  den  Formeln: 

pt  s  «•S-«2rsR 

Diese  3  Beziehungen  als  Bcstimmungsglcichuugcu  für  dio  3  Grössen 
r,  8f  t  aufgefasst,  liefern  sofort: 

 ^   (7) 


y2(»»H-i>«)— m* 


2y2(n2-i-^2)  — 


(8) 


-V 


2(2(»»-|-ii«)— »«) 


Da  r,  Ä,  £  jederzeit  positive  reelle  Strecken  darstellen,  so  gestatten 
diese  Formeln  folgende  Bedingungcu  abzulesen,  an  welc.lie  die  rela- 
tiven Grössenverhiiltuisse  von  ?«,  ?/,  p  geknüpft  sind,  damit  unser 
gesuchtes  Dreieck  reelle  Dimeusiouen  besitze.  Aus  (7)  folgt  unmit- 
telbar: 

2(*«+l»«)>««, 

und  in  Kücksicht  auf  die  eben  aufgestellte  Ungleichung  liefert  (9)  die 
Bedingung: 
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m*—  «»y  2  >  oder 

welche  Bedingung  aussagt,  dass  unser  gegebenes  Dreieck  von  deu 
Seiten  r/*,  notwendig  einen  stumpfen  Winkel  besitzt,  der  jederzeit 
der  Seite  m  gegenüberliegt.  Ausserdem  ersehn  wir,  durch  Zusaramen- 
fassang  der  1.  und  2.  Ungleichung,  dass  f»  stets  liegen  muss  zwischen 
den  QfBUzen: 


y2(n«-f  |>«)  >  «  >  yn«+i)«4-»yn«+2j>«  (10) 

Kaeh  diesen  vorbereiteiidoii  BetriMditingen  kflnn^n  mr  Avf- 
steUnng  der  3  notwendigen  Gleichongen  für  y,  «  Ubeigelin,  in 
welche  zonAchst  die  QrOflaeo  i*,    i  eintreten  worden. 

Wie  mau  sich  ohne  Schwierigkeit  an  einer  passenden  Figur  über- 
zeugt, bestehen  folgende  Bezlehnngen: 

y2  =  c(c+>')  +  a(a4-a)  >4- 
,««a(a+«)+*(*-fi8)  ' 

Nun  ist 

also  aogenscheinlich : 

-»  2[(a4-Ä-f.«)5^— ?(«Ä-|-atf+Äc)]-f  61»  (11) 

Femer  ist,  wie  ebenMs  leicht  ersichtlich: 

be  =  2«r,   ac  =  =  2yr 

somit 

3,t^4,.f^^  mudi  (H.  (6). 

Wir  erhalten  somit  unter  gleichzeitiger  Einführung  der  uns  schon 
nach  Gl.  (6)  gelftuügeu  Substitution  a+i-fc  =  2(r-f-«)  in  öl.  (11): 

Hm  ist 

9(iy4.«i+S»)«a(4r?-f2««+8w+i')  ans  (4), 

es  folgt  somit  durch  Summation  der  beiden  letzten  Gleichungen: 

4((2r+*)«+t«) 

T»il  LXIU.  W 
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eine  wichtige  Gleichung,  von  der  wir  sofort  den  Uebergaug  zu  einer 
zweiten  jBestimmungsglei(;hung  für  unsere  gesachtea  Dreiecksseiteu 
machen  können*,  es  ist  nämlich  bekanntlich: 

xyz 


2(«-fy+*) 
also 

=  W(2r+*)2-i-«*  (13) 

welche  Beziehang  im  Ver^ne  mit  den  Gleichimgen  (4)  und  (12)  hin- 
reicht,  um  «s»    «  durch  die  Grossen  r,    <  ni  besünunen. 

Wir  besitzen  also  —  urn  die  gewonnenen  Resultate  übersichtlich 
zusammen  zu  stellen  —  die  Gleichungen : 


—  2y(2r+«)»-f  I* 
99+sez+9»  —  4r«-f  2^-|-8r#-|-«* 

xyz  —  4r«y(2r-|-«)*-f-«2 

Die  Form  dieser  3  Gleichungen  überhebt  uns,  gemäss  einem  bekann- 
ten Satze  aus  der  Theorie  der  Gleiduingen,  jeder  £liniinationsarbeit 
und  wir  erhalten  sofort: 

   (14) 

«»— »«  2V(2r+«)*+i2_j_^,(4^*_^2*«4^«-|-f«)-4r<»V'(2H-»)*4-''  =  0 

oder  nach  Vollziehung  der  durch  die  Gleichungen  (7),  (8),  (9) 
benen  Substitutionen: 

,  I  /3w*-i-4n^-f  llj?*  +  2fn  V— SmV— 12«y 
m*-i-2»*-f  j)^  4-2mVg—  3mV—  6nV 


2{nS4-p»)— m»  r  2(n»-l-p»)— 

als  Gleichung,  deren  3  Wurzeln  u,  =  a»,  =  </.  ^fg  =  z  gesetzt,  die 
3  gesuchten  Seiten  in  Function  \ou  m,  n,  p  rei)rüsentircn.  Nach- 
dem CS  jedocli  aus  der  Form  dieser  Gleichung  nicht  unmittelbar  evi- 
dent ist,  dass  derselben  wirklich  3  positive  reelle  Wurzeln  zukonimen, 
so  werden  wir  noch  die  Bedingungen,  unter  denen  dies  notwendig  der 
Fall  ist,  anfenstellen  haben. 

Vorher  jedoch  sei  es  uns  noch  gestattet  2  interessante  Special- 
fälle der  Gleichungen  (14)  resp.  (15),  in  welchen  wir  zu  relativ  ein- 
fachen Kesultaten  gelangen,  zu  betrachten,  nämlich  das  gleichscheak- 
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lige  und  (las  rechtwinklige  Dreieck.  Im  ersten  Falle  besitzt  Gl.  (14) 
zwei  gleiclio  Wurzeln  und  behält  daher,  wie  ein  bekannter  Satz  aus 
der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  lehrt,  einmal  nach  n  deri- 
virt  jene  doppelte  Wurzel  von  (14)  als  einfache  Wurzel  bei.  Nach 
Tollsiebmig  dieser  Operation  erhalten  wir  unter  gleichzeitiger  Ein- 
fUiruug  von  b  an  Stelle  deir  Unbekaimten  «  soifde  von  r^,  «i,  an 
Stelle  Yon  r,  ti 

3v*— i».4l/(2r74-«i)^-t-ti^+4rA^+2V+8ri*i-i-«i2  q 
woraus 

folgt. 

Wie  eine  einfache  Ueberlegung  lehrt,  ist,  wenn  »»i,  «j,  j»i  für 
m,  n,  p  gesetzt  wird,  in  diesem  Falle: 

also 

.  *  ,  _        wi)   .  _    «1    i/  t  i_  > 

±  («X  -2>i)'    ^  "  ±  Oh  -  Px)*  ^  ±(«i-i>ir  ""^ 

Eine  naheliegende  Betrachtung  ergibt,  dass,  wenn  t  der  Winkel  am 
Sdidtd  unseres  gleiehschenkligen  Breiecks  ist,  <  ^  3  ausfidlen  wird, 

je  nachdem  %  ^  i»i  ist,  und  dem  entsprechend  die  Wahl  des  Vor- 
zeichens in  den  Kennern  dieser  Formeln  zu  treifen  ist  —  «  gewinnt 
somit  die  Form: 


Eine  ein&che  Comhination  flberzeugt  uns,  dass  v  sich,  da  wir  es 
lediglich  als  Schenkel  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  anffiusen,  anf 
die  Form  redadrt: 

±(»1— 

Die  Basis  («0)  unseres  gleiehschenkligen  Dreiecks  besitzt  die  Form: 

Da  für  das  gleichseitige  Dreieck  m  =  «  —  />  =  0  ist,  so  wird  in  die- 
sem i  alle  die  Aufgabe  unbestimmt.  Für  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
von  den  Seiten  x^y^z^  ist  t  »  0  und  es  folgt  daher  aus  Gl.  (9)  un- 
mittelbar die  Beziehong: 


*)  Aus  den  beiden  letzton  Formeln  folgt  der  beachtenswerte  Sats:  v:w  =. 
Pi:ni,  der  einer  weiteren  Interpretation  wol  nicht  bedarf. 

80* 
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ni^**^p^*  ist  ti^n^y2 

wenn  m^n^     wk  d\ib  StalU  von     «»» p  getreten  sind}  ee 

ndi  ferner  obne  Jede  Schwierigkeit  zoaAdist  die  Hypotennse  %  an- 

geres  reehtwinUigen  Dreiecks  in  der  Form: 

während  die  beiden  Katheten  te^  j%  die  Oestelt  b^Biteen: 

Zur  völlstÄndigeü  Lösung  des  Problems  erübrigt  uus  noch,  wie 
schou  angedeutet,  den  Nachweis  /.u  liefern,  dass  Gl.  (1'))  notwendig 
3  positic  reelle  Wur/ehi  besitzt ,  wenn  vi.  w,  p  der  durch  Gl.  (10) 
fixirten  Bedingung,  sowie  der  wol  selbstverständlichen  Fordernng 
n-{-p~^m  gentigen.  Zu  dem  Bchufe  entfernen  wir  auf  die  bekannte 
Wöise  äüs  Gl.  (14)  das  zweite  Glied  und  erholten  so,  die  neue  Un- 
bekannte mit  %  beseichnend: 

=  0  (16; 

respective  nach  Eiuftihruug  von  m,  n,  p: 
V- i(V 4-  -  37«2)  X 

Bezeichnet  in  Gl.  (16)  pQ  den  Cocfticienton  von  ?io  und  </o  das 
Von  der  Unbekannten  freie  Glied,  so  findet  man  nach  etwas  umstäud- 
nthor  )Etftdiftaiig  als  den  in  der  Cardanischen  Formel  für  die  fieaUtftt 
der  Wurzehi  entecheidenden  Auadmck: 

•^+^  =  (4«*+4«2««+«*+4f^»H-8r*»-12r**«-4r«#») 

Das  rechteihand  Tom  GleicUieitSEeiehen  in  der  Klammer  stehende 
Aggregat  von  Grössen  gestattet  nun  folgende  überraschende  Trans- 
formation; es  ist  identisch : 

woraus  unter  Zuhfllfenahmo  der  Gl.  (7),  (8),  (9)  unmittelbar  folgt: 
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—  —  27  ("^  4- " + i')    + « —p)    ~        (—  + » -f/>) 

Da  01,  n,  p  Drei6dc886iten  sind)  so  siud  did  Klammem  wesentlich 
positiv  und  somit  die  rechte  Seite  der  Gleichang  ireseiitlich  negativ, 
also  erwiesen,  dass  für  Gl.  (16)  resp.  (17)  der  casns  irredocibilis  ein- 
tritt nnd  demgcmäss  drei  reelle  Worzelu  existircn  massen;  da  ausser- 
dem die  vollständige  Gl.  (14)  augenscheinlich  3  Zeichenwcchsel  auf- 
weist, so  ist  auch  die  Behauptung,  dass  die  3  reellen  Wurzeln  der 
Gl.  (14)  resp.  (15)  auch  uotweudig  positiv  sind,  verificirt  —  mit 
welchem  NAfibw^lfi  wü"  4io$^  Problem  vedftt^  w^lo«, 

Wien  an  |.  ITevembur 
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XIV. 


Zur  Theorie  der  Attraction  einiger 
BotatioBskörper,  deren  Grestalt  sich  nur  wenig 
von  der  einer  Kiigol  oder  einer  Kugelschale 

unterscheidet. 


Bei  der  Betrachtung  der  Anziehimg  eines  homogenen  Hotations- 
ellipsoides  auf  einen  Punkt  kann  ein  rechtwinkliges  Coordiuatensysteni 
80  gewählt  werden,  dass  diese  Action  in  zwei  zu  den  glcichbeuannten 
Coordinatenachseu  paiallelc  Coniponeulcu  A'  und  Y  zerlegt  werden 
kann.  Denken  wir  uns  nämlich  durch  das  Kotationsellipsoid  und  den 
angezogenen  Punkt  m  eine  Meridianebene  gelegt,  so  findet  die  An- 
ziehimg  nAtfirlicli  in  dieser  Ebene  Statt 

I.  Ziehen  wir  jetzt  speciell  ein  abgeplattetes  Rotations- 
ellipsoid in  Betracht,  und  nehmen  wir  au,  es  seien  b  die  Halb- 
achsen des  elliptischen  Meridianschuittcs,  und  die  Achsen  desselben 
fallen  mit  den  Coordinatenachseu,  und  zwar  2a  mit  der  A'-  und  2b 
mit  der  F-Achse  zusammen,  so  kann  die  Action  dieses  Ellipsoides 
auf  einen  Paukt  m  auf  seiner  Oberflftehe,  dessen  Hasse  =s  1  ist,  be- 
kanntlieh  dnreb  die  beiden  Gomponeaten: 


Von 


Heim  Heinrich  von  Hoopfliingen-Bergendorf 


in  Wien. 


(1) 
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ausgedrückt  werden'''),  wo  M  die  Masse  des  EUipsoidei,  a  und  ß 
die  X-  und  F-Coordinaten  des  Punktes  wi,  /  die  Action  zweier  Mas- 
senemheiteD  in  der  Eutfemnng  »  1  auf  einander  bedeuten,  und  end- 


1  /a*  — 

lieh  y  — pf-     A  gesetzt  ist.  Ftthrt  mau  in  diese  Formeiii  die 

numerische  Excontricität  y  — e  ein,  indem  man 

X-|«-;jj^=p  und  M^inga^yr^* 

setzt ,  wo  Q  die  Dichte  des  fiUipsoides  bedeutet,  und  beracksichtigt 
mau,  dass 

aretang  7^=;:  =  aresiii« 
yi  —  <r 

ist,  80  findet  mau  leicht: 

tVl  — «8  1  —  «»  I 

— ^ — aresin«—  ^  J 


LI       Vi  — T 
 ^wrcdB«  J 


(2) 


Ist  die  Abplattung  des  EUipfioides  sehr  gering,  also  s  eine 
sehr  kleine  Grösse,  und  begnügt  man  sich  mit  angenähert  ridi- 
tigen  Werten  für  die  Anziehung  —  indem  |nan  Glieder  mit  bereits 
vemachlilssigt  —  so  ist  es  vcnrteilbaft  in  den  obigen  AusdrHeken  für 

aresine  und  Vi  —  die  bekannten  Reihen  einsufUhren.  Hau  er- 
bllt  dann: 

wo  die  Glieder  mit  bereits  vemachUssigt  sind.  Durch  Uebergang 
zu  Polarooordinaten  deren  Ursprung  whr  in  den  lOttelpnnkt  des 
EUipsoides  gelegt,  und  deren  Achse  wir  mit  der  Adise  a  zusammen- 
fallend denken,  ergiebt  sich  die  Besultante  M  der  Er&fte  X  und  T 
—  wenn  r  den  Kadinsvector  und  cp  die  Anomalie  des  Punktes  m  be- 
deuten —  in  der  gewählten  Annäherung: 

R'^^ngbfll'^le'-^e^cos^tp-]  '       .  (4) 

worin    —         e^cosV)  gesetzt  ist 


*)  AmnerknDg.  Da  hier  kdna  üntencheidung  swifehen  Atnadiittg  and 
Abitossnng  nAtig  ist,  <o  wwd«  Ich  inmiwr  dieActimi  mit  pofitiveBi  ViMneiehen 
anAUuren. 
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Wir  fragen  nun  nach  der  Richtung  der  resultireudun  An- 
ziehung. Die  Richtung  der  Actiou  auf  den  Punkt  («,(3)  kann  leicht 
durch  die  Coordinateu  desselben  und  die  Exccntricität  c  bestimmt 
werden.  Bedeutet  nfliDlicli  den  Winkel,  welchen  diese  Kichtang 
Urft  der  AMsameliie  JT  oinlcbüesst,  so  lit  . 

y 

oder  nach  EuMmng  der  obigen  Werte  fOr  X  und  ¥ 

wenn  die  Glieder  mit  nnd  höheren  Potoixen  von  e  vemadilttaBigt 
werden. 

Der  Winkel  ^'  aber,  welchen  die  Nonoale  der  eUiiMoidlichen 
Obeifliehe  Im  Ponkte  («,  ß)  mit  der  X-Achse  einschliesst,  ist  be- 
kanntlich dnroh 

gegeben.  Da  nun 

«■  1 

ist»  80  ergiebt  sich  in  unserer  Annäherung 

tangv^'-^dH-«') 

ist  somit 

wt  Ausnahme  für  ^  «  0  oder  «  »  0,  wo  dann  ^ 

Der  Badinsvector  des  Punktes  («,  ß)  endlich 
X'AMi  ieä  Winkel  9  cfli^  Miit  kt 

ß 

Es  ist  daher  immer: 

mit  Ausnahme,  dass  a  oder  ^  ^  0  sind,  in  welchem  Falle  der  ange- 
sogene Punkt  in  einem  Scheitel  der  Meridianellipso  liegt,  und  q>  = 
1^  ==a  -j/;'  ist.  In  diesem  besonderen  Falle  haben  die  Anziehung,  die 
Normale  und  der  Radiusvector  dieselbe  Richtung.  Im  Allgemeinen 
aber  können  wir  sagen,  dass  die  Anziehung  immer  eine 
Richtung  hat,  welche  zwischen  deji  Radiusvector  und 
die  Normale  fällt 


ist 

schliesst  mit  der 
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Nehmen  wir  uuu  für  eiuen  Augoiibliik  au,  die  Action  geschehe 
iu  der  KidituHg  der  Normale',  bczi'icliueii  wir  sie  mit  A\  uml  zerlegen 
wir  sie  in  eine  Componentc  Ii  in  der  Richtung  des  Radiusvectors  uud 
in  eine  zu  dieser  senkrechte  Cumponeute  S,  so  erhalten  wir 

jft  -=  =  M*  -f  Ä»toog«(i|*'— («) 

Gelingt  es  nun  den  Nachweis  zu  liefern,  daBB  die  Grösse  iZ^ang^(if;'— 97) 
von  zn  TemachlAsBigeiider  Orduasg  ist,  so  kOfiaen  wir  nmsoinBlir  in 
HBserer  Aimahenuig  die  «iiUidie  Action  ihrer  in  die  Kichtang  des 
Badiusrectors  fallenden  Gomponento  der  absoluten  Grosse  nach 
l^ekhfletMD.  "Wir  ktenen  thrigeBs  diese  Identittt  iiußk  dinet  nach- 
weisen. 

* 

Füi  die  Richtung  bleibt  selbstverständlich  die  oben  ausge- 
sprochene Bestlmmang  aufrecht. 

Den  grössten  Wert,  -welchen  t;ing(t|>' — q>)  erreichen  kann,  findet 
man  leicht  mit  Hülfe  der  beiden  bekannten  Belationen 

tang'»!;' — tango)  , 
tang(»^-^f>) «  i^tangt|>^tangy         tang y  ;=  y  tang V, 

Wir  finden  dieses  Maximnm  für 

,     a  ^ 
tai|gt|>  wozu  taag9«»^ 

gekört  Es  ist  dann 

tang(^'~g>)-£6«. 

In  unseren  FaUe,  wo  das  EUipsoid  nahezu  kngelfönnig,  also  0 
ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  wird  auch  das  M^Tlm^m  von 
tang(9'^^)  sehr  klein,  und  jedenfalls  tang^^— ^p)  <  ^  sein. 

Wir  haben  nun  angenommen,  wir  h&tten  es  hier  mit  eiuem 
solchen  EUipsoide  zu  tun,  fftr  weldies  e  so  Uoin  ist,  dass  wir  in  dem 
Ausdrucke  fiDr  dessen  Action  auf  m  Glieder  mit  yemaeUissigen 
könnra  —  ohne  hierdurch  einen  bedeutenden  Fehler  zu  begehen. 
Bei  dieser  Approximation  geht  die  Gleidiung  («)  Aber  in 

N  =  R  (ß) 

Wir  sehen  also,  dass  wir  zwisclieii  der  wahren  Totalactiou  uud 
ihrer  in  die  Richtung  des  Radiusvectors  ialleudou  Componeute  der 
Grösse  nach  keinen  Unterschied  zu  matten  haben. 

Die  Action  des  Sphäroides  können  wir  uns  nun  zusammengesetzt 
denken  aus  der  AcUqu  einer  mit  ihm  cono^ntcischen  Kugel  mit  dem 
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Halbmesser  h  und  aus  der  Action  des  Wulstes,  welcher  diese  Evgol 
—  indem  er  auf  ihr  aufliegt  —  zum  Sphäroide  ergänzt 

Die  Action  dieser  ^^ikmsva  Kugel**  bedarf  nun  keiner  besonderen 
Untersndmng  —  und  zwar  andi  in  dem  Falle,  dass  ihre  Dichte  von 
Schale  zu  Sdiale  variirt.  Ihre  Action  —  die  immer  gegen  den  Mit- 
telpunkt gerichtet  ist  —  findet-  man  in  unserer  Annftherang,  wenn 
ikre  mittlere  Dichte  ist: 

Ät  —  I     W — cos-»  (5) 

Da  wir  die  Action  des  Wulstes  der  Grösse  nach  ihrer  Compo- 
noite  in  der  Richtung  des  Radiusvcctors  ^eicbznsetzen  haben,  so  ar- 
balten wir  für  die  Action  des  Wulstes,  welcher  die  innere  Kugel 
zum  Sphäroid  ergänzt,  als  Differenz  der  Action  des  Sphftroides  und 
der  inneren  Kngel  —  wenn  e  die  Dichte  des  Wulstes  ist  —  : 

-  ^ftQhfe\^ + f  cosM  (6) 

Ist  das  Sphäroid  iiiclit  vollkominen  homogen,  sondern  ist  die  Dichte 
in  der  ,,innereu  Kugel"  eine  Function  des  Halbmessers  der  sie  bilden- 
den Schalen,  und  ist  ihr  Mittelwert  und  kommt  dem  Wulste  eine 
gleichförmige  Dichte  zu,  so  können  wir  in  uuserer  Annäherung  die 
Action  des  Sphäroides  ausdrücken  durch: 

Liegt  der  Punkt  m  nicht  in  der  Oberfiftchc,  sondern  ausserhalb 
des  Sphäroides,  so  Iflsst  sich  die  Action  R  des  letzteren  auf  den  Punkt 
m  nach  efaiem  bekannten  Satze  von  Madaurin  berechnen.  Süid  nftm- 
lich  a\  h*  und  die  o,  6  und  c  entsprecbenden  Halbachsen  eines 
mit  dem  in  Frage  strebenden  confocalen  und  gldchdiditen,  durch  m 
gelegten  SphSroides,  so  ist  wenn  ^  die  Action  desselben  auf  m  be- 
zeichnet _ 

und 

R      '^^'^  W 

Die  Anziebungsrichtung  ist  aber  dieselbe,  welche  die  Action  B!  besitzt 
Da  die  beiden  SphAroide  confocal  sind,  so  kann  man 

setzen;  daraus  folgt  aber 
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Ist  t  die  dem  grosm  Sphiroide  entspredieiide  mmierisclie  Ex- 
centridslt  ftteo 

,  — Ä'* 


80  ist  auch 


Da  a'>>a,  respective  w  immer  positiv  ist,  so  ist  und 
werden  wir  daher  folgerichtig  auch  die  Grössen  mit  f*  und  mit  c^£* 
ta  Tenkachlässigen  haben;  die  Anziehangsrichtung  aber  wird  einen 
noch  Ueiaerea  Winkd  adt  dem  Badiusveetor  MIdea.  SalMtitnireii 
wir  in  Cfteicbiing  (8)  fOr  JB'  dflSBcn  Wert  nadi  CHeiehung  (4),  so  er- 
giebt  sich 

Wird  Bim  a  durch  b  und  a*  durch  und  c  aosgedrQckt,  so  geht 
die  letite  Gleiehnog  über  in 

Fflhren  wir  noch  fttr  c*  s^en  Wort 
oder 

ein,  und  Torsehen  wir  jetsEt  die  verschiedeiien  Actionen  J7  zum  Unter- 
schiede Ton  den  frflheren  mit  einem  Qoerstri<^,  so  finden  wir  leicht 
in  nnseier  Annfthemng: 

-  r  b*  "I 

^  =  i^^ytfXy-V^-hyt^-i^yt  ^  cos^J  (9) 

-  r-       b^  T 

Ä|  -  -  ^  «*COSV  I  (10) 

% ^  4»^2/[pi-l-«*et-l^«*«.-.f^(ft-A^4)«*<»8»v]  (12) 

WO  2b*  die  Kotationsacbse  des  mit  dem  betrachteten  confocalen  dorch 

m  gelegten  Sphttroides  ist.  (Wird  in  ^  —  Aft  gewtst,  so  wird 
diese  Action  von  9  onabhängig). 
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Ich  will  liibr  aoch  Uio  Büinerki«^  anknüpfen ,  tlass  die  Action 
eines  lioniugciieu  abgeplatteten  Rotationsellii)S(juli  s  \  uii  sehr  guriuger 
Exceutricität  auf  cioeu  äusseren  Punkt  ihrer  absoluten  Grosso 
nacb  in  der  gebrauchten  Auuäheraiig  der  Suinmc  zweier  Actioucu 
gleichgesetzt  werden  kann,  von  welchen  die  ejne  die  Actiou  der  „laue- 
ren KngeP'  (8.  314)  mit  einer  gewissen  Dichte  ,  und  die  andere 
die  Action  einer  anf  ihr  anfliegenden  Eugcasdhale  mit  der  Dichte 
«nd  der  Dicko 

ist  Nehmen  wir  etwa  4ton  Pnnkt  anf  der  Obefflftdw  Hegend  ao. 

pic  Action  der  Kugel  auf  m  war  <ö) 

-  -  «•C08»9)  (6') 

uud  die  Actiou  der  Kugelschalc  ist 

i?'«  2?r9'&/ß*co8V  (13) 

Durch  Yerglelchung  der  Summe  ans  (5')  un4  <iä)  mit  (i)  «rgieht 

sich: 

pi  =  <l+|«2)^   und  «'«iß 

wenn  man  berücksichtigt,  dass  in  B'  die  Dichte  9'  wieder  mit 
mnltiplicirt  erscheint 

Wir  können  demnach  sagen:  Die  Action  eines  homogenen  sehr 
wenig  abgeplatteten  Sotationsellipsoides  mit  der  Dichte  ^  auf  einen 
Pnnkt  seiner  Oberflfiehe  ist  der  absolntei  Grösse  nach  gleich  der 
Summe  der  Action  einer  Kngd,  deren  Halbmesser  gleich  der  kleinen 

Halbachse  des  Ellipsoides  ist,  mit  der  Dichte  (l+|e*)p  und  der 
Action  einer  auf  dieser  Kugel  anfliegenden  Kngelscbale,  deven  äusse- 
rer Halbmesser  der  Abstand  des  angezogenen  Punktes  Vom  Mit44}l- 
punkte  ist,  mit  der  Dichte  wenn  e  die  nnmerische  Excentrieititt 
des  Ellipsoides  bedeutet. 

n.  Whr  wenden  uns  nun  zu  einer  anderen,  viel  einfache- 
ren Methode  die  Action  eines  homogenen  abgeplatte- 
ten Rotationsellipsoidos  von  sehr  geringer  Excentri- 
cität  auf  einen  äusseren  Pnnkt  zn  berechneu,  wobeiwir 
die  früheren  Approximationsgrenzen  beibehalten. 

Hierbei  werden  wir  dir e et  sn  der  Formel  (11)  gelangen,  zu 
deren  Entwickdung  wir  früher  den  Madaurin'schen  Satz  benötigten. 

Es  kann  u:inili<'Ii  in  unserer  Annäherung  die  Action  des  Wulstes 
gleichsam  so  berechnet  werden,  ^Yie  die  Action  einer  sehr  dönueu 
Kugelschale  mit  —  sit  venia  verbo  —  von  PiiaJtt  zu  Punkt  vari- 
ireudcr  Dicke. 
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Das  Potential  einer  unentllioli  dünnen  Kugelschalc  mit  der  Dicke 
S  und  der  Dichte  q  ist  der  Figur  1,  wolclu'  die  „innere  Kugel^^  des 
Spbäroides  darstellt,  uud  für  welche  die  Bezcichnungeu 

ÄP^fp  OA 

1>  —  0  OB 

.  ^Vkl.  AFfi  =  <tf  Oh 


gelten,  entsprechend,  bekanntlich 

wobei  die  Integration  Uber  die  ganze  Kugelfläche  auszudehnen  ist 
Far  den  Wulst  Üt  die  Dicke 

d  =  r— * 

wenn 

gesetzt  wird.  Daher  ist  jetzt 

d-ii»e^coB*il 

also  nicht  mehr  unendlich  klein.  Daher  ist  auch  die  lieclmung,  als 
ob  einem  Masscnclemente  mit  der  Dicke  8  nur  ein  r  zukäme  — 
das  ganze  Massenteilchen  also  in  einem  Punkte  vereinigt  wäre  — 
nicht  genau ;  doch  liegt  der  Fehler ,  welchen  wir  durch  eine  solche 
Rechnung  begchn  ausserhalb  unserer  Approximationsgrcnze. 

Die  Dicke  des  Wulstes  und  somit  auch  die  Massen  eines  Ele- 
mentes ist  gegeben  durch  ein  Product,  in  dem  ein  Factor  ist.  Ob 
nun  f.1  durch  r'  oder  durch  (r'-\-ö)  dividirt  wird,  ist  für  unsere  Rech- 
nung gleichgiltig,  da  die  DitVerenz  dieser  beiden  Quotienten  eine  Grösse 
mit  e'^,  also  von  eiucr  schon  zu  vernachlässigeudeu  Ordnung  ist.  Es 
ist  nämlich 


Das  Potential  des  Wulstes  ist  sonach: 


V^ib^e^a  II   —,  C08-il  («) 

wobei  die  Integration  auszudehueu  ist  über  den  ganzen  Wulst,  re- 
spective  Aber  die  ganze  „innere  KigeloberflAche**. 

Aus  dem  sphärischen  Dreiecke  BFfk  folgt: 
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cos(90— -A)  =  sink  =  siiiycoBÖ  —  cosysm6«)s«. 
Es  tot  daher 

C08«A = 1  —  sInV  00B«Ä  — •  cosV  siii^ö  cos^oj  -f  2  sin   cos  (p  sinö  cos  ö  cosw 

Substituirt  man  diesen  Wert  fttr  cos^A  in  Gleicbitng  (a),  so  geht  letz- 
tere über  in: 

^  =  //   j7  [1  — sinVcos^ö— coflV8in6cos2fii+ 

+2  sin  9  cos  9  Bin0co8  0eo8  tt] 
was  wir  der  Kitne  halber  in  folgender  Form  schreiben  wollen: 
V  —  ^6»    {j^ — ain^9>Js — cos  V-^,  -f-  2  sin  ^  cos  . 
Nnn  ist  aber 

woraus  tidi  dnieh  DÜferenlSation 

r'dr' 

ergiebt,  und  co80  ist  als  Function  von  /  gegeben  durch 

COSÄ-  

Fohren  wir  nun  die  Integralion  naeh  r'  und  «  aas,  so  ist  / 
zwischen  den  Grenzen  (»—b)  und  und  «  zwischen  den  Gren- 

zen 0  nnd  3»  zn  nehmen.  Es  Ist  also 


{8-i-b)  in 


mid  —  wenn 
gesetzt  wird  ~ 

Ferner  Ist 

worsns  dwdi  Integration  und  Rednction 
sich  ergiebt. 
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Wird  jetzt 
gesetBt,  ao  Ut 

— «'l|_^i-^^%,l^J8iuV• 
KflGll  vollbrachter  Integration  nach  »  ist 


oder 

TT  n 


Somit  ist 


/'sine  de  Pcos-damdde  r  ./,  JsT 
-? — y  — P — -""bn  2^1 


Setzt  mau  nun 
80  ist 


Die  letzte  Integration  Mt  weg;  denn  man  sieht  mit  Rttdcsieht 

darauf,  dass  ^  cos  oi  «ioi  =  0  ist,  sofort  ein,  dass 

ist   Wir  erhalten  sonach: 

V=ss  —  

oder 

Durch  Differentiation  nach  erhalten  wir  die  Action  des  Wulstes 
auf  einen  äusseren  Punkt  (nach  Aeuderung  des  Vorzeichens): 

^-^[i-|^'  +  »^'cosv]  (14) 
Klui  ist  aber 

wenn  h'  die  kleine  Halbachse  nnd  t  die  nomerisehe  Excentridtftt  des 
mit  dem  in  Bede  stehenden  confocalen  Sphfiroides,  in  dessen  Ober- 
flftche  derPonktm  sidi  befindet,  bedeuten.  Fohren  wir  diesen  Wert 
in  (14)  ein,  so  finden  wir  nnserer  Anniherung  entsprechend! 


Digitized  by  Google 


9^  Bo9pfling§ns  Bur  UeoHb-  ehr  AttraOSM 

welche  Gleichung  vollkommen  mit  der  früher  gefundenen  (11)  über- 
einstimmt. Für  den  Fall,  dass  m  auf  der  Oberfläche  des  Spliäroidos 
liegt,  ist  h'  =  i,  und  (15)  geht  dann  in  (6)  über. 

Es  könnte  für  den  ersten  Anblick  auffallen,  dass  in  Gl.  {p) 
»  =^ -y^ a~ die  einzige  Veriindorliche  ist,  und  dass  wir  durch 
Diflforeutiutiou  nach  dieser  den  bereits  in  (11)  gefundenen  Wert  für 
die  Actiüü  erlialten,  während  wir  doch  wissen,  dass  die  factische 
Anziehung  nicht  gegen  den  Mittelpunkt  gerichtet  ist.  Das  Befremd- 
liche verliert  sich  aber  sofort,  wenn  wir  uns  erinnern,  dass  die  resul- 
tirende  Action  der  Grösse  nach  mit  ihrer  Compoueute  in  der 
Bichtnng  des  BAdiasveoton  bei  unserer  Approxnnftfcioii  identisdi  ist 
Was  wir  Mer  gefonden,  ist  aber,  da  das  Potential  nnr  nach  j  diffe- 
rentürt  werden  kann,  nichts  anderes  als  die  in  die  Bichtong  des 
Badinsvectors  feilende  Gomponente  —  selbstverständlich  ist  lach  disae 
nnr  in  unserer  Aunäharnng  gefunden.  Es  ergiebt  sich  also  auch 
daraus,  dass  bei  der  gewählten  Annäherung  die  resultirende  Action 
mit  ihrer  in  die  Richtung  de«  ßadiusvectors  fallenden  Componento 
der  absoluten  Grösse  nach  identisch  ist  Ihre  Bichtung  ist 
natürlich  eine  andere. 

Differentiiren  wir  das  Potential  nach  «  oder  j?,  so  erhalten  wir 
aU  zur  X'  und  y- Achse  parallele  Componenteu  in  unserer  Annäherung 

^     2ffg&V  [2  ..Ä^      „  1 

A  -  -  jTF-  «       -  ^     +  5^  l7^^  *^°«'«^J 

und  finden  B2^  =  A--}-B^.    Diese  Componenten  und  jedoch  nicht 

mit  den  Componenten  der  factischen  Action  zu  verwechseln,  wenn 
auch  die  Summe  ihrer  (^uadrat^-  das  Quadrat  der  factischen  Action 
giebt-,  denn  die  Componenten  sind  nicht  bloss  von  der  Grösse  sondern 
auch  von  der  Richtung  der  Resultante  abiUbigig.  Mit  dem  Überein- 
stimmend finden  wir  auch 

2[=stang9>. 

Addirt  man  zu  der  Action  des  Wulstes  (16)  die  Action  der  „in- 
neren Engel"  (10),  so  erhält  man  die  Action  des  Splneroids  auf  den 
Punkt  m,  wie  wir  dieselbe  früher  (9)  gefunden  haben. 

Es  ist  noch  intereisant  die  Actieu  dieses  Wulstes  auf  einen  Ober- 
flächenpunkt m  mit  der  Action  der  mit  jenem  coneentrischen  und 
gleich  dichten  Kugelschale  mit  dem  inneren  Radius  h  und  dem  äusse- 
ren Radius  »  (oder  >>)  r  zu  vergleichen.  Man  sieht  nämlich  leicht, 

dass  für  einen  bestimmten  Wert  von  (p  diese  Actionen  der  Grösse 
nach  einander  gleich  sein  müssen.  Es  musa  für  diesen  Wert  von  g> 
—  gemäss  (6)  und  (13)  —  die  Gleichung 
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bestehen,  und  dieser  entspriclit 

008*9?  =  I  oder 
Wkl.  (p  «  35«  15'  51.8". 

Das  Sphacroid  zieht  sonach  einen  Punkt  w  auf  seiner  Oberfläche, 
für  welchen  Wkl.  rp  diesen  Wert  hat,  ebenso  stark  an,  wie  eine  Kugel 
mit  dem  Radiusvector  dieses  Punktes  als  Halbiuesscr  und  derselben 
Dichte  diesen  Punkt  auf  ilircr  Oberfläche  auzielicu  würde. 

III.  Wir  gehen  nnn  zu  dem  „gestreckten  Rotationa- 
£Uip8oido  mit  sehr  kleiner  Excentricität"  Uber: 

Auf  dieselbe  Weise  können  wir  jetzt  zu  den  Gleichungen  für  die 
Aetion  eines  gestreekton  elliptischen  Botationasphaeroides  nhd  des 
zugehörigen  Wolstes  gelangen.  Indem  wir  hier  im  Allgemdnen  die 
frflheren  Bezeichnnngen  beibehalten,  eigiebt  sich  wie  vorhin 


wobei  wieder  die  Integration  über  den  ganzen  Wulst  respective  Aber 
die  ganze  „innere  Engeloberflächc"  auszudehnen  ist 

Ans  dem  sphaerischen  Dreieck  BA*  folgt  nach  Fig.  2: 

oosl     cos ^  cos d-j- sin ^ sind  cos  o>. 

Snbstitnhren  wir  diesen  Wert  für  eosl  in  die  obige  Gleichung,  so 
erhalten  wir: 

V  —    Vji ^J^GfUo  ^^^^^ ^^^^^ _^ ^.^2^ ^.^2^ ^^^2^ _^ 

2  sin  V  cos  ^  sin  6  cos  6  cos  «] 

wo  nach  S  Ton  0  bis  n  und  nach  «  von  0  bis  2«  zu  integriren  ist. 
Die  Integration  dos  letzten  Gliedes  giebt  nach  Substitution  der  Grenz- 
werte 0;  die  übrigen  Integrale  kennen  wir  bereits  aus  den  frflheren. 
So  erhalten  wir  gleich 


oder 

2nQbh 


Der  DifferentialquQtient  von  V  nach  «  (mit  geändertem  Ziehen)  giebt 
die  Kraft  Rfi 

9MlUm.  21 
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Durch  Snbstitiition  von  h"^{\'\-t^(yQ&^)  für  geht  diese  Gleichaug 
bei  weiterer  Yornachlässiguug  der  Glieder  mit     über  iu: 

Liegt  der  Punkt  7n  auf  der  OberHächo  des  Spbaeroidcfl,  so  wird  i'=Ä, 
und  Gleichung  (17)  geht  über  ia 

Es  besteht  auch  hier  bezüglich  der  absoluten  Grösse  eiuc  solche  Iden- 
tität der  Actionen  des  Wulstes  und  der  (S.  321)  gekenn/eichneten 
Kugelschale  auf  den  überflächcnpuukt  /a  und  zwar  iür  den  Fall,  dass 

also 

Wkl.  t/;  =  54»  44' 8.2" 

ist.  Dieser  Wert  von  np  mehr  dem  outsprccbcuden  Werte  von  <p  be- 
trägt 90^.  Der  Winkel  qp  wiirde  von  einer  Acquatorachse,  der  Win- 
kel tp  aber  von  der  Kotationsachse  aus  gezählt.  Würden  beide  Winkel 
von  der  jeweiligen  Rotations-  oder  einer  Ac([uatürachsc  aus  gemessen 
werden,  so  ^\•ürde  man  sie  einander  gleich  linden.  Auch  hier  hat  also 
das  Potential  bloss  die  eine  Veränderliche  enthalten  —  auch  hier  ist 
also  die  Gompoueutc  längs  des  lladiusvectors  der  absoluten  Grösse 
nach  in  nuserer  AnnAheruug  mit  der  rcsultironden  Action  identiBcli. 
Hätten  wir  hier  eine  ähnliche  Untersuchung  wie  Eingangs  Ibr  das 
abgeplattete  Sphaeroid  durchgeführt,  so  hätten  wir  gefunden,  dass  die 
Richtung  der  Action  eines  homogenen  gostrodcton  Botations-ElUpsoides 
auf  einen  äusseren  Punlct  nicht  zwischen  den  Radiusvector  und  die 
Normale  ilillt,  jedoch  erstorer  mit  ihr  einen  Idoineren  Winliel  bildet 
als  mit  der  Normale. 

Die  GrOsso  der  Ansdohnug  des  Spbaoroides  sdbst  finden  wir 
durch  Addition  der  Oleichuugcu  (10)  und  (17)  und  erhalten: 

Ä  =  ^»1?  i«*— A^«'— T^^ö'cos««!!]  (19) 

Liegt  m  auf  der  Olierfläcfae  des  anziehenden  Sphaeroides,  so  ist 
b  und 

R  ^  |»rj^l+i6«-t^«cos«rt  (20) 

rV.  Zum  Schlüsse  wollen  wir  diese  Methode  mit  den- 
selben Approximationsgrcuzen  noch  zur  Berechnung  der 
Action  einiger  anderen  homogenen  Schalen  auf  einen 
äusseren  Punkt  auwondcu: 
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a)  Wird  Aus  einer  Kagel  mit  dem  Badins  a  ein  abge- 
plattetes Rotationsellipsoid  mit  sehr  geringer  Excentaidtät 

-j  welches  denselben  Mittelpunkt  wie  die  Kugel  besitzt  — 

herattsgesehnitten,  äo  erhält  man  dnen  Körper,  dessen  Aetion 
sieh  leicht  folgendermassen  nftherongsweise  berechnen  Iftsst  Ist  r  der 
Leitstrahl  des  Ellipeoides,  so  ist  die  variable  Dicke  UDsorcr  Schale 
d  »  a  —  r  oder,  wenn  wir  die  anderen  Bezeichnungen  wie  in  Fig.  1. 
beibehalten, 

d  =  a— a(l  — ie^)(i-|-ic-C08-A)  =  ^ae'sm% 

wofbr  wir  in  unserer  Aunähemng  d  =»  l^e'sin'A  schreiben  können. 
Das  Potential  dieser  Schale  ist  somit 

oder 

F  =  ^bh-Q  j  I  [sm^  coB^Ö + cos*(p  sin*»  cos"«» 

—  2  sin  g)  cos  cp  siu  6  cos  ti  cos  w]. 

Die  frühere  Rechnung  berttcksichtigeud,  können  wir  also  gleich  auf- 
schreiben: 

oder 

^  =  ^1       +  Ä  ^)  sin  V  +     -  ^      co8->  J 
Darauü  ergiebt  sich  uumittelbar; 

y  — - —      _|.  ^    _  ^  _  cos  V  J 

Der  Diiferentlalquotient  Ton  V  nach  •  (mit  geändertem  Vorzeichen) 
giebt  die  Kraft 

5-?!^Li+,^-i^cV]  (21) 

wofür  aus  früher  dargetaucu  Grüadeu  wir  auch  schieiben  können: 

Liegt  der  Punkt  m  auf  der  Kugelobcrflüchc,  so  ist  h' =  und 
Gleichung  (22)  geht  ttber  in: 

B  =  2»ffÄ/««[fi— f  C08»9]  (23) 

Diese  sowie  die  spftterea  Actionen  sind  eigentlich  wieder  nur  die 
Gomponenten  in  der  Richtung  des  Radiusvectors. 
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b)  Wir  wollen  jetzt  eine  Schale  betrachten,  die  sich  von  der 
vorigen  nur  dadurch  untei-scheidet,  dnss  das  ihre  innere  Begrenzungs- 
fläche bildende  Sphaeroid  ein  ^gestrecktes  Ellipsoid  ist. 
Indem  Avir  die  Bezeichnungen  der  Figur  2.  im  Aligemeinen  behalten . 
—  nur  ist  jetzt  der  Kadius  der  Kugel  =  a  —  ist  das  Potential  der 
Schale 

oder     wie  man  leicht  findet: 

Für  die  Kraft  orbalton  wir: 

S  -  i^;-  «*^  cos»*]  (24) 

nnd  für  einen  Kneeloberffftcbenpankt: 

R  «=  2ff^i/6-[i^  — icos*^]  (26) 

c)  £ndli&  betrachten  wir  noch  die  Actton  ^nee  Wulstes,  welcher 
dadnrdi  entstanden  gedacht  werden  kann,  dass  ans  dem  abgeplatteten 
das  gestreckte  Botationssphaeroid,  welches  mit  dem  ersten  oentrsl  ist 

und  dieselben  Acliseu  2»  >>  26  wie  jenes  hat,  herausgeschnitten  Avird. 
Bei  der  Berechnung  der  Action  dieses  Wulstes  benutzen  wir  beide 

Figuren  und  ändern  die  Bezeichnungen  nur  insofern,  dass  wir  die 
Radienvcctorcu  der  SphacroidalHäclien  nach  den  zugehörigen  Anoma- 
lien dos  Piiuktes  vt,  mit  und  r,,;,),  und  die  Auomalica  der  Punkte 
fi  bezüglich  mit       und  bczciuhueu. 

Die  Biidce  d  des  Wulstes  ist  demnach: 
Es  ist  aber 

r(,)  =  ft(lH-|«''co8*A(^)) 
und  * 

r(^)  =  Jc'C08*A(.j>)) 

Daraus  folgt: 

^    l60'(cos*A(y)<— Gos*il(t^)) 

Das  Potential  des  Wulstes  ist  somit: 

Nacb  den  vorbeigehenden  Rechnungen  ergiebt  sich  leicht: 


I 


eimg*r  Rtlaiunukttrptrf  825 
Für  die  Actioa  erbält  maa: 

R  I^jT-      -  i  ftT^+iÄ^f  (cos^y  -  C08-^)  J  (26) 

und  für  ciutiu  I'uukt  auf  der  Oberfläche  des  abgeplatteten  Sphae- 
roides: 

R  =  2«^*/«»[T^-f  f  (C08^ — co««^)]  (27) 

I)unli  AiieluauUcrreibmig  d(3r  drtn  Schalen  III.,  JV.  c,  IV.  a, 
kann  mau  eine  Kugclsclialc  mit  «  als  äusseren  und  b  als  inneren 
Radius  bildcu;  die  Öuinmc  der  Actiuueu  dieser  drei  Schalen  inuss 
demuach  der  Actiou  dieser  Kugelschale  gleich  sein.  Bio  Addition 
der  Oleidtongen  (17),  (22),  (26)  oder  dar  Ol^dmiigen  (18),  (23),  (27) 
liefert  in  der  Tat.  die  AusdrUeke  für  die  Action  dieser  Kagdsdude. 
Bs  ist  klar,  dass  diese  Formeln  erst  dann  eine  grossere  Bedentnng 
erlangen,  wenn  die  Sehalen  auf  KOrpcm  mit  grosserer  Masse  anf- 
liegen, da  sonst  die  Vernachlässigung  verhiltnissmftssig  bedeutend  ist. 
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XV. 

Miäcellen. 


1. 

Elementave  AblAitung  des  Xewtou*schen  GnuitetlOMfMWties 
ans  den  3  Keider'seheu  Oesetzen. 

In  den  elementaren  Lehrbüdieni  wird  gewöhnlich  nor  gezeigt, 
1)  dasB  der  Flächensats  ans  der  Annahme  einer  Gentialkralt  dedncirt 
werden  kann  und  3)  dass  im  spedeUen  Falle  kreisförmiger  Bewegung 
diese  Kraft  umgekehrt  proportional  der  Entfernung  gesetzt  .werden 
mnss,  wenn  das  3.  Kepler'sche  Gesetz  gelten  soll.  Sie  folgende  Be- 
trachtung wird  zeigen,  dass  man  anf  streng  indnctivem  Wege,  nnr 
wenige  Eigenschaften  der  Ellipse  voraussetzend,  von  den  3  Kepler- 
schou  zum  Newtou'schon  Gesetze  elementar  übergehen  kann.  Es  er- 
scheint mii'  als  ein  Vorzug  des  vorzutragenden  Gedankenganges,  dass 
er  sich  dem  von  Newton  überlieferten  möglichst  ansclilicsst.  (Der 
Unterschied  liegt  wesentlich  darin,  dass  im  Folgenden  die  Berechnung 
des  Krümniungshiilbinessors  der  Ellipse  umgangen  wird).  Er  eignet 
sich  wohl  auch  zur  Behandlung  in  l'rima,  weil  er  mehrfach  Gelegeu- 
htit  zur  Einübung  von  Sätzen  giebt,  dio  dem  üblichen  physikalischen 
Lehrstoffe  angehören. 

Die  einfache  schwingende  Bewegung  kann  inan  bekanntlich  als 
Projection  einer  gloichlürniigcn  Bewegung  im  Kreise  auf  einen  Uurcli- 
messer  ableiten.    Ihre  Beschleunigung  ergiebt  sich  —  als  Projection 

der  Kreisbeachleonigttng  —  gleich  dem  (  ^  j  -fachen  der  Elongation, 

wenn  T  die  Schwiugungsdauer  bezeichuet.  Setzt  man  nun  2  aufein- 
ander senkrechte  Schwingungen  von  der  gemeinsamen  Daner  jT,  den 

Amplituden  a  und  b  und  der  Phasendifferenz  ö  zusammen,  so  resol- 
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tirt  eine  elliptische  Bewegung  und  inau  crkcuiit  durch  ZusainmeuseUcn 
der  Bcsehleuuiguugeu  beider  Schwiugungeu,  dass  diese  elliptische  Be- 
wegung uutcr  dem  Einfluss  einer  nach  dem  Mittelpunkte  gerichteten 

Y  j  R  ist,  wo  ü  den  Abstand  eines 

ElHpsenpunktes  vom  Mittelpunkte  bezeiclinet  Dieser  bekannte  SatsE, 
dessen  Beweis  bier  nur  angedeutet  werden  sollte,  kann  übrigens  durch 
ein  sphArisches  Pendel  von  kleinem  AnsschUig  experfmenteU  bestätigt 
werden. 

Unser  Problem  liegt  nun  folgendermassen  vor;  Ein  Punkt  bewegt 
sich  in  einer  Ellipse,  wenn  auf  ihn  die  Beschleunigung 

p= 

nach  dem  Mittoli»uuktc  O  wirkt,  und  hat  dabei  die  L'ndaufszeit  T. 
Wie  nuiss  eine  nacii  einem  Brennpunkte  /'gerichtete  Beschleuni- 
gung p  beschaffen  sein .  damit  sich  unter  ihrem  Einflüsse  ein  Punkt 
in  derselben  KUipse  mit  derselben  ürnlaufszoit  bewegt  ?  —  Der  Win- 
kel, den  OM  »  E  mit  der  Normalen  der  Ellipse  im  Punkte  M  biklet, 
sei  A,  der  Winkel,  den  FM^t  mit  derselben  bildot,  sei  a.  Die 
Oeeehwindigkeiten,  die  in  Jf  der  bewegliche  Punkt  besitzt,  wenn  er 
uaeh  O  bez.  F  hin  beschleunigt  wird,  seien  V  bez.  0.  Ist  Midlich  9 
der  Krttmmungshalbmessor  der  Ellipse  im  Punkte  itf,  so  muss,  damit 
dio  jedesmal  erfordeiliche  Normalbeschlennigung  vorlumden  ist,  gelten 

„      ^      K*  »*  «Cosa 

PoosA--^,    pcos«-.-,    p^,l==17i  (1) 

Aus  dem  Flächensatze,  der  in  der  üblichen  Newton'scUeu  Art 
bewiesen  werde,  folgt  aber,  wenn  man  die  in  der  Zeiteinheit  beschrie- 
beueu  Eliipseiisectoreu  als  Dn  iecko  berechnet,  und  die  Halbachsott 
der  Ellipse  mit  a  und  b  l>ezeichuet, 

iKÄcosA  -  froofa  -  =  y  (2) 

Die  EUminalion  von  ^  und  die  Einsetzung  des  Wertes  von  P  liefern 

/2«yÄ^coA4 
^"  \27  f^cos^ 

Da  nun  der  Abstand  des  Punktes  O  von  der  TzAgente  in  das 
Mittel  aus  den  Abstftnden  der  beiden  Brannpunkte  von  derselben 
Tangente  ist,  beide  Brennstrahlcn  den  Winkel  u  mit  der  Normalen 
in  M  bilden,  und  die  Summe  der  Brennstrahlen  Sici  ist,  so  folgt  leicht 

iZCOS^^aCOSa  (3) 
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was  sofort  zum  Resultat  fttbrt 

Diese  FormeL  entspricht  den  bdden  ersten  Eepler'schen  Geselxen. 

Aas  dem  dritten  iolgt,  dass  für  das  Souuensystem  4»^yj  eine  Cou* 

staute,  die  Centralbeschleuuigung  nach  der  Sonne  also  lediglich 
von  der  EutfcriiuDg  abhäugig  ist.  Das  erst  berechtigt  dazn,  ihre 
Ursache  in  einer  von  der  Sonne  ausgehenden  Kraft  zn  suchen. 

Dresden.  0.  Helm. 


2. 

Zur  Telling  des  Winkels. 

Im  5G.  Bande  diesj^r  Zeitschrift  S.  335  und  336  behandelt  Herr 
T.  Wasserscbleben  folgende  Aufgabe: 

„Den  geometrischen  Ort  für  die  Scheitel  C  aller  deijeuigen 

Dreiecke  zu  finden,  welche  die  Basis  BA  =  c  gemeinsam 
haben  und  so  beschafien  sind,  dass  der  eine  an  der  Basis 
liegende  Dreieckswinkel  CBA  der  ?<te  Teil  des  Nebenwinkels 
des  andern  au  der  Basis  liegeudeu  Dreieckswinkels  CAB 
wird." 

Die  Qleichuug  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  wird  jedoch 
von  Herrn  v.  Wasserschieben  nur  für  die  beiden  bcsondem  Fälle 
n  =  3  und  ?t  =  5  entwickelt,  und  zwar  gelangt  er  für  n  =  5,  indem 
er  B  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  JiA  zur  positiven 
Richtung  der  a:-Axe  wählt,  zu  dem  Resultate: 

(16«»- c«)y»--(16ai«+32CT 18<»«)ay — 16(«»— 4«+2c^^ 
-f-(16«*+lö«M— 32«*)aJ*  =  0. 

Von  der  Unrichtigkeit  desselben  kann  man  sich  leicht  durdi 
folgende  allgemeine  Betrachtung  überzeugen: 

Für  irgend  einen  Punkt  C  der  Gnrve  besteht  gemttos  ihrer  Defi- 
nition die  Proportion 

1 

CBiCÄ  —  shitt:8in~cK, 

wo  der  Nebenwinkel  von  CAB  durch  «  bezeichnet  ist.  Nimmt  man 
nun  et  so  klein  an,  dass  die  Sinus  ihren  Bfigeu  proportional  gesetzt 
werden  können,  so  geht  C  in  einen  Schnittpunkt  der  Gurve  mit  der 


■t  - 
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x-A\c  über,  und  wcun  noch  die  Eiitferuung  desselben  vom  AufaugS' 
punkte  der  Coordinatcn  durch  p  bezeichnet  wird,  ao  ist 

P51>— «Gli- 
eder 

n 

Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  der  allgeiaciueu  (w-teilcudcn)  Curve, 
wenn  ihre  linke  Seite  nach  Poteiizcu  von  y  geordnet  wirij,  ein  von 
jf  miabliängiges  Glied  mit  dem  Factor  (»— 1)« — nc  enthalten  mnss, 
und  dass  demnach  die  Endi^diung  des  Herrn  t.  Wasserschlebeu, 
deren  letztes  Glied  dorch  4» — 60  teilbar  sein  mOsste,  nicht  richtig  ist. 

Da  auch  Herr  Erasniann  in  der  Zeitschrift  für  raatlicniatischcu 
und  naturwissenschaftlichen  Unterricht  ("Jahrgang  VII,  pag.  107)  nur 
die  besonderu  Fälle  n  =  2,  3,  4  und  T)  behandelt  hat,  überdies  für 
n  =  5  gleichfalls  zu  einem  falschen  Resultate  gelaugt  ist,  su  durfte 
die  Mitteilung  einer  Lösung  der  oben  angestellten  allgemeinen 
Aufgabe  gerechtfertigt  sein. 

Wie  ersichtlich,  handelt  es  sioli  (nc  =  n  gesetzt)  um  die  Eti- 
miuation  der  Grössen  a  und  <t  aus  den  drei  Gleichungen 

1  .1 
0s»aCOS-a,  yasasin-tt, 

.   n  —  1 

asm  tt — csma  =  U. - 

n 

Die  Anwendung  der  bekannten  Formel 

sinm^  »=  (i»)iC0S'"-VBin9— (in))C0fl^^sinV+<** 
anf  sin(«i— 1)^  ond  sin a  —  sinn.-  venrandelt  die  dritte  dieser  Giei- 

chuugen,  wenn  noch  der  Kürze  halber  cos^o  =  |,  8iu^a=»ij  gesetzt 
wird,  in  folgende: 

«[(«-  Dl      -  («~  1),         (*  - 1)5  {-V- . .  0 

^un  aber  ergiebt  sich  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen 
und 

man  erhält  daher 


a 
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und  wenn  naeh  steigenden  Potenzen  von  ^  geordnet  ivird, 

1).  _  („  (n)3c] 

+  

welcher  Gleichung  noch  diu-ch  Beuutznng  der  Identität 
— X'-f  1~      (»*  — —  («»  — 

die  elegantere  Form 

+  

gegeben  werden  kann. 

Far  die  von  den  Herren  v.  Wassemblcben  und  Emsmann  be- 
handelten Ffitte  n  =  2,  3,  4,  5  erhält  man  hieraus  die  Special- 
gleichungon 

a»(2»— 3tf)4-jf«(2a!+c)  — 0  •     "     ^    < -  e 

i»*(4flj— 5<?)H-10cyV~-y*(4«H-c)  =  0/ 

Die  Cnrve,  welche  durch  die  GleichuDg  (A)  i*opräseutirt  wird,  ' 
hat  die  charakteristische  Kigenschatt,  dass  für  jeden  Puukt  P  der- 
selben die  Yerbiiiduugsliiiicn  PB  und  PA  mit  der  .r-Axe  Winkel 
ciuschliessen,  von  denen  der  erste  gleich  dem  ntcn  Teile  des  zweiten 
ist;  sie  kann  daher  kurz  als  das  verallgemeinerte  oder  n- 
teilendc  Folium  Cartcsii  bezeichnet  werden. 
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Von  den  wicbtigcrcu  acccsäorischeu  Eigenschaften  derselben  hebe 
ich  noch  folgende  hervor: 

1)  Die  Curvo  ist  von  der  «ton  Ordnung  und  besteht  aus  einem 
geschlossenen  Teile ,  der  sogenannten  Schleife,  weiche  die  x-Axq  in 

n 

den  Pnnkten  »  «  0  und  «  —  schneidet,  and  2n — 4  vom  An- 

n  —  1 

fangspuuktc  der  Coordinaten  ausguheudcu  und  ins  Uueudlichc  ver- 
laufenden Zweigen. 

2)  Jede  durch  den  Punkt  A  gezogene  gerade  Linie  —  mit  Ans- 

n 

nähme  der  a^-Axc  nnd  der  nm  ein  ganzes  Yielfoches  von  gegen 

dieselbe  geneigten  Geraden  —  wird  \oii  der  Curve  in  n  (reellen) 
Punkten  geschnitten,  und  die  Verbiudiuigslinien  dieser  «  Punkte  mit 
dem  Coordinateuanfaug  bilden  ein  reguläres  Strahleusystem ,  dessen 

einzelne  Strahlen  gegen  einander  am  den  Winkel  ^  geneigt  sind. 
Der  der  positiven  Seite  der  w-Axc  nächste  Strahl  bildet  mit  ihr  den 

Winkel  -a, 
n 

3)  Die  im  Punkte  .8  an  die  einzohicn  Zweige  der  Gnrve  gezo- 
genen Tangenten  schliessen  mit  der  «-Axe  Winkel  ein,  welche  gleich 

7t 

den  ganzen  Vielfachen  von  -  sind,  so  dass  also  für  ein  gerades  » 

auch  die  y-Axe  zu  den  Tangenten  gehört.  Zugleich  sind  diese  Tan- 
genten nach  die  Asymptoten  ftlr  die  Zweige  der  (rt-j-l)-t<'il<^"'>den 
Curve-,  nur  in  dem  Falle,  dass  die  ^-Axc  selbst  Taugente  ist,  also 
im  Falle  eiucs  ungeraden  h-\-1,  ist  statt  derselben  die  ihr  parallele 
durch  die  Gleichung  nx-^c  =  0  dchuirtc  Gerade  als  Asymptote  zu 
wäblou. 

Bromberg,  Dcccmher  lö78.  A.  ßadicka 


3. 

Fmgen  aus  der  matheiaatis^en  Ctoegrayliie  sor  Uehuag« 

Sei  a  der  Kadius  des  Aequators,  ö  die  halbe  Aze  der  Erde,  in 
Meter 

loga  =  6,804  6484 
legft  =  6,803 1905 

die  Gleichung  des  Meridians 
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oder,  m  der  Breite  ß  dargestellt, 

a;  =  --cosp;    jf  =  -siaß 

1.  Frage.  Wie  gross  ist  der  Abstand  zwckr  Orte  ton  gleiclu-r 
Breite  ß,  dereu  Mittage  uiu  1  Miuute  differircn,  läugs  dorn  ParaUel- 
kreisc? 

Aütwort.  m—m^r 

für  Bcriin  (ß  -  Ö2.5«)  -  16  975,46  Meter 

2.  Frage.  V/ic  weit  muss  imiii  vou  d^r  Breite  ß  aus  nach  Nor- 
den gehen,  um  dem  Erdmittelpunkt  um  1  Liuicaciulieit  uälicr  zu 
kommen  (die  Liuieneinlioit  als  unendlich  klein  betrachtet)? 

Antwort.  *        — ^  =  7~i~ — a  ä 

wo  s  den  Meridianbogen,  r  den  Badinevector  bczeiclinot,  nnd 

r,«  =  a*cos2i3+^^8in»i3 

ist  FOr  Beriin 

—     «  30y,1912 

3.  Frage.  Von  welcher  Breite  aus  ist  die  Auuäherung  an  den 
ErdntHtelpnnkt  die  schnellste? 

Antwort  Die  Breite  wird  durdi  die  Gleichung 

bestimmt,  welche  ergieht: 

tgß^y,  /J  -  450 1' 47",6 

4.  Frage.  Wie  weit  muss  man  bei  schnellster  Auuäherung  nach 
Norden  gehen,  um  dem  Mittelpunkt  um  1  Einheit  n&her  zu  kommen? 

Altwort  —^-^^,«298,9130 

5.  Frage.  In  welcher  Breite  ist  ein  unendlich  kleiner  Meridian- 
bogen gldch  einem  ebensoviel  Grad  enthaltenden  Aequatorbogen? 

Antwort.  Die  Breite  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung  cs~adß 
oder     ==  ab^j  welche  ergiebt: 
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6.  Frage.    In  welcher  Breite  ist  ein  nueudiich  kleiner  MeridiftE- 
gleich  dem  Parallelkreisbogcu  von  ebensoviel  Grad? 


Antwort.  Bie  Breite  wird  bestimmt  durch  die  Gleichniig  d»  « 
oder 

(^»— l)co8V-|-cos/J-l 

welche  ergiebt; 

«  6«  84' 38",1 

7.  Frage.  Um  wieviel  ist  der  in  1,  Frage  verlangte  Abstand 
läug8  dem  Parallelkreis  grösser  als  der  kürzeste  längs  der  Oberfläche, 
wenn  die  Mittagsdifferenz  unendlich  klein  genommen  wird? 

Antwort.  Ist  k  die  Längendiffereoz,  0  der  kOrzeste  Abstand, 
so  ist 


2  t/a*—(a*—h*)x* 


ein  Bogen  der  Ellipse,  deren  Ualbaxen  sind 

^yö*^a»— *V  nnd  * 


2c   PBx^/a'^  —  (o^—hV 


ein  reines  Integral  3.  Gattung,  4.  Form  ohne  Coefficienten.  Durch 
letztere  Gleichung  wird  c  bestimmt,  während  a,  A,  x  bekannt,  und, 
wenn     die  Mittagsdifferenz  in,  Minuten  bezeichnet, 

ist  Für  uneiidlich  kleines  K  wird  der  Hauptwert: 
fttr  Berlin 

—  0,008475761  Meter  für  fi  =  1 

K.  Hoppe. 
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Mßudten, 
4. 

Zur  Integration  irrationaler  Ausdrücke. 

In  Folgendem  soll  ein  eiufacher  Weg  angegeben  werden,  die 
beiden  Integrale 

(1)  nnd  (2)  y~ 

2a  bestimmen,  in  welchen 

/  n  7>n  •*  2-^  2  t  ^0^—^)  A  ,._4    n(«— 4)(h~5)  . 

(3)  jp*««-2-|  — 1^^"  *  p'*!a;«-»+ .. . 

und  wobei  »i  eine  ganze  positive  Zahl  bedeute. 

Was  die  irreductible  Gleichung  (3)  anbelangt*),  so  ist  dieselbe 
zuerst  von  Moivre  aufgestellt  und  algebraisch  gelöst  worden.  Sie 
nimmt  durch  die  Substitution 

die  geschlossene  Form 

an,  und  daher  können  wir  die  Integrale  (1)  und  (2)  durch  die  fol- 
genden ersetzen 

(la)  (2»)  r^-kiA. 

Wir  beschftftigen  uns  zunächst  mit  dem  Integral 


rabstitairen  in  dasselbe  f&r  u  die  Es^onentialgrösse  nnd  zerlegen 
es  in  die  Summe  zweier  Integrale 


(Ib) 


/"    /IM   


Um  das  erste  dieser  Integrale,  welcbes  mit  bezdehnet  werden 
soll,  zu  bestimmen,  setze  man 

«  

■    'I'—  '       I  -     II      -  .      I  V 

*)  Ealcr,  Anai/sis  d.  Unendlichen,  p.  16.  Bd.  3. 
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dann  wird 

Non  iBt  aber  /  stets  ansffthrbar  ond  mögo/Cv)  liefern,  dann 
wird 

M   II  

Das  zweite  Integral  in  (Ib)  wird  durch  die  Bemerkung  erhalten,  dass 
es  aus  dem  ersten  hervorgeht,  wenn  —1  an  die  Stelle  von  -f^  6^ 
setzt  wird;  es  hat  also  die  Gestalt 

"  '*  _____ 

daher  ist 
und  weil 

so  ergibt  sich  fbr  das  Integral  (1)  die  Lösung 

/i«.-i{fl.+^[r(fr,)+/(^,)]} 

wobei     und     die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

r*4--r+l  =  0 
P 

sind. 

Das  Integral  (2)  kann  in  analoger  Weise  gelöst  werden.  Wir 
erhalten,  wenn  wieder  u  »     gesetzt  wird,  die  beiden  Integrale 

M   UUU,        f  j,  

Setzt  man  hier 


yjsnp^^sj 

und  bezeichnet  das  erste  Integral  mit        so  wird 
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Das  zweite  Integral  wird 


Bihleu  wir  die  Samme  und  ersetzen  die  ExpoueutialgrOsse  wie  frttber, 
so  eutsteUt 

Nvciclios  die  Lösung  des  Integrals  (2)  ist  Die  Bedeutung  von  /  und  r 
ist  dieselbe  wie  vorhin. 

Brraden,  im  Januar  1879.  Hans  Gebhard. 


5. 

Oeometrische  Sumniation  einer  arithmetisehen  Reihe. 

A  sei  der  Scheitel  eines  rechten  Winkls,  wir  tn^en  auf  dem 
oineE  Schenkel  desselben  Stftcke  ab: 

jiB  ^  BBj  ^  B^ßf  =  •••  ^  1 

ebenso  auf  dem  andern  Sehenkel 

AD  —  DDi  —  i3!i23^  *-i  ...  —  1 

In  den  Punkten       D  errichten  wir  Senkredite,  die  sich  bzhw.  in 
^11  treffen.   Wir  erhalten  dann  die  Quadrate: 

ABCD^  ÄB^C^D^^  AB^C^^  ... 

Nun  ist: 

il&che  BCDB^C^Ü^  «=2X1  +  1 
„    B^CJ^tB^C^D^  -  2  X  2  +  1 
„    £^CU>sA»-8l>W.iQ».iZ^.i  —  2(ii— 1)+1 

—  2ta— 1 

Qnadrat  ABu~i(m~iDn^\  — 

Also 

1+3+5  +  ...+2»— 1  — »« 
Wien,  1.  December  1878.  Emil  Hain.  • 


« 
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XVl. 

Beiträge  zur  .  mathematischen  Geographie. 

Von 

Herrn  Dr.  Klinger, 

Oberlehrer  an  der  Königl.  Gewcrbeschulo  in  Breslau. 


Unter  den  astronomisclien  Methoden  zur  Bestimmung  der  Grestalt 
der  Erdo  gestattet  die  Methode  der  Finsternisse  zur  Ermittelung  des 
Liiiigcnunterschiedcs  zweier  Orte  auf  der  Erdoberfläche  die  grösstc 
Genauigkeit,  da  der  Moment  der  äussern  und  der  iunem  Ränder- 
berührung sicli  sehr  scharf  l'eststclleu  lUsst.  Ganz  besonders  ist  dies 
der  Fall  bei  der  Bedeckung  eines  Fixsternes  durch  die  Mondscheibe 
wegen  der  anmessbaren  Kleinheit  seines  Dorchmessers.  Tritt  der 
Stern  möglichst  central  namentlich  am  dnolden  Mondrande  ein,  so 
gieht  die  Beobäcbtnng  recht  genau  die  Zeit  des  Ortes,  ansserdem  d!6 
parallaktische  ascemdo  recta  und  dedinatio  des  Mondes,  dieselhen 
Grossen  für  den  Stern  sind  geocentrisch  bekannt,  Fixsterne  haben 
bei  ihrer  unendlichen  Entfernung  keine  Parallaxe,  ebenfto  ist  bekannt 
zur  Zeit  das  Fortschreiten  des  Mondes  iü.  ascensio  recta,  also  lässt 
sich  der  Moment  der  Co^junction  in  ascensio  recta  des  Mondmittcl- 
Punktes  und  des  Sternes  aus  dem  gegebenen  Moment  des  Eintrittes 
resp.  Austrittes  des  Sternes  in  die  Mondscheibe  bestimmen.  Wendet 
man  nun  die  Parallaxen  Rechnung  an,  das  heisst,  bezieht  mau  die 
Resultate  auf  einen  Ik'obacliter  im  Mittelpunkt  der  Erde,  so  erhält 
man  für  zwei  vcrschicdnc  Punkte  der  Erdoberfläche  ausgedrückt  in 
ihren  Zeiten  denselben  physischen  Moment,  also  den  Unterschied  der 
Zeiten  beider  Orte,  das  ist,  ihren  Längenunterschied.  Man  ersieht 
Idecans,  die  Bechnung  besteht  zum  grOssten  Teile  aus  der  Parallaxen 
Bechnnng,  deshalb  mag  ein  Eingehen  in  die  Theorie  der  Parallazen- 
Qechnung  hier  seine  Stelle  finden. 

Ttn  &ZIIL  SS 
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Parallaxe  ist  dor  Uutcrf^cbied  der  RichtungeD,  in  denen  ein  Ob- 
ject  von  zwei  verschiedenen  Beobachtunus orten  ansgesehen  wird.  In 
dor  Astronomie  wird  besonders  diejeuigc  betrachtet,  welche  dadurch 
entsteht,  dass  wir  die  Beobachtungen  auf  den  wahren  durch  den 
Mitteli)unkt  der  Krdc  i)arallol  zu  dem  scheinbaren,  dor  Tangential- 
ebene der  Erde  im  IJeobachtungsorte,  gelegten  Horizont  beziehen,  der 
Beobachter  denkt  sich  also  in  den  Mittelpunkt  der  Erde,  das  kann 
er  auch  für  die  P'ixsterue  ohne  Weiteres,  da  bei  deren  Entfernung 
die  Erde  als  uiathcniatiscber  Punk',  angenommen  werden  darf,  aber 
i&r  die  nahem  Gestinic  geht  dies  nicht  an.  Beim  Monde  ist  der 
Winkel  BMC  im  Durchschnitt  gleich  1,  ü/sel  der  Mond,  C  der  Erd- 
mittelpunkt und  in  B  der  Beobachter,  obwohl  die  Entfernung  der 
beiden  Boobachtungsorte  doch  nur  einen  ErdhalUmeaser  beträgt,  wäh- 
rend man  bei  den  meisten  Fixsternen,  selbst  wenn  mau  die  Entfer- 
nung der  beiden  Beobachtungsortc  gleich  dem  grössten  Erdbahndurch- 
messcr  macht,  also  zu  Bcobachtungsortou  das  Pcrihelium  und  das 
Apholinm  wählt,  nicht  im  Stande  ist,  eine  Pamllaxe  zu  linden,  nur 
sehr  wenige  inachen  hiervon  eine  Ausnahme,  die  grösstc  Parallaxe 
unter  diesen  hat  a  contauri  mit  1"  Bugen. 

Zur  Bestimmung  der  Parallaxe  sind  nutwendig  die  Entfernung 

des  Bcobachtungs( U  frs  vum  Mittelpunkt  ih  r  Erde  und  die  Entfernung 
des  Gestirnes.  lu  Fig.  2.  sei  ZB8  die  scheinbare  Zenitdistanz,  also 
ZCS  die  wahre,  ihre  Differenz  p,  demnach  z' »  »-{-p^ 

Hierbei  mnss  mau  aber  zuerst  Rttdcsicht  nehmen  auf  die  sphä- 
roidische  Gestalt  der  Erde,  die  Entfernungen  verschiedener  Punkte 
auf  der  ErdoberüAche  vom  Mittelpunkte  der  Erde  dnd  nieht  e^eich, 

die  Erde  ist  entstanden  zu  denken  durch  llotatiou  einer  Ellipse  um 
ihre  kleine  Axe,  die  ihre  Pole  verbiudot,  die  Meridiaue  sind  also 
nicht  sowohl  Kreise,  als  vielmehr  Ellipsen,  eine  solche  sei  Figur  3. 
ß  sei  der  Beobachtuugsort,  in  ihm  sei  eine  Tangente  gelegt, 
sie  liegt  in  der  Ilorizoutalebeue  des  Ortes  H,  auf  ihr  sei  das  Lot 
BN  errichtet,  dasselbe  geht  durch  den  Zenit  des  Ortes  Zf,  aber 
nicht  streng  durcli  den  Mittelpunkt  der  Erde.  Winkel  BNA  ist  die 
geographische  ßreitc  des  Ortes  B,  wir  bezciclmeu  ihn  mit  qp,  Winkel 
BCA,  C  sei  der  Erdmittelpunkt,  nennt  mau  die  verbesserte  Breite, 
man  bezeichne  sie  mit  9',  offenbar  ist  9>'<C  nur  am  Pol  stimmen 
q>  und  9'  Oborciu.  Man  führe  folgende  oft  gebrauchte  Bezeidinuttgen 
ein,  a  sd  die  halbe  grosse,  b  die  halbe  kleine  Axe,  F  sei  ein  Brenn- 
punkt, also  CF  die  halbe  Entfernung  der  beiden  ^nnpunkte,  diese 
gemessen  nach  der  Einheit  a  sei  e,  also 
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Ferner  ist  ans  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CFP 


f  sei  die  Abplattung  der  Erde,  die  Differenz  der  beiden  halben  Axen 
gemessen  nach  der  Einheit  der  halben  grossen  Axe,  also 

o — b 

dieses  s  ist  bei  der  Erde  sehr  Udn,  etwa  c  ^  .^^y  Nadi  der  Olei- 

cliuijg  der  Ellipse  für  rechtwinklige  Coordinaten,  deren  Aufangspunkt 
der  Mittelpunkt  der  Elli])se,  so  dass 

ist,  wenn  man  den  radins  yectör  BC  mit  9  bezeichnet, 

i2 

dio  Subnormale  iVW  —  -g.a;,  ^  =  gesetzt  als  Ordinate  des  Brenn- 
punktes, giebt 


NM  =» 

a 

Im  Dreieck  BifZir  ist  tg^  «  y :  Snbnormale 

a  y  fit 

Man  lege  durch  C  eine  Parallele  zur  Tangente  in  B  nämlich 
Diy,  so  sind  BS'  und  Djy  copjugirte  Durchmesser,  zieht  man  fer- 
ner dnrch  N  eine  Parallele  zu  nD\  so  ist  Winkel  BNO  ein  Rech- 
ter, denn  BN  ist  Normale  zn  Punkt  B,  also 

ANO  =  90«—  fp  «=  DCM, 

Nach  dem  Satze  nuu,  dass  das  Product  der  tg  derjenigen  Winkel,  unter 
welchen  zwei  coojugirtc  Durchmesser  die  grosse  Hauptachse  schnei- 

—b^ 

den,  eonstant  f^eich  —f  s^  und  da  die  beiden  conjugirten  Durch- 

messer  DJJ'  und  BB'  die  grosse  Hauptachse  AA\  unter  den  Winkeln 
BCA  und  D'CA  schneiden,  erhält  man 

tgjB(Zä.tgZ}'(M  — — ^. 
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** 

tg  Z?'  C4  =  —  tgZ>C7it,    tg  BCA .  tg  DCA  —  ^ 

oder  Dir  beide  Winkel  ihre  Werte  gesetat,  ^ebt 

es  war  vorliiii  gemjgt  worden 
also  ist 

was  die  Figur  aelgt  Die  gegens^Hii^  Bepiehnog  beider  Wiidoel,  resp. 
der  geographischen  Breite  und  der  Terbeesertoi  geograplüsehen  Brdte 
ist  also 


2 


Es  handelt  sich  forner  daruni,  die  Entfernaug  des  Beobaciituuga- 
ortea  B  vom  Mittelpunkte  der  Erde  C  also 

zn  finden.  Da 

!/  =  9  sin  9)',    X  —  pcosqp', 

80  trage  man  diese  Werte  in  dio  Gleichung  der  Ellipse 
tin,  dann  hat  mgi^: ' 

aVsin*v'+*V^V  — 


sin cos*g)' 

I  /_J^_\_JL_ 


^  ^  cos 
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^  "  cosV  \l  +  <«9t«9>  7 

j    g*C08y  

^      COS 9'(co6  7  €08y-|-  Silk 9  sin  9') 

cosy'cwKg)— 9') 
[/  cosy 

Aus  Gleichung  (A)  folgt: 

Zerlegt  man  im  Neuner  gobV     1 — sin^^,  10  wird  dvnelbe 

es  war 

also  wird  der  Nenner 

dorauaoli 

Multiplicirt  man  ferner  Gleichung  (1)  mit  sin^«)»',  so  erhält  man: 

CS  war 
und 

^ctgy'  =  ctgy, 

mithin 


3 


also 


«8 


oder 

im  Henuer  setze  a*cos*9     a* — a'sinVj  dann  wird 

— (a*  —  o')81II"9 


folgt 
ferner 


Dies  eingetragen: 

,  .  ^      ■  a'(l  — c*)*8in*« 

.    ,  o(l— •g')Biny 

9  sino'  =s  -7======» 

man  setze  «sinqp  =  sin^,  was  immor  möglidi,  weil  e  ein  echter  Brach, 
dann  ist 

oder 

fsin^'  —  0(1— e>)8in98ec^, 

es  war 

,  a€08<p 
yl— «'Bin'v 
fBr  6Bm9  Mch  diesmal  sin^  goBelzt,  giebt 

^0039'  =  acosqosecT/^, 

jetzt  mnltiplicire  man  die  Gleichung  für  psinq»'  mit  cosgo  und  die 
Gleichung  fttr  mit  sin  9  nnd  sabtrahire,  so  erh&lt  man 

^siQ(9 — ^p')  «  -2'Bin29sec^, 

mnltipUeirt  man  dagegen  die  Gldehnng  für  9COS9)'  ndt  00S9  und  die 
Glddmng  für  ^sin^'  mit  sin 7  und  addirt,  so  entsteht: 
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Q  C08((p  —  q>')  —    seci^(l  —  e^&in^ip) 
Q  C08(9>  —  (p')  =  a  BOC  ^  COB'^ 

beide  Gleicbangen  dividirt,  giebt 

Drittens  kanu  luau  zur  Bestimmung  des  q>'  aus  <p  noch  die  Methode 
der  periodischen  Keiheu  anwenden«  Nach  Lalaude  gilt  für  den  Aus- 

dmdc  tgV  —  a'^^  Beihe 

„2  — 1,2 

dem  CoefBcienten  ^zp;^  gebe  man  folgende  Form  -^zfl^'  ^'^^ 


Zfthler  ist  e*,  der  Nenner 

^-js  «5«      -  - 

also  wird  die  Beihe 

.  da  e  sehr  klein,  genügt  das  zwdte  Glied  der  Beihe,  also 

q>  —  ip'=-  sin  2(p. 


Zar  Bestimmung  von  q  dorch  ^  addire  man  die  bdden  schon 
entwickdten  Gleichnngen 

-   dS  '  _  g^cos^y  

*»C0B«l|>  =  a2cog2y+i2sj^ 

pfsin^gj' «  -äTrJ-nn^JT^ 2~  ;  dann  kommt: 


_      a*CO^^q>-\~b^  sin^y 
"  a*cos->-i-Ä2sinV 


aus  den  bekannten  Formeln  für  cosSy  entwickle  man  sin^y  und  cos^y, 
CS  ist 

H-CO825P  l-cos2g> 
 2   sup^p       ■   2  ' 
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2      g^H-  ^*  4-  («^  —     COB  2y 

dies  lässt  sich  leicht  umwandoln  in 

^{(a2  +  &^)24-(a2_^2)2|.{,  («2 ^  J2)  («2  -&2)coaay 


(a2  ^    j2  -|,  (a2  _      ^  2(a^  +  Z/-^)  (a« — ftg)  C082y 
(  l  +  2^^C0B29+(^,j 


Der  Ausdruck  logVl+2aco8»+a!*  lässt  sich  als  das  jgJl^iQ  - 
fische  folgender  Beihe  darsteUen:  acos» — |a?oo82a;-|-^>GOB8«..., 

man  bezeichne  ]gjJ[^^Q  h.  modulus  des  Brigge'scheu  Loga- 

rithmen-Systems, so  erhält  man: 

logf  =  log  (^^)  +     {  C0S29  -  i  (^^ycos4y 

+  *  (^I)'<i0869. . .  -  (^)  cos 2y.+  i  (;; ~  ^)"cos4y 

^9  -  log  (^)  -i- ^  {(^  -  l5)«>B2v 


man  eliminire  a  und  b  dordl 

o* — ^2        f2  f,  —  i 


ö^+Ää^a  — a-i-Ä     2  —  «' 


danu  kommt: 
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lo««  =  log  (« 1^^^)  +  M I  (2^2  -  2rr^)  CO»«» 
- 1  [(2^)  -  (2i:rJ]'=<'s4?+  i[(2£-,2)  -  (ä^.)']-^»»««'-} 

Wegen  der  Kleinheit  des  0  und  des  e  braucht  man  auch  in  diesem 
Falle  nur  das  erste  Glied  der  Beihe. 

Für  Breslau  ist  <p  =  51'^  6'  oO",  sowohl  nach  der  cxactcn  Formel 
als  nach  der  Keihcu-1  orincl  ergiebt  sich  für  q> — 9'  11'  15",44,  so 
dass  die  verbesserte  geographische  Breite  für  Breslau  sein  wird 
50^56'41^  ebenso  ist  der  log^,  wenn  man  a  als  Einheit  setzt, 
9,9991m 

Azimutal-  und  llöheu-Parallelaxe.  Für  Gestirne  cutferntcr  als 
der  Mond  kaun  die  Erde  als  eine  Kugel  angesebeu  werden,  die  Nor- 
male des  Iseobachtungsortcs  B  geht  also  dui'ch  den  Mittelpunkt  der 
ürde  C,  es  giebt  kein  verbessertes  Zenit  Z,  B  und  C  liegen  in 
einer  Graden,  durch  welche  und  durch  das  Gestirn  sich  nur  eine 
Ebene  legen  lässt,  es  findet  keine  seitlicfae  Verschiebung  statt,  bdm 
Hönde  Bind  ZB  und  ZBC  (Fig.  2.)  zwei  gerade  Linien,  durch  welche 
und  durch  S  zwei  Ebenen  gelegt  werden,  die  einen  Winkel  bildem 
die  Azimntsl-Parallelaze. 

Die  Erde  als  Kugel  vorausgesetzt,  liegen  C,  B  nud  ,S  iu  ciuer 
vorticalen  Ebeno  und  die  licstinumiug  der  Hohcn-Parallelaxe  lauft 
auf  die  elementare  Aufgabe  hinaus,  den  Winkel 

BSC  =-  Ä 

zu  bestimmen.   Man  hat: 

siu(s' — »);sitts'  =  Qi/i 

EntfemoDg  des  Gestirnes, 

.        .  sin/.p 
sinC^— «)  Ä  ^ 

da  Winkel  z'—z  sehr  klein,  so  setze  man  statt  des  l^us  den  Bogen 
und  man  erh&lt 

«  —  »  =  ^sm«', 

also  ist  die  Höhen-Parallelaxc  proportional  der  Zenitdistanz,  was  in 
gleicher  Weise  beim  Monde  wie  bei  entfernten  Gestirnen  gilt 

B  sei  der  Beobachtuugsort,  C  der  Mittelpunkt  der  Erde,  im 
Horizonte  des  Ortes     sei  die  Sonne  8  (Fig.  4.),  dann  ist 

BC 

sin»  — 75«» 
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weil  BC  gegen  CV>  sehr  klein,  so  kleiu,  dass  mau  statt  des  Sinus 
deu  Bogen  setzen  kann,  so  ist  in  Einheiten  von  CS  ausgedrückt  die- 
ser Bogen  der  Erdhalbniesser  wählt  mau  />  anf  dem  Aequator,  so 
nennt  man  diese  Cunstanto  ti  die  Actiuaturiul-iiürizoutal-Parallaxe 
der  Sonne. 


£s  war 


«  9  '  , 


Q  a  .  , 
a  a  ' 

■B  ^sinnsin^i',  ^  gemoBseii  oach  der  £inhoit  a 

indem  man  zugleich  für  sinn;  n  setzt,  und  p  in  Einheiten  des  Erd- 
halbmessers und  d  in  Emheiteu  des  Erdbahuhalbmesscrs  aosdrückt 

Diese  Formel  gilt  für  die  Sonne  und  alle  Planeten,  nur  nicht  fttr 
den  Mond,  wo  die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde  berücksichtigt  wer- 
den miiSB,  idflo  aneh  eine  Azimatal-Parallaxe  stattfindet. 

Die  ConBtante  in  dieser  Formel  n  —  8^,5716,  der  Erdbahnhalb- 
messer,  der  als  Einheit  dem  ^  zu  Omndo  liegt,  betragt  20,682339 
Mdlen. 

Für  den  Mond  führt  man  statt  d  noch  eine  andre  Grösse  ein, 
nänilicb  die  Aequatorial-HorizontÄl-Parallaxc  des  Mondes  II.  M  sei 
der  Mond  (Fig.  5.),  AC  —  a,  weil  der  Beobachtungsort  A  am  Aequa- 
tor, femer  setze  man  Winkd  AMCss  ir,  also 

AC 


demnach  die  vorige  Formel 


sinil  —  -j. 


und 


a  A 


«' — %  —  -Bin08in»\ 

a  ' 


da  hier  durcbgebcuds  a  als  Eiubeit  gilt, 

_  ^sinUsin«', 
ferner,  weil  Bogen  II  sehr  klein 

s' — %  SS  ^Usin«'. 
Dieses  U  Ist  nun  ein  anderes  als  das  vorige,  da  ja  auch  das  A  des 
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Mondes  ein  anderes  ist,  der  mittlere  Wert  des  iZ  ist  57'  0",9,  seine 
Grenzwerte  und  53'  und  1®  2'. 

Bei  dem  Monde  ist  bei  genauerer  Rechnung  Bllcksidit  za  nehmen 
auf  die  sphirddische  Ctestalt  der  Erde,  es  tritt  hier  sach  eine  Asi- 
mntal-Parallaxe  anf,  die  bei  den  übrigen  Gestirnen  vemadilässigt 
werden  kann,  man  beziehe  also  den  Mond  nicht  auf  äsß  astronomische, 
sondern  auf  das  geoeentrische  Zenit  (Fig.  6.),  welchem  die  verbesserte 
Breite  entspricht 

In  Z  (Fig.  7.)  sei  das  astronomische  Zenit,  in  2^  das  geoeen- 
trische, in  £  der  wahre  Ort  des  Gestirne«  vom  Ifittdponkt  der  Erde 
ans  gesehen,  die  Parallaxe  senkt,  also  von  der  Oberfiftche  der  Erde 
ans  geseboi,  erscheine  das  Gestirn  in  L'.  Man  ziehe  die  Vertical- 
kreise  in  Bezog  auf  beide  Zenite.  lu  Bezug  auf  das  geoeentrische 
Zenit  giebt  es  keine  Azirautal-Parallaxe,  mithin  geht  der  Verticalkreis 
von  Z'  durch  L  und  L\  Man  führe  folgende  Bezeichnungen  ein, 
ZL  sei  Ä,  Z'L'  sei  2',  Z'L  sei  Z'L'  sei  trägt  man  nun  auf  Bo- 
gen ZL'  den  Bogen  Z'L'  auf,  so  dass  L'M  =  Z'L',  so  entsteht  ein 
sehr  kleines  und  darum  als  gradliuig  zu  betrachtendes  Dreieck  ZZ'M^ 
AYolches  bei  M  rechtwinklig  ist,  also  ist 

ZM  =  ZZ'coiiMZZ', 

ZZ'  ist  der  Meridian,  denn  in  ihm  liegen  beide  Zenite,  darum  AfZZ* 
das  Azimut  des  Mondes,  dieses  sei  -4,  ZZ'  ist,  was  wir  im  Aufaug 
q>  —  (p'  nannten,  also 

2M    (^ — OOS  A. 

Kach  Gonstmetion  ist 

ZM  «  ZL'—  Z!V  —  g»— J' 

und 

f  —  (y— ^p')cos-4,  f  =      (9— y)c6sil. 

Von  ^  und  |;  gilt  die  im  vorigen  Abschnitt  für  «'  and  2  entwickelte 
Gleichung,  also 

fUr  \l  rechts  seinen  eben  entwickelten  Wert  eingesetzt,  erhalten  wir 
J'—  £    ^  8in(»'—  (y — tp')  cos 

da 

so  ist 

wegen  der  Klemhdt  des  Winkels  bei  L*  ioinn  man  annehmen,  dass 
der  Bogen  LL'  anf  ML*  aufgetragen  einen  Bogen  gleich  LL'  giebt, 
also 

demnach 

»'—a  =  pwsin  («'— (9 -— 9')008 J). 
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Dio  Azüuutal-Pajrallaxc  ist  uffeubar 

A'— -4  —  L*ZL, 
man  entwickle  £'ZL  nach  dem  Sinussatze  (I) 

smü'ia  . 

in  Dreieck  ZL'Ä'  ist 

srnzr^- 

demoaeh 


siu^I.'-Z'ss 


t   

trftgt  man  diesen  Wert  in  Gleichung      ein,  und  setzt,  wie  oben,  för 
(j/— »)  nnd  fttr  ^s,  so  entsteht 

sin^'siojr 
8mU-^)  =  itoT^SF  

Setzt  mau  für  ilcu  Sinus  sclir  kleiner  Winkel  den  Bogen,  vernach- 
lässigt mau  den  Unterschied  zwischen  z'  und  was  bei  der  Kleinheit 
der  andern  Factoreu  uubedenklicli ,  und  setzt  man  für  z — z  seinen 
schon  entwickelten  Wert  ^Ttsin«',  wobei  sich  im  Zähler  und  Nenner 
dnmal  sin«'  Unweghebt,  so  bleibt 

sin«' 

Aoalytiachft  EntirieUniig  der  Formela  fttr  Höhen  nnd»  Aiimiitalr 
Parallaxe. 

il,  Ä,  z/,  Azimut,  Zeuitdistanz  und  Eutferuuug  bezogen  auf  den 
Mittelpunkt  der  Erde. 

z\  J\  Azimut,  Zenitdistauz  und  Entfernung  bezogen  auf  den 
Bcobacliter  au  der  Oberfläche  der  Erde. 

OJ,  y,  «,  rechtwinklige  Coordinateu  des  Gestirnes,  Aufangsi)unkt 
der  ^littelpunkt  der  Erde,  Fundamental -Ebene  der 
wahi-e  Horizont,  die  drei  Asen  sind  die  Richtungen 
Ton  Nord  nach  Sttd,  Ton  Ost  nach  West,  und  von 
Nadhr  nadi  dem  Zenit 
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*i»  Ifii  «1»  dieselben  Grössen,  wie  die  vorigen,  nur  bezogen  auf 
den  Ort  dos  Beobachters  an  der  Oberfläche  der  Erde 
als  Anfaugspuukty  und  Foudamental-Ebeno  der  schein- 
bare Horizont. 

tfin  ^  siu^  die  Coordinatcu  des  Anfangspunktes  des  letzteren 
Systems  für  das  crstere. 

Die  Bednction  der  (Toordinaten  eines  rechtwiiikligen  Systeou  m 
ein  andres,  dem  entern  paralleles  gescbioht  in  folgender  Weise 

Bechtwinklige  Coordinaten  überzuführen  in  Polar-Coordinaten. 

0  »  ^sinscos^,    ff  «=  ^sinssin^,    »  »  «tfoos«, 

«p,  —  ^'sin/cos^',   ^,  =-  if'sin/sin^',      «=•  J*coBe\ 

ebenso  sind  jo?  i/ui  -o  "^i^  Polar-Coordiuatoii  zu  vertauschen,  hier  ist 
4^  ^  Q  und  .1  =  -  0.  denn  beide  Zenite  liegen  im  Meridian,  und  die 
Zenitdistanz  glcicli  {cp  —  gp'),  das  -  ist  hier  im  doppelten  Sinne  ge- 
braucht, einmal  als  t  in  Stück  rurallelc  zur  Axc  nach  dem  Zenit  und 
einmal  als  Zeuitdistauz,  aber  das  ersterc  verschwindet  bald  aus  der 
Beeluinng  nnd  kommt  nio  wieder,  das  letztere  immer  nur  In  tiigmio- 
metriscben  Functionen  vor,  demnach  i8t^ 

Dies  eingetragen  in  die  Werte  filr  «,  y,  z,  giebt 

I)   d'ünz'zo^A'  =    Sinz  cos  ^1  —  Qmi{fp — 9'), 
II)   J'sins'sin^r  --^  Jsiuzsiu^, 

m)    ^'cOSä'  »^COS«  —  9C08(9  —  ^p'). 

Um  die  Differenzen  der  auf  den  wahren  nnd  der  auf  den  scheinbaren 
Horizont  bezogenen  Stücke  zn  finden,  maltipUdre  man  die  erste  Glei- 
chnng  mit  sin^  nnd  dio  zweite  mit  cosjI  nnd  snbtrahire,  so  erhalt 
man: 

1)  J'8in«'8in(>l' — ^)     (8in(9— 9)')sin^ 

mnltlplicirt  man  die  obere  mit  cos^  und  die  untere  mit  f&iA  nnd 
addirt,  so  entsteht: 

3)  ^'sins'cosC^' — ^)     ^sin«— p8in(9— ^)coBil, 

jetzt  Gleichung  1)  mit  sin^(^' — A)  und  Gleichung  2)  mit  cosi(-4' — A) 
mnltiplicirt  «nd  addirt,  so  orhftlt  man  : 

J'sina'co«  \{A'—A)  =  Jsinacosi(-ä.'— ^)  —  p  m\{q}—rp')  (m^^^a'-^-A), 
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III)    ^f'cOBs'«  J.COS»-— ^.C08(9  — 9'), 

man  fuhra  einen  HOlfiiwinkel  ein 
io  hat  man  die  beiden  Gl^eluingen 

Die  erste  Gleichuug  mit  cos«,  die  zweite  mit  sin«  multiplicirt  und 
subtrabirt, 

^'flin(ff' — »)     —  9.C(w(9»— 9')|tgf.cos«— sin«} 

Ferner  nnütiplidre  man  die  Oleicbang  fibr  ^'sin/  mit  sin«  and  die 
Gleichanng  fttr  ^'cosV  mit  coa»  nnd  addire,  so  erhftlt  man: 

^'cog(»'— »)  =  ^— ^C08(9— 9')i^y8in»-|-co«*) 
A'.^.(      ^         pcoa(»— ypcoa»— y) 

Multiplicirt  man  ferner  die  Gleichunj];  für  //'.sin(s' — z)  mit  sinj(«' — 5), 
die  Gleichung  für  //'.C08(s'— ä)  mit  co8i(s' — z)  und  addirt,  so  er- 
hält man: 

X  l  C08(« — y)cosi(j!'— ») — 8in(« — y)sin        ^) } » 

w_  ^    g.C0B(y— y0.co8(|(g^+»)— r) 
eoay.coaiC/-«) 

,  _  g .cofl(y — y^) .  cos IKg'H-«)  —  y I 
cosy.  cos 

In  diese  Formel  fuhrt  man  den  Anadmck' ^^i&SiTl  ein,  U  die 
schon  erwähnte  Aeqoatorial-Üorizontal-Parallaie  des  Mondee. 

Oben  war: 


Digitized-by  CoirfgLe 


Klingert  Bmirttg*  mr  maAm&tuAai  Cfeogre^phit*  351 

1)    ^^'.sinz'.sm(yl' — A)  =  p.8iii(<p' — <3c>)sin^4, 

«0$  beiden  ergiebt  sich: 

^  ,w  p.8in(y^'-'y)ginil  . 

-  ^.«in»-^p.ain(y-yO ""'^^ 

man  kttrze  den  Bruch  rechts  dnrch  sin«,  femer  hat  man  ^  »  sinü; 
da  21  hier  die  Aeqnatorial-Horinmtal-PanUaxe  ist,aoitt^«*a,asai 

gesetzt,  giebt  ^     sin  27,  ^  «  ''^^^^ 

g .  sin  21 .  Bin(y  —  tp')9xikA 

.  .V   sing  

tgl^  --d;  -  p.aing.sin(y--y0.eoiil 

sins 

Ebenso  aus  den  Formeln  fttr  J'Bm{z-z)  und  für  ^'8in(»'— «)  und 
für  ^'.oob(s' — ff)  durch  Division  tg(ff'~ff)  entwickelt, 

C0B(y — y08in(g—  y) 

,  cosy   

tgC«    «)           o .  co8(g>  —  g)')co8(2 — y) 
^  1_ 

oosy 

Zähler  und  Kenner  dnrdi  ^  dividirt  und  für  ^  gesetzt  -^-fr» 

sin  ii 


g .  sin  21,  cos((p  —  qpQ .  ain(g — y) 

  COS)' 


 y  «sin  21.  cosCy  —  <p') .  cos(ff— y) 

cosy 

Ebenso  gestalten  wir  noch  die  Formehi  fttr     und  ^  nm. 
Es  war: 

cosy.coei(ff'~ff) 
Alles  durch  J  dividirt  und  rechts  ^  —  sin 27  gesetzt,  giebt: 


^     ^  p .  sin  27.  cos(qp — .  cos  |  ^is'-j'») — y ) 

^  ~  cosy.cosi(ff' — ff) 


Quadrirt  man  die  beiden  Formeln  für  J'.sm^(z' — z)  und  für 
d'.cos^(ji'—z)  und  addirt,  so  entsteht  dio  Gleichung 
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jt»  «         2g . C08(qp  —  <p')C08(g— y) 

cosy 

 CÖS^V  (sm^(=-y)-fc082(c— y), 

dordi  ^  dinldirt  und  flir  ^     ein  ZT  geschrieben: 

/ j _  2p. 8in g.cosCy—yQBOflCg— y)  g«gin>g.cog«(y-"yO 
W/  oosy  •  co«*y  ' 

^  ^  l/ j  _  2p.8mi2,cos(y"-^^)cos(a— y)  .  p^ain^il.cos^Cy-— 
r  cosy  cos^y 

Bemnacli  log^' — log^  gleich  dem  logarifhmtis  der  Wurzel;  der  Aus- 
druck unter  der  Wurzel  ist  aber  conform  mit  l+2a.cofias+a", 
wenn  man 

p.  sin  il .  cos(y — (p') 


cosy 


setzt;  der  logarifbmus  einer  solchen  Wurzel  Iftsst  sich  abet  in  einer 
Reihe  entwickehii,  wie  bereits  im  Anfange  gesagt,  von  folgender  Form 

M{a.  cos X  —  |a*cos 2x -f- ^«"Vos3ac  . . .  { , 

wobei  M  der  Modulus  des  Brigge'scheii  Systems.  P^benso  lassen  sich 
die  Übrigen  hier  gewonnenen  exacteu  Formeln  in  Beihen  entwickeln. 

Es  war 

g .  sin  JTsin(y — y^)  .ain^ 

istA'—A) «  —  ^-^  

l     g'SinijfsinCy  —  y').C08^ 

sin« 

also 

A'—A  —  ^ ' i  1  /psinn.sln(y— yOy 

sin«  \         tin«         / ' 

Die  ersten  Glieder  dieser  Reihe  genügen  in  allen  Fällen.  I>er  ein- 
geftthrte  HalüBwinkel  war  bestimmt  durch*  die  Gleichung 


da 

so  ist 


C08K44-^)^  , 

^y°co8i(^-I^)^<y-y>> 

Arctg(«)  =  05— ia;H- 

co8K£+£).  .  cos^K£±£) 
^  "~  coslU'— -4)  W^f— r >-t  cosHU'-^) 


•     •  '  •     •  • 


DigitizedLb^i 


Klinjftr:  BdUrMgt  tnir  maäumadtdun  Cfeograpkie,  958 

für  sin  setze  den  Bogen  und  für  cos  1,  für  sehr  kleine  Winkel  ist 
der  Bin  gleich  der  tang  und  beide  gleich  dem  Bogen,  also 

C08lC4y^  cos^'-^A) 

Mau  zerlege  ^{A^-^-A)  in  A-\~i{A' — A),  so  wird 

cos^U^H-        cos^  ■  cos^ii  —  A)     taskA.  sin^^^—  A) 
QMiiA'-^A)'^     CtM^iA'-^A)  CWiiA'^A) 

und 

Y  SS  emA(ip'-9')^vbkA,tgiik'-^A)  (<p—<p') 
Aus  dem  Ausdruck 


tg(«'-»)  = 


Q  .BmP.eo8(y^yOBiB(g— y) 

cosy   

g .  sin  iJ.  cos(y — y  QcosC»— y) 
cosy 


entwickelt  man  die  Keihen-Formcl 

,  BÜiiJ.co8(g»— y)  ... 

^  cosy  ^  , 

4-iC"^^ry^^^y«in3(.-y) 

+  

Es  bleibt  noch  log^'  in  eine  Reihe  zu  entwickeln  fibrig;  es  war 
schon  angedeutet  worden,  dass  der  Ausdruck  unter  der  Wurael  con- 
form  sei  dem  Ausdruck  1 — 2a.cos«-|-a',  wonach  der  logarithmus 
der  Wurzel  zu  entwickeln  sein  wird.  Zuvor  aber  noch  folgende  Sub- 
stitutionen. Offenbar  steht  die  Grösse  der  Mondscheibe  rcsp.  ihres 
Durchmessers  im  umgekehrten  Yerhftltuissc  mit  der  Entfernung  des 
Mondes,  also  r':r,  wenn  r  und  r'  die  zu  den  entsprechen- 

den Entferuuugcu  A  und  J'  des  Mondes  gehörigen  Badion  der  Mond- 
scheibe sind,  also 

J'  r 

-r  ,   oder    LJ'—l,  A  =  l.T—lr\ 

Man  suche  den  l  naturalis,  dadurch  fällt  M  w^, 
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lu  diesen  Keihen-Formcln  sowie  in  den  voraog^pgenen  exacten 
unterscheidet  in.in  sclir  kleine  Grössen  erster  Ordniiug,  diese  sind  U, 
((p  ~  9)')  -,  Productc  dersell)en  oder  Potenzen  bilden  »ehr  kiciae  Grössen 
höherer  Orduung.  Für  den  Mond  genügen  die  zweiter  Ordnung,  die- 
jenigen liöliorcr  Ordnung  liegen  aiissorlialb  der  Grenzen  der  YfßJkf- 
nelimung.  l>oi  Planeten  und  bei  der  Sonne  reichen  die  kleinen  Grössen 
erster  Ordnung  au.s,  für  die  Fixsterne  ist  die  Erde  sammt  ihrer  Bahn 
mit  einem  Durchmesser  von  4U0ü<J(XX)  Meilen  nur  ein  matheiuatischer 
Punkt  Nur  sehr  wenige  von  ihnen  geben  von  den  Enden  dieses 
Durchmessers  ans  gesellen  eine  Parallaxe  von  höchstens  1"  Bogen. 
Mit  Berflcksiditignng  dieser  AUrilrzungen  erhalten  wir 

.        8iniI.8in(qD  —  9>')iüu.l 

^  —  il  «  Ä  .  • 

Dieses  Glied  cntbftlt  das  Product  von  sin  77,  s\ii((p  —  g>'),  ist  ijlso 
zweiter  Ordnung,  gcnOgt  demnach  für  den  Mond.  Die  übrigen  Ge- 
stirne haben  keine  Azimutal-Purallaxe,  weil  das  erste  Glied  schon  eine 
kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  enthält;  das  zweite  Glied  ist  vierter 
Orduung.   Ferner  kauu  mau  für  d^  sin       Bogeu  einführen,  also 

Q.IL(<p  —  (p').imA 
A—A^  _  , 

sin» 

denn 

=  1-3:1  ••• 

Setze      alsp  fäj^x  ^  x  und  ist  x  sehr  idein  >  80  vernfichlässige  ich 

nur  eine  kleine  Grösse  dritter  Ordnung,  y  =  (g)  —  q>').co^A  genügt, 
denn  das  Glied  siu^l.tgK^' — A){q>  —  (p')  ist  dritter  Ordnung,  weil 
{A' — A)y  wie  die  yorigo  Formel  zeigt,  schon  zweiter  Ordtti^i^  i^t 

In  dem  Beihen-Ausdmek  iBr      «  kommt  gg^^y    ^  ) 

cosy 

kann  man  =1  setzen,  denn 

35* 

C08«-l-3^... 

Setze  ich  fttr  «  sehr  klein,  cos« 1,  so  Yemaehlftssige  ich  ein  sehr 
klehies  Glied  zwdten  Grades,  das  aber  noch  mit  t^üU  resp.  mit  27 
zu  multipliciren  ist,  also  dritten  Grades  wird. 

Es  wai* 
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 ^  .sm(.-y) 

+^  V  ^ — )  •""2(*-y> 

Mkt  kann  nmi  gesetrt  werden 

sin  n  =  II, 
Ä*--«  —  ^.il.sitt(»— y)-|-i(^iZ)^rBm2(Ä— y) 

Utoe  8in(«— y)  auf  nnd  schreibe  fOet  cosy  1  —  dai  dadurch  Ternach* 
läflsigto  Glied  zweiten  Grades  wird  ja  aoeh  mit  n  mnltipUcirt  aad 
fbr  Biny  setze  y.    Bann  kommt: 

IV)  z'—z  =  ^il. sin»— ^fl. Cosa. y-J-i(^I2)2.8in2»  ... 

Zu  dem  letzten  Gliede  fehlt  noch  der  Factor  cos2y,  der  ist  das 
folgende  Glied  |(e27)2cos2s!8iQ2y  ist  wegen  sin2y-dritton  Gndes, 
feiner  fOr  sin 2«  gesetzt  2sin«.cos«  güit 

jf  e.  p. IT.sina — ^II.oo8Ä.y-i-(?^O^c08«.8in»..., 

Jetzt  setze  mau  rechts  * 

z  —  z  (»'  »), 

wobei  sin(z' — .:;)  sehr  klein,  das  im  zweiten  Gliede  mit  I/y  und  im 
dritten  Gliede  mit  77^  multiplicirt,  also  dritten  Grades  wird,  während 
cos(«'— a)  =  1  wird,  demnach: 

«*— «  —  ^ITsinCs'— (iv'— «))— «2I.€OB«V+«'^'Bin«'cos»' 

n*—n ^üsinZ—^IIoos»'. sin (»'—«)  — (17cosff'.y-j-9'g'sin«'coss' 

»' — »  —  ^Usin/—  pHcos  «'y + p  ZIcos  »'(pUsin      sinC^'—  «)). 

Setzt  man  in  der  Klammer  sin(c'— s)  =  ■:' — 3,  so  erhält  man  den- 
selben Ausdruck  der  aus  Glcichuug  IV)  hervorgeht,  wenn  mau  das 
erste  Glied  vou  rechts  nach  links  bringt.  Man  sieht  dann,  dass  der 
Ausdruck  in  der  Klammer  gleich  einer  sehr  kleinen  Grösse  zweiten 
Grades  ist.  Diese  noch  mit  //  miiltiplicirt  wird  dritten  Grades,  also 
iiann  das  ganze  Glied  weglalleu.    Es  bleibt: 

«' — «  «  ^üsins' — ^nycos«', 

fttr  y  siny  nnd  zum  ersten  Gliede  der  Factor  l  =  cosy  gesetzt,  gibt 

«' — «  «  jil8in(a'— y). 

Ausser  der  sehon  oben  erwfthnten  Beihen-Formel  Iftr 
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TOD  der  selbst  beim  Monde  nur  das  erste  Glied 


cosy 


.C08(«--y) 


abgekürzt  Qllco&iz—Y)  geuügt^  äudetmau  uacb  Auleitung  der  letzten 

Formel  för  s  eine  andere  sehr  bequeme  Methode  Ton  ^*  Es  ist 
bereits  bewiesen 

^'sln«'=  Jsinz  —  Qcosiq) — (p')igy 

^'eOB  s'  "=  ^  cos  r  —  Q  (•os(qp  —  qp'). 

die  obere  Gleichung  mit  cosy,  die  untere  mit  siuy  multiplicirt  und  2 
von  1  abgezogen,  gibt 

/f'sin(«'— y)  »  ^sin(«~y) 

^  sin(g  —  y) 

^     sin(»'— y) 

Denkt  mau  sich  die  Erde  als  Kugel,  so  ist  otienbar  -  die  geometri- 
sche, s  die  parallaktischc  Zouitdistauz  und  im  Dreieck  CitiS  (Fig.  2.) 

^'  sin« 


^  sinar** 

Dieser«  Amsdniek  stimmt  mit  dem  obigen  bis  auf  den  Hilfswiukel  y, 
der  durdi  die  sphttroidisehe  Gestalt  der  Erde  bedingt  ist,  aberein. 

 8iu(5  — y) 

d  ~  8in(a'— y) 

wird  bequem  angewendet,  wenn  beide  m  und  y  belauint  sind. 

log  J'  —logJ  =  log  8in(a  —  y)  —  log  sin(Ä'—  y)  =  log  r  —  log  r ' . 
Zusammenstellung  der  letzten  abgekflntten  Formeln 

sin« 

y  =  (q>  —  <p')(iosA 
z* — a  ==  p/7siu(s' — y) 

log^^'— log  d  =  log8in(i:—  y)— log8in(a' — y)  =  log» — iogr'# 

Für  Gcstiiuc  weiter  als  der  Mond  können  Glieder  zweiter  Ordnung 
weg&llen,  also  fällt  J!—A  ganz  weg,  in  dem  Ausdruck  für  «' — % 
kann  man  y  weglassen. 

Parallaxen-Rcchnuug  für  asceiisio  recta  uud  declinatio.  Es 
seien        d  ascensio  recta,  declinatio  und  Entfernung  des  Gestirnes 
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•in  Bezug  auf  dou  Mittelpunkt  der  Erde,  «',  6',  dieselben  Grossen 
in  Beziciiuug  auf  den  IJeobachter,  0,  <p',  p  Steruzcit,  verbesserte 
Breite  und  Erdhalbmcsser  des  Bcobachtungsortes. 

Die  rechtwinkligen  Coordiuaten  seien  bezogen  auf  ein  System, 
das  seinen  Anfaugs})uukt  im  Mittelpunkt  der  Erde  hat,  dessen  a-y 
Ebene  die  des  AtMjuators  sei ;  die  x  Axe  sei  gerichtet  nuch  dem 
P'rübliDgsaequiuoctium,  die  y  Axc  also  senkrecht  auf  ihr  in  derselben 
El)ene,  und  die  »  Axc  sei  die  Himmelsaxo,  die  Umdrechuugsaxc 
der  Erde. 

z  seien  die  Coordinaten  eines  Gestirnes  in  Bezog  anf  dieses 
^tem. 

jf\  z'  seien  die  Coordinaten  desselben  Gestirnes  in  Bezog  auf 
ein  dem  ersten  paralleles  System,  dessen  Anfoqgspunkt 
der  Ort  des  Beobachters  auf  der  Oberflfldie  der  Erde 
sei. 

^9  ^0)  ^  seien  die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  des  letzteren 
Systems  in  Bezug  aof  das  erstere. 

Umwandlung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Polar -Coordi- 
naten: 

X  =  .cosK.cos^,  x'  =  ^' .  cos«'. cos d', 
y  =  ^/.siua.cosö,  //'.sin«'.cos6', 
3  »  J .  sin  ö,  z  =  J',  sin  d\ 

ebenso  sind     yot  *b  umzuwandeln.   Hier  ist  ^  der  Erdhalbmesser 

des  Beobachtungsortes.  Dieser  liegt  vom  lüfittdininkte  der  Erde  aus 
in  der  Richtung  des  Zenits  jenes  Ortes,  seine  ascensio  recta  und  de- 
clinatio  ist  also  die  des  Zenits,  demnach: 

^0  ^  ^.cosqp'.cos^,      ^0  —  9. cos qp'. sin 9, 
=  p.sinqp'. 

Verwandelt  man  nun  die  Coordinaten  des  ersten  Systems  in  die  des 
neuen,  so  erhält  mau  nach  den  Formeln 

1)  ^/'.cosd'.cosa' = -i/.  cos  ö  cos  et  — p.  cos  qp'.  cos  6, 

2)  /./'.cosd'.sin«' =  //.cos  (5  sin  a — 9 .  cos     siu  ü, 

3)  ^'.siuiJ'»»  ^.sind  —  ^.siny'. 

Für  ascensio  recta  führe  man  ein  den  Stnndenwinkd,  da  Ster- 
nenzeit gleich  ascensio  recta  plus  Stundenwinkel,  also 

t  SS»  6 — a 


Digitizod  by  Google 


ist  Zuvor  miiltiplicirc  man  Gloiehuug  1)  mit  eo»^9  obcI  2)  mit  amB 
mA  t4äk9,  daniL  1>  mit  8iii0  iiiift  2)  mii  cotA  «ad  ntoaUm  % 
▼on  1,  80  entsteht: 

1)  C08Ö'.  cos«' =«  //C08<y.C08<  —  |^.C0S9>'y 

2)  ü^'.  eo»d'.  8in<'    AextU.  sin 
dasa  heiflflt  die  dritte 

Za  diesen  8  Glddrangen  kehren  irir  später  znrOdc  nnd  knflpfui 
znerat  m  die  ersten  3  GleichnDgon  an,  am  ans  ihnen  die  Ausdrücke 
a' — tt  und  ö'—S,  sowie  J'—J  zu  erhalten.  Man  multiplicirt  m 
lUesem  Zwecke  der  Reihe  nach  Gleichung  1)  nnd  2)  mit  cos a  nnd 
sia-a  nnd.  addirt  und  sobtcahirt,  so  entsteht 

^.oot^.  «•(«'—  my^J  eot^—  9 .  cos  ooi(Ä— o) 
^'.oosd'.sinC«'— >«)s         — p.oos^'.Bin(6— o) 

^  ^      ^.COSd  — 9.G089>'.C06(a~#) 

(Das  minns  Zeichen  ist  im  ZftUer  anf  den  sinns  llhertragen).  Zlhler 
nnd  Kenner  dnrdi^  4w%(i  dividirt, 

«•'-«) -VcosI  •«»(—«) 


^      p.C08g).C0S(a— ö) 


^-.cos^ 

Der  Ausdruck  rechts  ist  abermals  die  Summcu-Formcl  eiucr 
also 


Um  ^' — <f  zu  erhalten,  multiplicire  man  die  Gk^ichung  für 
/i'.  cos  (V  cos(<4' — et)  mit  C08i(a'  — a)  und  die  Gleichung  für 
J'.co8<$'.siu(a'— «)  mit  sin^Ca'— o)  und  addire, 

i^.ooad'.conK«'— a)  —  ii.cos^.oos^o'— o) 

—  ^ .  cos  9'.  cos  i  d  g — ji 
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durch  coüUa'—a)  dividirt^ 

^.cosy'cos  [B  ^— ) 

J'eoB d'  =  ^/cosd  :;xnr}'X 

cos  i(d  -\-a) 

^tmd'  =  Jsini — ^.sin^',  - 

die  dritte  Glcichuug  dazu.  Zur  Bequemlichkeit  führe  mäu  folgende 
Hilfswinkel  ein 


coe<p  ccwL^— — ^  j 


COSiK-a)* 


—  cösJli^siü^''. 


Da  a  sehr  kldn,  also  oos|Ca'— «)  nahezu  1  ist,  so  wird  diese 
äMm^äifiott  stets  mO|s!&h  seiA,  ferner 

sing)' =  008  Mcos^P, 

wir  erhalten  also 

J^eoiir  «1  J  cos  ^ .  cbs  Jkt&BLp, 
J'woki*  <=>  Jshitf— ^.cosilfcoflV^. 

Aus  diesen  beiden  GIciclmngon  entstehen  durch  Multiplicationcn  mit 
coüS  und  sind  und  durch  AdditidA  mid'  Sabtractioii  folgende  Glei- 
chungen: 

J'coBid'—ö)  =  ^  — ^.C08itf8iii(<5-f  »F) 
J'tmid'—i)  —  -^^.oosilfeos<d-|-^ 

O.COSiVf  , 

—     ^  C08(d-hV) 


tgCd*   d)  —       g^.cQgjtf  : 

Das  ist  abermals  bis  auf  unwesentliche  Abweichungen  der  Ausdruck 
für  die  Summe  einer  Reihe,  erstens  ist  der  Zahler  negativ,  also  die 
ganze  Reihe  negativ,  zweitens  steht  oben  der  cüsinus  und  unten  der 
Sinus,  also  nehme  man  statt  des  Winkels  (d-\-W)  sein  Complement. 

Man  eliminürtf 

sing)' 


Digitized  by  Google 


j)60  Kling  er:  Beiträge  zur  mathemalisciun  Geographie» 

DieBeiben  OleiehmigeD,  ans  denen  wir  soeben  d'—i  gewonnen  haben, 
qnadiire  man  und  addire  sie,  so  orhUt  man: 

J'»  ^  J*—2J.Q.  cos M . sin (6  +     +  q^. coshM, 

J  ^jyi  ^  1  

Setzt  man  wieder  für  8-\-W  tlcsseu  ('oniplemcnt,  so  wird  aus  dem 
siaus  der  cosiuas,  und  der  Ausdruck  Vi — 2acosa;-f~^^  welchem 


ist,  wieder  hergestellt,  der  Ausdruck  ^Vl  — 2acos«+a*  giebt  eine 
Reihe,  also 

.  .  /q.  cos  MV  .  , 
+i(^^-^j8in2(d+V).... 

Darans  M  eliminirt 

log  ^-  log ^  -  »in  («  +«F) 


-=/(r)-i(r') 

Die  3  Fondamentalgleictaiingen  nach  £in£iüirang  des  Stnndenwinlcels 
waren: 


^'COSÖ'cOSe'  =  ^C0SÖC08<  — ^.C089>', 

J'tuki' ^  JioRd^Q.nü^', 
Man  qnadrire  sie  und  addire  sie: 

Der  Antdmck  in  dar  Klammer  ergiebt  sich  ans  einer  Relation  onter 
den  Stacken  des  Dreiecks  Pol,  Zenit,  Geetirn.  (Fig.  a) 
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cos  ^  =  sin  d  sin  9>'4~     ^  «jp'cos 

also 

£  die  Zouitdistauz  bezogen  auf  das  verbesserte  Zenit 

Der  Aiudnick  unter  der  Wand  ist  wieder  analog  dem  iV H^äoctMÜH^* 
et  ist  negatiy,  also 

 ^^4-i(JyC082i-i(JyC083^.. 

Die  Ausdrücke  für  J'coaö'  und  J'sind'  waren: 

^'cos  4'  =  cos  ^ — p.  cosiafsinU'^, 
^'sin  3'  SS  ^  sin  4 —f.  OOS  Ifcos  V. 

Diese  wandle  man  um: 

^'cosö'cos^  =  cos^  cos*!'  — ^.eositf  sin'Fcos^ 
J'coBd'tixiW  »  ^  sind  sin^ — e.ooslfcos^siA^ 

^'cos(^-f-^)  --^  ^cos(d+'IO  oder 
^     cos(ö-fy)  _  r 

^  C08(Ö'-f  ^)  ~ 

Man  beobachtet  indessen  beim  Monde  gewöhnlich  den  Rand,  nicht 

das  CcDtrnm,  weil  dieses  sich  nicht  so  gut  markirt  wie  jener.  Es  sei 
L  der  INIittelpunkt  des  Mondes,  ^f  ein  Punkt  des  Randes,  C  der 
Mittelpunkt  der  Erde,  MC  sei  eine  Tangente,  so  ist  in  dem  recht- 
winkligen Dreieck  CML  ML  der  scheinbare  Halbmesser  des  Mondes, 
LC  unser  J ;  der  Winkel  bei  C  wird  gemessen  durch  den  scheinbaren 
Moudhalbmesser,  ist  also  kein  anderer  als  r,  demnach  das  gesuchte 

dies  die  Entfernung  des  Mondrandes  bezogen  auf  den  Mittelpunkt  der 
Erde.  Dieselbe  Ckiireetor  wird  man  anbringen  an  die  Entfenwig 
bezogen  aof  den  Ort  des  Beobacbters  anf  der  Oberfläche  der  Erde  B, 
also 

£3f— ^'cosr'. 

Ebenso  ▼erwandelt  man  das  a  und  S  des  Hondmittelpnnktes  in  u 
und  9  des  Mondrandes.  Der  wahre  Halbmesser  des  Mondee 
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mithin 
£b  war 


wobei  77  (lio  Aeqnatorial-floiizontal-FMiftxe  des  Mondes,  diese  ist 
ioi  Mittel  57'. 

Die  zoletst  gewennenen  FonDetn-  tMi 

cos  0  ^  ' 

.  /«.cdff^'ainilV»  . 

*        tgv'cosK«'— «) 

Id  diesIMi-  J'onBcl«'  ißt  der  schonibarc  Ort  bezogen  auf  den  ifdKreu. 
Hätte  man  bei^  der  iMtellung  der  FundamentAlgleiobiiDgen  nicht 

xfij'z  BXilt  mri  ftozogert,  sondern  umgekehrt,  so  würde  man  dorch  ganz 
dieseibea  Rechuuugen  zu  denßelben  Resnltaten  nur  mit  veräudertcÄ 
Vorzeichen  gekommen  sein,  in  welchen  die  bestimmendon  Grössen 
die  durch  Beol)achtung  getuiideuen ,  nicht  die  aus  den  Tafeln  ciit- 
nommeuen  geocentrischeu  gewesen  wäi'en.  Mau  setze  in  der  Keihe 
für  «' — «  den  Factor 

^  ■  cos  qp'sinli 
cos  5  *" 

80^  lautet  Btoihe; 

a'— o  =— -asinCa— 6)  — ^o=*sin2(a — 0)... 
Ferner  drflcke  man  a  dnreh:  «'  Au 

also 
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«  =  —asmC«'— Ö  -  («'— «» — ö)  —  2(a'-.  «))... 

cüii{2(a'~e)— 2(«'-«)}  —  8in3(a'— e)co82(A'-^a) 
—  C0B2(a— 9)8Ul3(«r'—  «). 

Das  zweite  Glied  kann  wegfallen,  weil  sin2(a'— a)  eine  kleine  Grösse 
erster  Ordnung  mit  ar  einer  Grösse  zweiter  Ordnung  zu  multiplicireu 
ist,  ferner  setzt  mau  im  ersten  Gliede 

also  bleibt 
imd 

Im  zweiten  Gliede  mit  dem  Factor     kann  mau 

setzen,  wie  die  Reibe  für  deu  Cüsiuus  beweist,  ebenso 

sin  («'—  «)  =  a'— ». 

Demnach 

—  -«rtioK  -Ö)— a cos (a'—ö) (»'—«) 
— a*C08(a'--6)  sin(a'—d) .. . 

Fflr      a  im  zweiten  Gliede  setze  man  den  angenftherten  Wert 

a'— «  =  a8itt(a'— 

weü  der  dadurch  beigangene  Fehler  eine  Grösse  zweiter  Ordnung  im 
sweüeii  Gliede  mit  dner  GrSsse  erster  Ordhnng  ta'  mnllipUciren  wllre. 
Es  entsteht  alsos 

«' — «  =  a  sin  (a' —  ©). 
Die  Snbsfitatlon  des  a  rftchgaiigig  gemaclft,  gleht 

,  f.  cos  (Pasing  .  ,  ,  ^ 

Die  Uubequemlicbkeit  in  dieser  Forme!,  dass  in  ihr  geoeenfteisciby 
vait  paraUafctiscbe  Grössen  auftreten,  während*  doch  entwe(fer  nor  die 
ersteren  aas  den  Tafeln  oder  die  letzteren  aus  der  Beobachtmg  be- 
kannt sind,  ^rd  am  Schlnss  berücksichtigt  werden. 


In  der  Beihe  für  9'— 9  kann  der  Goefficient 

sin  77  sin 

gesetzt 


cQs^  * 
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für  6  setze  vdeder 

i=d'—(6'-S)   und   6+5^- Ä'+-4^-(<J'— a), 

ebenso 

coB(a'~a)»i  und  sin (a'~- a)  —  a'-a, 

dann  wird 

d'—  d  =  —  6 cos  (d'4-     —  b  sin (d  -f- (d'—  d) 
— &»8in(a'H-af)co8(d'-i-a^; . . . 

Die  flbrigen  mit  5*  verbmidetien  Glieder  fidlen  weg,  weil  sie  mit  die- 
Bon,  einer  OrOsse  zweiter  Ordnung,  verbunden,  Grdssen  dritter  und 
vierter  Ordnung  geben.  Setzt  num  für  a'— a  im  zweiten  Gliede  den 
angenfthertcn  Wert  aus  dem  ersten  Gliede  mit  demselben  Becbte  wie 
oben,  so  entsteht 

die  Substitution  des  h  rftckgftngig  gemacht,  giebt 

Diese  so  abgekürzten  Formeln  nochmals  mit  den  olngon  zusammen- 
gestellt lassen  den  Gang  der  Rechnung  erkennen: 

coso 

^         tgv'cosi(«'— a)       tg  v'cosiC«'— 0 
Pasing)'  ,  ,~v 

^  C08(d'-i-^0 

l{J)-li^^)       /(r)— /(,•')  =  /C()S(<J  +  »P)— /COSCd'-fJ^). 

In  der  ersten  Formel  für  «'— a  ist  es,  wie  bereits  erwähnt,  unbequem, 
dass  das  geocentrische  6  vorkommt,  während  doch  der  scheinbare  Ort 
als  bekannt  vorauszusetzen  ist,  indessen  setze  man  in  der  Formel  für 
tt'—a  das  parallaktische  d'  statt  ö.  Der  Fehler,  der  dabei  entsteht, 
ist  eine  Grösse  zweiter  Ordnung,  denn  der  Unterschied  zwischen  6 
und  ö'  ist  nach  der  betreffenden  Formel  eine  Grösse  erster  Ordnung, 
die  in  der  Formel  für  «' — «  mit  il  multiplicirt  eine  Grösse  zweiter 
Ordnung  wird.  Mit  diesem  so  angenäherten  u  berechue  mau  W  und 
mit  diesem  <F  findet  man  d'— a.  ffier  wird  der  Fehler  dritter  Ord- 
nung, denn  er  wird  multiplicirt  mit  Ü   Mit  dem  auf  diese  Weise 
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gefundeucii  und  bis  auf  kleiuo  Grössen  zweiter  Ordnung  richtigen  8 
gehe  mau  abermals  in  die  Formel  fUr       a  and  corhgire  dasselbe 

cos  tf' 

otnfocli  dadurch,  dass  man  das  zuerst  gefundene  «' — n  mit  — ^ 

'  coso 

multiplicirt  Man  kann  sich  in  ähnlicher  Weise  auch  dann  noch 
helfen,  wenn  man  nur  9  und  a  bat,  also  auch  nicht  Bei  allen 
Himmelskörpern  ausser  dem  Monde  genügen  selbst  die  GrOssen  erster 

Ordnung  allein,  alsdann  tritt  für  ü  ^  einj  dann  wird 


denn 

•    cosi(«'— #)  ==  1  und  i(*'-fO  =  *', 

ferner 

Hierbei  kann  man  für     d  und  Dir    f  setsaa,  selbst  flir  ^'  kann 
eintreten  und  für  q  setze  man  a  =  1.  Will  man  sehr  genau  sein, 
so  ist  höchstens  p  und  9'  beizubehalten.  ^  ist  immer  in  Erdbahn- 
halbmessem,  q  in  Erdftqnatorialhalbmessem.  Damm  ist  in  q  die 
Aequatorial-Horizontal-Parallaxe  der  Sonne  hinzuzulttgen. 

Anwendung  dieser  Formeln  für  den  spcciellen  Fall  des  Durch- 
gangs durch  dcu  Meridian.   Dann  ist  nämlich 

t  =  ü,    i'  =  0, 


also  auch 


demnach 
und 


V-i  ^  -  flTBing)'co8(d'4-9(y»— 
Im  Meridian  ist  die  Zenitdistanz  =s  9— d,  also 

r  - 

also 

4' — d  =  —  pilsinj'. 

Geometrischer  Beweis.  C  sei  der  Mittelimnkt  der  Erde,  B  der 
Ort  des  Beobachters,  dessen  Meridianebene  CBS,  dann  gilt  im  Drei- 
eck CBS  (Fig.  9.): 

CBiCS  —  ßin(i;'— öisiaf 


sin(jr-S)  =  Jsinr  =  ^üsinf 


oder 
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also  * 

Eadüeli  kaim  bd  Länge  and  Breite  aadi  der  Paraliixe  gefragt 
ifi^räm,  A  Wenn  1^0»  «a«  4»  Ebene  in  die  Ebene  der  Eidiptik. 
Der  iUiiuigipiiiikt  der  CeeiiiiwIiMi  sei  wieder  der  HÜtelpankt  der 
Erde  «od  die  f  Axe  md»  den  Pol  d«r  Wptacgericbtet.  Dee  ipeHe 
GoordiDatonqretom  sei  dem  ersten  parallel,  sein  An&ogepnnkt  der  Ort 
des  Beobachters.  Die  Entfernung  beider  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinatensyeteme  sei  wieder  und  die  Länge  und  &eite  des  Zenits  sei 
1/  und  X,  so  sind  die  in  die  Gleichung  einzufubreodeu  den  bei  ße- 
rcdinung  der  Parallaxe  für  ascensio  recta  und  decUnatio  cnt8prech«Ado 
Grössen 

für  J'tt'd'  setze  J'l'ö\ 
für  ^«d  setze  Jlb  und 
üQr  qS(p'  setze  pijx. 

Die  Entwidcelnng  ist  dieselbe,  man  iübre  in  die  Scblussfomiela 
mir  die  eBtepredieBden  OrOsien  ein. 

Bilden  wir  im  Moment  des  Eintritts  eines  Fixsternes  in  die 
Mondsdieibe  das  Dreieck:  Pol,  Hondmittelpunkt  und  Stern  PMSy  so 
sind  seine  Seiten,  wenn  wir  die  paraDaktlscIie  Dedination  des  Mondes 
mit  jy^  die  geocentriscbe  des  Sternes  mit  S  nnd  den  puraUaktischen 
Halbmesser  der  Mondseheibe  imt  If  bozoicbnen,  90^— d 

und  R^',  Der  Winkel  am  Pul  ist  A'^a.  A*  bedeute  dio  paraUak- 
tische  ascensio  recta  des  Mondes,  «  die  geocentrische  ascensio  recta 
des  Sternes.  Der  Winkel  beim  Sterne  sei  Q^,  der  Aussenwinkel  beim 
Monde  Beide  Winkel  werden  von  Nord  nach  West  gezählt. 
Wendet  man  auf  dieses  preiaek  die  Gaas^iscben  Formein  an,  so 
entsteht : 

siui/e'co8i((^i-f-(22)  =  sini(d—Z>')  cos  K^r—«), 
8injÄ'8inK<^i-|-(^2)  =  cos  1(6  +  7/)  sin^M'— «). 

Setzt  man  nun  für  die  sinus  sehr  kleiner  Bogen  den  Bogen  und  für 
die  Cosinus  1,  indem  man  die  zweiten  Glieder  iu  der  Reihe  für  sinus 
und  cosiuus  vernachlässigt,  und  snbstitttirt  man  f Ur  =  ^» 

so  erhält  man  die  Gleichungen: 

I)   /?'cos(4  -  (ö  — Z)'), 
II)    K'  sin  Qo      (A'  —  a)  cos  i(ö  -f-  D'). 

Zu  den  bekannten  auH  den  astronomischen  Tafeln  entnommenen  Grös- 
sen d  —  D'  und  Ii  fügt  man  die  Parallaxe  hinzu,  so  dass  man  nach 
Bestimmung  der  Werte  It  und  ö  —  D'  aus  Gleichung  I)  cosQq,  also 
auch  sinQy  gewinnt,  mit  dessen  Hilfe  mau  aus  Gleichung  II)  A' — et 
berechnet,  woraus  abermals  uns  die  Parallazen-Bechnung  die  Grösse 
A — u  finden  lässt. 
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Es  war  bereits  in  der  Einleitung  gcsaj^t  wordeu,  dass  wenn  man 
die  Zeit  der  liäuderberührung  des  Mondes  und  des  Sternes  kennt 
aowie  das  Fürtrüjckea  des  Mondes  in  ascensio  reeta,  man  die  Zeit  der 
Goi^unction  in  ascensio  recta  des  Kondmittelpanktes  uid4ef  StemaB 
b«redinon  kann.  Es  sei  3*  2SiBit  der  Conjunction  in  ascensio  recta, 
X  die  der  BandberOhniDg  nnd  4|e  ascensio  recta  des  Hondmittel- 
pnnktes  zur  Zeit  der  GoigoQctioji  sei  ^  das  Stüde,  um  welehea  der 
Hondmittelpnnkt  i«  ascensio  recta  in  der  Zeit  1  fortrficikt,  sei  m, 
dann  ist  oiEonbar 

-4  «  4, -ff»  (t— 30  oder  4— ^«»(f— T). 

^  ist  aber  zugleich  die  ascensio  recta  des  Sternes,  üilso  ist 

^— «>—m(v — T)    nnd  r— «  —       — «). 

Das  ist  aber  7;  welches  in  <len  Zeiten  der  beiden  Beobachtungs- 
orte ausgedrückt,  uns  ihren  Zeitunterschied  erkennen  lässt.  Es  bleibt 
nur  übrig  zu  untersuchen,  welchen  Eiutluss  die  kleinen  den  Bestim- 
niungsgrussen  anliaftcnden  Fehler  auf  den  Wert  dieses  T  haben. 

Zunächst  hängt  T  von  {A  —  n)  ab.  Dieses  wird  berechnet  aus 
dem  durch  Gleichung  H)  getundencn  A' — a,  das  um  so  schärfer  ist, 
je  schärfer  sinQu.  Unbedeutender  ist  dorEinfluss  Ton  cosK^+^)' 
Nflhert  sich  %  dem  Wertp  QO«,  dan«  ist  das  Wadut^m  4li  iiw 
sehr  gering;  anch  cosC^  nnd  demnach  d— sehrUdn,  sin (2^  aber 
sdir  nahe  dem  Werte  1  bedeutet,  der  Durchgang  des  Sternes  ist  ein 
cen^er,  in  weldiem  Falle  auch  die  Beobfushtong  mit  grosser  Schftrfe 
zu  machen  vid  leiditer  ist  * 

Bs  bleibt  BMh  Obrig,  die  Eaflttsse  dw  Iddnen  Fehler  an  be- 
trachten, welche  den  bd  der  Pi|ii||liiemediin<iig  avfirehppdfi«  GipOmau 
anhaften-  Man  differcntiire  die  Gldchnngen  I)  und  II)  und  vemadi- 
lässige  dabei  die  Producte  je  zweier  unendlich  kidner  Grössen,  so 
erh&lt  man  folgende  Formeln: 

eosQod.R'T-J2'sinQof  Qo  =r  <i(d— iy), 
dnOodJZ'+ircosao'Qo  =  cosi(d+i>')<}U'->flr). 

Multiplicirt  man  die  obere  mit  cos^,  die  untere  mit  siaC^,  und 
addirt  beide,  so  entsteht 

dS^  =  cos  Qod(S  —  D')  +  sin  Qq  cos -f  D')  d  {A'—  a). 
Diese  ganze  Gldchung  durch  8in<^cos^(d-|>X>')  dividirt  und 

gesetzt,  gibt 
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Die  Rectascciisionsparallaxe  des  Mo' des  (A' — A)  nenne  mau  P, 
die  Dcclinationsparallaxe  (/>' — B)  nenne  man  P'  und  wende  die  im 
Vorangehenden  eutwickelteu  exacten  Formeln  au  nach  den  dabei  für 
die  Berechnung  gegebenen  Regeln. 

cos/) 

ly^D^P*  ^^^^  C0B(i)'+!P). 

Man  ditterentiire  abermals  diese  Formeln,  wobei  man  wieder  die  un- 
endlich kleinen  Grössen  zweit^jn  Grades  vernachlässigt,  so  erhiilt  mau: 

cos  D  n 

—  coli  -  -jr  ■ 

Diese  Gorrectionen  füge  man  jetzt  der  Gleichung  für  T  hinzu,  also 

r=  t—m(A—a)—mdiA'—tt). 

Es  ist 

(A-^tt)  =  (4'— «)— P  und  diA  —  tt)  —  rf^'-  «)  — rfP, 

Man  setze  den  Wert  für  d(A'—a)  aus  Gleichung  III)  ein, 
Ferner  ist 

(d— =  (6  -  />)  —       und   diö  —  D')  =  <i  (d — Z>)  —  rfP', 

also 

t'-m(A'-'«)'^mgdSf'\'mhd(6-'D)'-mhdP*+mdP, 
Die  Werte  fttr  dP  und  rfP*  eingeführt,  gibt 

=  r — TO  (-4  —  o)  —        Ä'-j-  m  h  d    -  D)  —  mh  — |  ^— 

oder 

r  —  * — — «) — «J  i>)  +  ^  (P— ÄP*)  d  n. 

Hat  man  für  jeden  von  zwei  Orten  eine  solclie  Gleichung  gefunden, 
dann  wird  die  Differenz  beider  Gleichungen  folgende  Form  annehmen: 

L  =  l-\-nd  Jl'-\~  b d {6  -  D)  -\-cdn^ 

wobei  L  der  wahre  Zeitunterschied,  /  der  angenäherte,  a,  6,  c  die 
Coefficienten  der  Fehlerquellen  sind,  unter  denen  h  allein  einen  merk- 
lichen Einfluss  hat.  Die  nähere  Untersuchung  dieses  und  der  beiden 
andern  Coefticicnteu  a  und  c,  so  wie  die  Illustration  der  vorangegan- 
genen Tkeorie  dmh  ZaUenbeispiele  soU  einer  spätem  Arbeit  vor- 
belialten  Udben. 
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XVU. 

Ueber  die  Bedingung,  unter  welcher  eine 
voriabele  G^ade  Hauptnonnale  einer  Gurve  sein 
kann,  und  verwandte  Fragen. 

Von 

R.  Hoppe. 


1. 1. 

£iae  variabele  Gerade  sei  dargestellt  ia  der  Form 

»i  —  » — «N»;   tfi^p-^^\      —  (1) 

wo  Xy  y,  z  die  Coordinate^  ihres  Ausgangspunkts,  a;,;  y,,  cj  die  eines 
mit  u  variireudeu  Punkts  auf  ihr,  a,  c  ihre  Eichtungscüsiuus  be- 
zeichnen. Sie  Tsrüre  mit  einem  Parameter  y,  als  dessen  Functionen 
X,  y,  z,  a,  6,  e  m  denken  sind,  und  zwar  lei  v  bestimmt  dnrdi 

Macht  man  «  zur  Fonction  tod     m  bescbrelht  der  Ptmkt 
eine  Gurre  «j.  Es  ist  zu  nntersachen,  unter  welchen  Bedingungen 
eine  solche  Function  u  jezistirt,  ftlr  welche  die  Gerade  (1)  Haupt- 
normale  TOn  «1  wird. 

Es  mdgen  bezeichnen  /,  </,  h  die  RichtungscosinuB  der  Tangente, 
2,  m,  7»  die  der  Binormale,  t,  9  den  ErQmmnngs-  und  Torsionswinkel, 
l  die  KrOmmungsbrdte,  6  den  Torsionshogen  einer  Gurre  «  (gemAss 
der  Gurventheorie  T.  LYI.)»  der  Index  1  die  SäigehOrigkoit  zur  Gur?e 
•i,  die  Zeichen  ohne  Indoc  bezOglich  auf  die  rem  Punkte  (asys)  he- 
ichriehene  Genre     Femer  bezeichne  der  Aocent  an  den  genannten 

T«a  Lxm.  S4 
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Buchstaben  die  Differentiation  nach  dem  zngehdrigen  v,  dagegen  an 
a,     c  dieselbe  nach  v.  Ueberdies  sei 


ee' 


aa 


aa'a" 
bb'b" 
ee'c" 


woraus  bekanntermassen  folgt: 

Oj'«-  — ^«';  etc.  nnd  a">='da^—a\  etc. 

Da  die  Gerade  (1)  schon  zufolge  ihrer  Gleichungen  durch  die 
Gnnre  gebt,  so  ist  sie  deren  Hauptnormale^  wofern  sie  deren  Bich- 
tnng  hat  Daher  wird  allein  gefordert,  dass 

sei.  Dies  differentürt  giebt: 

(/j  sin   — /j  cos  Xi)dGi^  =  a'dv  j  etc. 

woraus: 

2|8inii--/iC082i  sa';  etc. 

ond  in  Verbindung  mit  (2) : 


(2) 


(3) 
(4) 


das  ist: 


g^'  114  sin  Aj — g^cosXx 
V  «HsiBAi— AjCOsiLi 


hb' ; 

/,  sin   + cos  Ai     oj ;  etc. 
Dies  wieder  verbunden  mit  (4)  giebt: 

« 

/i  =  %8inüf  o'oosAi  1 
=  oxcosili  -|-  a'sinili  ) 

Differentürt  man  GL  (5),  so  kommt: 

(AcosA,  ~l|SinAi)dli  —  —  a'ä^ 

und  nach  Division  durch  (4): 

Die  Gl.  (1)  differentürt  geben: 

/i^i  "-/dv  — odi*— a'tidv;  et& 


(5) 


(6) 


CT) 


Multiplicirt  man  mit  a ,  dann  mit  n',  dann  mit  und  addirt  die 
Analogen,  so  kommt  bei  Berücksichtigung  der  Werte  (6): 
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0  =  ii^+bg+iA}d$^du  \ 
— a»iCa8lji  =  (a>'+ÄV+«'*)8*— «3v   [  (8) 

also  nach  Elimination  von  dsj^: 

9u  =r  (af-^bg+i^yB»  (9) 
«  -  {a'/'^ö'g+c'h-^{at/'\'btg-{'eih)eoif4iBv\  ^  (10) 

Dividirt  man  beide  Gleichungou  und  integrirt,  so  erhält  man: 

P  (af^hg-\-ch)dv  

iogu  «>'4.ÄVH-c'Ä+(ai/+%-f  «iA)cot/-^iai*  ^^^^ 

Hieniaeli  •  als  bekannt  betrachtet,  findet  man: 

Dies  letztere,  mit  Bestimmnng  von  u  dnrch  (11),  ist  die  gesuchte 
Bedingung.  Nachdem  sie  erfüllt  ist,  icommt  erst  der  Wert  von 

den  direct  Gl.  (10)  liefert,  in  Anwcndnng,  wenn  man  die  bereits  als 
möglich  nachgewiesene  Construction  der  Cnrve  in  Ausführung 
bringen  will  und  zu  diesem  Zwecke  die  Strecke  1«  anf  der  Geraden 
vom  Punkte  (xyz)  abschneidet. 

Die  OL  (U)  (12)  Zeigen,  dass  a,h^e,f,g,h  willkfiilich  bldben, 
dass  also  nicht  nnr  die  Bichtnng  der  Goraden,  sondern  auch  die 
Tangentialrichtnng  der  Leitlinio  beliebig  varüren  Innn,.  and  nnr  die 
Strecke  auf  der  Leitlinie  von  jeder  Geraden  zur  consccntiveu  einen 
voi^eschriebenen  Wert  hat  Doch  selbst  diese  Strecke  lässt  sich  be- 
liebig proportional  ändern,  da  m,  und  mit  ihm  da  einen  Willkür 
liehen  constautcu  Factor  hat.  Genügt  also  eine  Leitlinio,  so  genikgt 
für  dieselben  Kichtungen  der  Geraden,  auch  jede  ähnliche. 


.§.  2. 

Ist  die  Leitlinie  orthogonal  snr  (Geraden,  so  wird 

dalier  »  oonstant  Hier  wird  Gl.  (10)  die  verlangte  Bedingung. 

Dieser  Fall  tindet  unter  andern  statt,  wenn  die  Gerade  schon 
Uauptnormale  einer  Curve  sq  ist.   Dauu  hat  man: 

a  etc. 
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Bio  bereits  entwickelten  hier  nur  auf  die  Cnne  zn  ttbertrageoden 
Conseqnenzen  hServcni,  GL  (4)  (5)  (3)  (7),  sind: 

a'  ■=  ^0  sin  Aß  —  /q  cos  Xq  ;  etc 
oi  =  ioC08Ao4-/oSiii^;  etc. 

Worms: 

/  Jdy  s      Ar  {k  const) 
Dies  eingeführt  in  (10)  giebt: 

Ist  die  Leitlinie  selbst  diese  Cnrre  so  ftnt  der  Index  0  weg,  nnd 
man  hat: 

sin  k'Bs  ds 

oder 

+ jsr^'*"^s ^    **  ^^^^ 

Dies  ist  die  Bedingung,  der  eine  Curve  «  genügen  muss,  damit  sie 
eine  gemeinsame  Hauptnormalc  mit  andern  Curven  habe.  Das 
gleichlautende  Resultat  fand  J,  A.  Scrrct  (Comptes  Rendus  LXXXV. 
p.  307.)  indem  er  die  letzte  Frage  dircct  untersuchte.  £s  ist  hiermit 
gezeigt,  dass  deren  Entsdbddnng  ans  dem  Ergebnis«  Y<m  f.  1.  als 
spedeUe  Gonseqitenz  ttbereinstimmend  bervofgeht 


§.  3. 

Neben  dem  vorstehenden  Beispiel  der  Anwendung  giebt  es 
bar  viele  coordinirte.  Gleich  speciell  ist  die  Frage: 

Welche  Bedingung  nmss  eine  Onrve  s  erflUlen,  damit  ihre  Bi- 
normalen  Hanptnormalen  anderer  Gnrven  seien? 

Wir  wollen  hier  sogleich  die  Leitlinie  als  die  Curvo  betrachten, 
deren  Binormale  die  Gerade  (1)  ist.   Dann  hat  man: 

a  =■  l-y  a  =  — /';   a^  —  f  ncbst  den  Analogen, 

Dies  eingeftthrt  in  (10)  giebt: 

»  — cotT  -0^   oder  g^«=MtgT   (u  const.) 

Die  Antwort  ist  also:  Der  Toraionsradins  moss  dem  tg  des  Krflm- 
mongswinkels  proportional  Tariken. 
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Ohne  die  speciellen  Fälle  weiter  zu  verfolgen,  geben  wir  jetzt  zu 
der  mitsprecheoden  allgemeinem  Frage  Aber: 

Wdcbo  BedinguDg  hat  oiuo  Curvo  «  zn  erfüllen,  damit  eine  mit 
ihrem  begleitenden  Axcnsystem  in  gegebener  fester  Verbindung  ste- 
hende Gerade  in  einer  andern  gegebenen  festen  Verbindung  mit  dem 
begleitenden  Axensystem  einer  andern  Curve     stehen  kann? 

Seien  rj,  t  die  constanten  Coordinaten  des  Ansgangspiuiktes 
dßt  Geraden  in  Bezug  auf  die  Tangente,  Biuormale,  HaaptDormale 

von  s  als  Axen ,  J^,  rj^^  fj  dieselben  in  Bezug  auf  die  von  »j ;  dann 
erhält  man,  indem  man  die  Coordinaten  eines  variabcln  Puukts  auf 
der  Geraden  in  Bezug  auf  die  festen  Axen,  einmal  von  ixyz)^  einmal 
von  (iCiyi^)  ausgehend,  identificirt: 


nebst  2  analogen  Gleichungen,  und  zwar  ist  für  constantc  «,  »j, 
ßiy  welebo  die  verlangte  feste  Stellung  der  Geraden  gegen  beide  Cur- 
Yen  aofldrjlcken, 


Dann  findet  man  durch  bekannte  und  in  §.  1.  bereits  aogewandte 
Operationen: 

a'  =»  —  /(sin  |3  sin  fi  -j-  sin  a  cos  ß  cos  ft) 

j  (cos  ßsiun — sin  o  sin  cos  fi)  -f  -  /  'cos  a  cos  ^ 

€$i  — /(sinttOOB/lsinit— 8in/}cosfi) 
-f  7(8in  «  rin /}8in  4-C08  j9  cos  f&)  ^ /'OOS  «sin  |i 


§.  4. 


(12) 


a -=»  (/cos/S       sin  jJ  )cos« +/' sittÄ  ;  etc. 

Zar  yereinfiftchnng  der  Bechnnng  sei 

tgft  8inatg(ji-i-jl) 


{  (13) 


(U) 


(15) 


woraos: 


fJBv  =  (T8in/l-J-4^co8/l)cos«— fi 


(16) 


nnd  in  inverser  Darstellung: 


/  B  aCOSaCOS/3  —  a'(sin/38in/i-{~sina  cosj3coS(n) 
4-ai(sinacos^sin^  —  sin^cosft) 
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l  =•  aco8«sm^+a'(cos/?8infi  — sin«sm/3co8|t) 

^'ä  aBiil«-|-(«'co8|ii  — ojsin  fi)co8o 
DifTereutürt  num  die  Gl.  (12),  so  ^mmt: 

/i(a»i-fca»i)+f,t,a<^,+/'/($,aTi-^j60i)  -  * 

Drückt  mau  nach  den  vorigcu  Formeln/,  l,f\fy,  l„  //  in  a,  a\  <i, 
aus,  so  rauss  die  Gleichung,  sofern  die  Axo  willkürlich  ist,  unab- 
hängig von  a,  a',  befriedigt  werden.  Dies  giebt  folgende  3  Glei- 
chungen : 

* 

(a*i  — j^d^)cosaiCog/?,  cos  «1  sin /J^ 

«h3«i)ain«i  —  (d»— ^dv)oo8ocos/34-{a»coBa8in/f 
^9)Bina— dl» 
— (a«i — fc^i)  (sin   sin  /x,  +Bin  «t,  cos    cos  Mi  ) 

+ti9^i(cos/Ji  siu^tj  —sin«,  sin  cos;ii)-f  (^,3*1— i^ja^i)cü8aiCos/i,=» 
— (8« — far)  (sin  j5  sin  I«  +  sin  «  cos  cos  ft) 

-|-i;a^(cosi3sinfi  —  sinosin/3cos  .u)  +  (^öt  —  >/c^)cosac08ji — uöv 

(Sä,  —  ^iStj)  (sinoTjCos/?!  siufi,  —  sin/Sj  cosfi,) 
4-  ti^»^  (sin  «1  sin/3i  sin    +co8/3i  cos/ij)  —  (fiatj— ij,8<^i)C08  «t  8in(4  — 
{ds — idt)  (sin  o  cos  j3  sin  ^ — sin  ß  cos  ft) 
4-  £:d^(8in  CK  sin  sin  fi  +  cos  cos  f») — {ibt  ^  i}d^)co8  «  sin  fi 

Die  erste  Glei«diinig  ist  linear  in  allen  Yariabcln  und  lässt  sich  durch 
Weglassbng  des  Differentialzeichens  integrireu.  Wir  wollen  jedoch 
mittelst  der  Belationen 

b%     de  cos      b&  =»  aasini 

8inatg(A+/')  =  tgft;  d4yco8(A+A  —  dycosfi  (17) 

und  der  Coordinatentransformation 

(£cos/3+irain^)eo8ct+(sin« 
V—  (Jcos/J+iyrin/l)aÄn«— tcos« 
f-^lsin/} — 17COS/} 

anzuwenden  auf  beide  Curven,  den  Gleichungen  einen  einfachem  Aus- 
druck geben.  Man  erhält,  indem  mau  die  t,  ^,  A  vollständig  auf  ^, 
V  redndrt: 

■   -4i<^*i  +  K'cosft,-f-f/8iniu,)av  = 

^ö*-i-(ij'cos^»4-t'8in^*)av  — au  (18) 
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^a»H-[^'+(t'oo8|i— Vnn|i)fliii|icota]dv— »d«r  (19) 

C,      — (t;,'co8fii-f-fi'8mfi,)sinfi,cotajöv  « 

Cö« — (i^'cos  fi^siü  /i  cot  «öv  (20) 

wo  zur  AbkOrzuiig 

A  SS  C08«rC08/9 

==  —  sin  ß  sin  /t  —  siu  «  cos  /5  cos 
C  =  —  siu /?  cos  fi -j- sin  «  cos  siü 

auf  beide  CurreB  anzuwenden,  gesetzt  ist 

Elimioirt  man  ds  und  da^  und  setzt 


80  erhält  man: 


'  ff  1  /i  ^ 


-4o8»+i?ottö»'     l>Sv  (21) 


Z>  =»  ^o(ycosjit-f  t'siuj*— •■»?i'cosfij— fi'sinfij) 
-|-i/„[§'f  (f'cosu— ^/'sinjtt)sinjU(•otf<— w/ — (f/cosfij — 7;,'.siu^j)sinfijColaj3 
+  Co[(i|'co8;4  -j-^'8iufi)8infi  cot«  —  (i^j'cos  fi^  -|~^i'^^Uf*]}^i^f*j.  cotaj 

Hier  steht  nach  (lö)  f(]  mit  fi  in  der  Relation: 

COtffj  sin  fij  -      —  cot«f  8in|i  -  ^  (22) 

Nimmt  man  nnn  die  Tangentialdchtnng  der  Cnrve  •  beliebig  an,  d.  h. 
betrachtet  man  /,  g,  h  al8  willkflrliche  Fonetionen  eines  yom  Bogen 
«  unabhängigen  Parameters,  so  folgen  aus  diesen  die  Werte  von  9 
unrl  A.  und  aus  diesen  wieder  nach  (17)  die  Werte  von  (i  nnd  v. 
Man  kann  daher  statt  dessen  [a  und  v  als  Vrillkilrlicho  Functionen 
ansehen.  Durch  sie  wird  mittelst  einer  Differentialgleichung  1.  Ord- 
nung (22)  /u,  bestimmt.  Demnach  können  Aq^  Bq  und  D  als  gegeben 
in  V  betrachtet  werden,  und  nach  Integration  von  GL  (21)  erhält  man: 


Bodv 

(23) 


r^"  /-Ddv  -r^4 

Jetzt  folgt  durch  Elimination  von  ds^  zwischen  (19)  und  (20): 


A^ds  =  Ci[|,'-|-(Jj'cos|u,  —  »;,'sin^,)sin^i,cot«i— r 

—  (i:'cos|Li— i/'sinfOsinfa'ota-f-  u'jdv  -f-  i^j[(%'cos  fij  -|-  i;j'siüfii)sin/i,cota, 

—  (i2'c08/i-4-^'siuf*)siuficot«jöv  (24) 
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Dies  ist  dio  gesuchte  Bedingung,  welche  demnach  immer  vom  Bogen 
«  erfüllt  ^ve^den  kann.  Das  Ergebniss  ist  dasselbe  wie  in  den  zuerst 
betrachteten  einfachen  Fiilleu :  l)ei  willkürlich  variirender  Taugential- 
richtung  der  ersten  Curve  wird  nur  ein  vorgescbriebeues  Bogenelo- 
meut  derselben  erfordert. 


i  6. 

Im  Vorstehenden  ist  die  ausgeführte  Integration  der  GL  (22) 
vorausgesetzt  Algebraisch  dargestellt  lautet  sie: 

(1  +««)      cot  «1  -  ^)     (1  +  «>i')  («  cot  a  ~  (25) 

wo  . 

und  Itast  Bich,  wenn  die  SpodaUdenng  «i  *-  «i^  bekannt  ist,  erfüllen 
durch 

•i— •©  —  *    .V  i.  «   (*  wiMkllriich  constant) 
nnd  swar  eiigiebt  sich  dnrch  Einftlhning: 

log^i  ==  vcottfi-i-2  J        —  «cotaj 

1  /^»^gvcottti  —dtlf^ 

Eine  solche  Speciallösung,  nämlich  =  ist  bekannt  in  dem  Falle 
a  =--  aj,  d.  i.  wenn  die  Gerade  mit  den  Haaptnonnalen  beider  Corren 
gleichen  Winkel  macht.  Hier  wird  einfiicher 

.  ^  0A-"')%  

^      » -^/VoCwöfCOt  « — da) 


Femer  kann  mau  die  ursprüngliche,  allgemeine  Gleichung  (24) 
in  eine  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  verwandeln  durch  die  Substitu- 
tion: 

ni&mlich  in 

e«z,    2cotgi  hii 
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welche  u.  a.  für  cot«,  (fc,  const.)  lösbar  ist.    Damit  jedoch 

dieser  Fall  stattfindet,  niuss  (i  die  Ditfereutialgleichung  (16)  fUr  con* 
Btantes  ^  erfttUen.  Macht  man  hier  dio  analoge  SobstitotioD,  so  er- 
hält man: 

cot«  =  kJ\    COta^^  ^  k^J 


«1  = 


und  nach  Intogmlioii: 

f  f 

wo 

*"    2e   •  2«, 

gesetzt  ist,  und  e  oder  f,  auch  compicx  für  den  Modul  1  sein  kann. 
Fttr  y  oder  y'»0  wird  v,  mithiu  auch  A  coustant,  und  man  erhält 

eine  Cutyo  s  von  linearer  Torsion,  d.  h.  wo  ^  lineare  Function  von 
r  ist.  Wie  ich  in  der  Curventhcorie  §.  3.  (T.  LVI.  p.  65.  Gl.  (33)^ 
gezeigt  habe,  hat  eine  solclic  Curvo  Bezug  auf  eine  feste  Gerade, 
derart,  dass,  wenn  man  dieselbe  zur  x  Axe  nimmt,  die  Stellung  des 
begleitenden  Axensystem^  dargestellt  ist  durch  die  Werte: 

/-«sinil;      <7=:co8jlco8tf  ;    A  =  co8isinir  > 

/'=0    ;      g'=  —  sma     ;     Ä'=cosa         (  (36) 
.    2=»cosi',      m  =  — siaAcosoj    n=— sinAsina  / 

Wir  wollen  nun  f&r  den  angedeateten  eintachen  Fall  die  Gon- 
strnction  der  Onrve  «  In  AnslÜhmns  hringea,  indem  wir  /^s  o  und 
zugleich  /j'—  0  setzen.  Daun  rind  |i  und  fi,,  also  auch  A,  B,  C, 
Ai,  B^,  C],  A^,  Bf,,  und  D  constant,  und  mit  Elnftthning  der  ÜB* 
abhängigen    fttr  das  proportionale  v  kann  man 

SaV 

~-     aigf  (s  const) 

setzen.   GL  (23)  geht  dann  über  in 

u  —  iB'e«*«*+i^  iE',      coasi)  (27) 
und  demzufolge  Gl.  (24)  in 
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Jetzt  giebt  eine  leichte  Integration: 


«  «  BinX  (-j^e*»»*+ JVf) 


Die  durch  diese  3  Gleichungen  dargestellte  Curvc  ist  also  ein  Bei- 
spiel einer  solchen,  welche  der,  anfangs  §.  4.  geoaunten  Bedingung 
genügt.  Es  hat  sidi  nun  gezeigt,  dass  unter  den  Cnrven  ,  weldie 
die  ebendaselliBt  geforderte  Besiehnng  und  Lage  zur  Urcurve  haben, 
eine  ezislirti  welche  von  derselben  Form  wie  diese  ist.  Um  die 
Gleichungen  dieser  Gurve,  unter  blosser  Voraussetzung  der  Form  (28), 
völlig  allgemein  aufzustellen,  mttssteu  wir  erstlich  für  A,  E,  F  neue 
Werte  A„  f^,  substituiren,  dann  aber  audi  die  sich  ergebenden 

Coordinatenwerte  auf  ein  neues  CoordiDatenaxonsystem  beziehen  und 
erst  von  da  auf  das  alte  rcducircn.  Die  so  erhaltenen  Coordinaten 
ar,,  //,,  3j  müssen  daiiu,  ii<'!)st  den  a-,  y,  z  aus  ('2S),  den/,  //,  A  aus 
(26)  und  den  entsi)rcchondcu  /"j,  eingeführt,  die  Gl.  (12)  für 

ifgcud  ein  u  befriedigen.  Es  zeigt  sich  jedoch  gleich  anfangs,  dass 
dies  nur  möglich  ist,  wenn  erstens  f  ^  Jj,  und  zweitens  die  Axe  von 
«,  d.  i.  die  der  x,  zugleich  Axe  von  ist.  Die  Coordinatentransfor- 
mation  besteht  dann  nur  in  einer  Verschiebung  längs  der  »  Bichtnng 
um  eine  Gonstante  K  und  in  einer  Rotation  nm  die  m  Axe  auf  einen 
Constanten  'Vf^nkel  d,  der  als  Inerement  zu  a  in  den  periodischen 
Functionen  hinzutritt  So  erhMt  man: 


yj  -I-    «  —  fcos  i,[ii;,e*«z*+«*+«N-')  -{-Fl 

Demnach  haben  die  Gl.  (12)  und  die  combiuirtou  2  analogen  die  Formi 

Ut^*+  I7,tf  =  0.  (der  constanto  Teil  gehoben  durch  K) 
(K+<r')e«*ft^V^^,Vi'«  0 

und  man  findet  folgende  6  Belationen: 


sin  kl 
sin« 


sinA 


sine 


f£'co8oain(il+/3) 


Ui  —  /isinAi  — ifsinA  —  0 
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F+tF'—  --iEie»c«'+«)co§ilj|+iBe^oo8X 
+£'[008aco8(X+/f)+«gin«]  —  0 

-f-  F'[cos  «  cos(A  -f-  /^)  +  »sin  et) 

Die  3  Oleiciraiigeii  ZT—F^F'— 0  lind  homogoi  in  JS^  £^ 
daher  bleibt  nach  Elimination  von  £t,  -S'  die  GrOsse  E  unbestimmt, 
wie  es  ihrem  Ursprang  als  Integrationsconstantc  zukommt  Statt 
dessen  mnss  die  CoeffidentendetermiDante  versehwinden,  also 


BtaXi  sinA  0 

sin(d-f-«)co8/l,  sin«  cos  A       cos«  cos(A  +  jJ) 

— cos(d4-«)cos  Aj      — cos«  cos  A  siua 


0  (29) 


Setzt  man 


sein.  Dagegen  sind  die  3  Gleichungen  l\     F,  ü  nicht 

homogen  in  F,  Fj,  F\  und  würden,  wenn  die  Goefficienten  gegeben 
wftren,  alle  3  Grössen  bestimmen. 

Za  den  vorstehenden  Bestimmungen  mnss  noch  hinzukommen, 
daas  die  bogl^tenden  Axensystemc  beider  Gurren  die  durch  die  Gl. 
(13)  ausgedruckte  gegenseitige  Stellung  haben  sollen.  Diese  (jlei- 
diuQgen  lauten  infolge  von  (26)  hier: 

rt  «=»  cos  tif  siu(A  -\-ß)  =  cos  ff j  8in(A.i  -f-  /?i  ) 

i4- =  C'^CCOS  aCü3(A  -f  i3)  4-  /Siu  a]  —      >  (30) 

+«r)[co8ci(jiC08(A|  4"  ßx)  4-  *     «iJ  ' 

cos«8in(A-hiS)     nno'  ) 
C0B«eM{X+ß)  ->  cos o' cos/3'     I  '(31) 
sin«  =  cosft'sin/}'  ' 

cos  «1  sin(Ai  -}-/?,)  =  sin  o'  (32) 
cosflriCOB(ii4-/ri)  =  Gos«'coB(^'— '  d)  (33) 
dno,  =s  cosa'si]i(/l'~d)  (34) 

Nimmt  mau  jetzt  k  beliebig  an,  so  sind  «',  ß'  bestimmt  durch  (31), 
dann  d  durch  (34),  und  X,  durch  (32),  während  Gl.  (33)  als  Folge 
von  (32)  (34)  nicht  in  Beclmung  kommt,  endlich  t  durah  (29).  Es 
hat  sich  ergeben,  dass  eine  Gurvo  voa  der  Form  (28)  der  an&ngs 
gestellten  Bedingung  fbr  die  10  beliebig  gogebenen  Oonstanten  «,  ß, 
ßii  h  Vi  lif  nii  Ik  ^  genflgen  vermag,  wenn  bloss  F  und  s 
angemessen  bestimmt  werden. 


so  wird 
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XVffl. 

GoniometriBche  Beihen. 

Von 

G.  Dobinski. 


1)  Seist  man  in  der  gouioiDetriidiea  Formel 

-Sil« 

der  Bdhe  nach: 

«  »  ar,  2tB,  4dr,  8flf,  ...  2»-**, 

so  erhält  mau  die  Gleichuugcn: 


ud  dnrdi  Adfitten: 

cotg|  — cotg(2" 

oder: 


Dohintkit  Gmim*ln$ek»  JRtftM.  88t 

colg|-cotg(2"->  Ol) 
2)  Setzt  man  in  der  ubigon  Formel 


(t  1 
cot«3-cot««-gj;; 


te  Beilie  naeb: 


X     X     X      X  1  1 

tt  »  iE.        7*  3*  «'Ä*  •••  SIS* 


so  erhftlt  man  die  GleichugMi: 

X  90  1 

cotg^  -cotgl-  — 

»  a;  1 

COtgg  —  ÜOtgi=  — 


col«i^-coti3-  — 


und  durch  Addition: 

sin^    ain^    ataig  alngi^i 

oder: 

cosec«4-co8ec|-f'CöBec|-j-*iesec|+    "Hcosec^^  = 

=  cotg^  —  cotg»  (ID 
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3)  -WeU 

0082«= 


taug2«— tanga 
woniu: 

taiig2a— taoga  taiigflr.8ec2a 
so  ertiftlt  man  dnrch  Substitution  von 

«  — »,  2«,  4*,  8«  ...  {2^-^)x,  (2^1)»  . 

die  Gleidiaiigen: 

tang2ir— taug  x  =  tang  x.sec2j: 
taug 4a-  —  tang  2x  •=  tang  2x .  sec ix 

taagdx— taog4e  =  tang4x.8ec8x 
•  •  . 

tang(2")3:— tailg(2»-»)a:  taDg(2»-i)a:.S©c(2»)« 

und  doich  Addition 

tanga: . sec 2a;-j-  taug 2x .  sec  4x -j- tang 4c .  secSx-j-  , . . 

...  +  tang(2"-i)«.8ec  (2")a  =  tÄng(2«)a:—  tangx  (I) 
4)  Setzt  man  hier  2-*>»  filr     bo  kommt: 

tangg .  secaf-l- tang I . sec^ +tangg .  sec  ^ -f  . 

...+tang|..8ec~ri=s  tang«— tang|,  a) 


Für  n=sQD  ist 

lim 

daber: 


■ 


X  X  X  X  X 

taug« «tangg.secz+tang^. sec g+tangg.  sec^+  ...  (U) 

5)  Setzt  man  in  der  goniometrischen  Formel 
tang«  »  cotgo— 2cotg2tt 

der  Keihe  nach: 

«  —  «,  2«,  4ä«,  Sk,  ...  (2»-i>r 

80  erb&lt  man  die  Gleichungen: 

tang  a;  =  cotg  x — 2cotg2as 
tang2«  »  cotg2x— 2cotg4« 
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tangis  =  cotg4ae— 2cotg3a; 

•  •  • 

•  •  • 
«  *  • 

tai|g(2>*-l)a;  00tg(3»-l)ar-^2C0tg(2*»)a: 
Multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1,  2,  2«,  2«  2*,  ...  2»-8,  2»»-i, 
BO  erfaSlt  man,  iiadi  AddHioo: 

tangx-|-2tang2a:-f-4tang4x-|-8tangÖx-j- ... 

+(2«-2)tailg(2»  2>a:+(2"-»)tang(2«-l)a;  «  cotg«— 2».00lÄ(2")at  (I) 
6)  Setat  man  in  der  obigen  Formel 

cotgo»  — 2cotg2a)  =  taagoi 


der  Reihe  nach: 


X     X     X  X 

2'  4'  8'  16*  •  "  2»'-2'  2»^ 


mnltiplicirt  die  entstehenden  Oleiebnngen  der  Bdhe  nach  mit 

1  1  1  Jl^        1  1 
'  I*  V  8*  16*     2»-*'  a«^»* 

80  erhält  man,  nach  Addition: 

taug  X  -j-  ^tang^4-?  taüg^+^tang^+ ... 

+  -  2J^i- cotg 2irri-  2cotg2!i: 
Für  n  »  OD  ist 

1       X     1       se  1 
tang  X  +        ä+^tang  I . . . « - — cotg2se 


0) 


daher: 


(U) 


n 

Setzt  mau  in  dieser  Formel    =>  ^-  so  ist 


|tang^+^tangg -i-jgtangjg  + ... 


m 


7)  Weü 


r  - 
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cotg«— 2co<;g2o  —  taag« 

also 

[cotg  iu]*-f  4[cotg2ö)]* — 4co1|[«.cotg2(i>  =  [taag  wj' 
and  zwar 

«otg..cotg2»  =  j— .  ji^ai  -  ^a[>S'»j'  °  «""8"^'-  * 

80  folgt: 

2+4[cot«2a]«— [coi«  »]«  —  [tang  »]« 
Setit  man  in  ffieser  Gldchmig,  der  Beihe  nach 

»  =     2x,  4jc,  8«,  ...  (2«-2)«,  C2"-i)ar, 

so  erhält  man: 

24-4[cotg2x]*— [cotg  «]*  [*»Bg  «]• 
2+4[oo1g4aQ*— [eotg2±]*  —  [tang2v]* 
24-4[cotg8iQ*-[colg4fl!]»  —  [taiig4!»]» 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

2-l-4[cotg(2»)«]^— [cotg(2»»-i)a:]«  —  [tang(2"-l)ar|« 

MnltipUdrt  man  die  enlsteheaden-  Olaiclinngen  der  Beihe  naeh  mit 

2\  22  2*,  2«,  2^  ...  (22)"-2^  (22)»'-X 
nnd  addirt  sie,  so  erhält  man: 

[tanga-]« -I-  [2 tang 2xY + [4  tang  Ixjs-j-  [8 tang 8a-]2-f  . . . 

4-  [2«-i .  tang  (2"-i)a;]2  =  |[23"  —  1]     [2»» .  cot«  (2«)a;]2  -  [cotg  (I) 

8)  Setzt  man  in  der  obigen  Formel 

2+4[cotg2»]«— [cotg  w]2  =  [tang  w]* 
der  Hoihe  nach: 

XXX  X 

•  —  «I  2*  4*  8  2*-^ 

multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Beihe  nach  mit 

1    1    1^    1    1  1  1 

go»  2*'  2**  2**  2®  ***  (2^-2'  (2*>*'~^' 

80  erhält  man,  nach  Addition: 

[tangx]«+  [|tang^]  +  [^tang|]  +  [^tang|j  +  ... 

+  t'irptang  ^^^-J  =  |l "  pir]  +  [tä^J-  Ja-ita^g  g^Li] 
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Für  «  —  CO,  wo 

lun  1 2^  I  «->  0,  und 


Üm[^2"-».tang2^ij« 


wird,  bat  man: 

2 

Qekt  hier  ob  stetig  ia  ^  Aber,  so  erhält  naa: 

1 


für  «<? 


i 


(II) 


an) 


9)  Setst  man  in  der  identiaehen  Oleicbnng 

sin  »•  l^sin         |[2si]i »  ~8iii2o] 

der  Reüio  nach: 

0»  ->     2»,  4a;,  Sa;,  ...  (2»»-2)a;,  (2«-i)a5, 

moltlplicirt  die  entstehendeii  Gleichungen  der  Btihe  nach  mit 

1111  jL 

'  2*  4'  8*  16'  •  ■ '  2"--'  2«-i* 
SO  erhftlt  man,  nach  Addition: 

sinasj^sin^j  +i8in2«[Bin«p-|-i8in4«[Bin2iB3*-|*  ... 

+  2~i8in(2»-i>[8in(2»-2)»]^-i[8infl:~i^^  a) 

Diese  Gleichoog  kann  man  auch  schreiben: 
2oo8  ^  +  cosa:[8inaj]»+lco8  Är[8in2«J»4-^  C084fl:[8in4fl5p4- 

+ ...  C08,2"-a)».[8in(2«-J^!cP  -=  i[8in«-|,.8iii(2«)aj]  (H) 

Für  u  =  op,  WO 

TtUUIII. 
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ist,  folgt: 

sin  a-  l^sin  ^j'-f  i  sin  2a:[8ina;]2  -f  1 8ia4«r[8in      -\-  i  sin  &r[8in  4a-J2  +  . . . 

^  isina;  (III) 

2  cos     sin  2  -j-C08ar[8inaj]^-|~  Jco8  2a'[8iu  2r]^-j-|cos4a-[siii4.rP 

H-  i  cos  8!i:[siü  Öa:j^+  . . .  =  i  &iu  «  (IV) 

LSsst  man  2äB  an  die  SteUe  von  »  treten,  so  eiigiebt  sich  ans 
(TV)  die  Gleioboog: 

C08a![aina:]*-f  Jcos  2a-[8in2x]^-f-  i  co84a:[8iü4«]^-|- Jco88aj[8m8aj)* 

-f-V^G08l6a;[8iBl6«]*+  ...  —  ^sinSte  (Y) 

10)  beizt  man  iJi  den  obigen  Formeln  (1)  (II)  2^-"a;  für  or,  so 
kommt: 

12 


sin  X  l^sin ^  -f  2  sin  ^  [^"^4]  4"  ^  s^*^  ^  [s»"  i^]  +       \ [^^"  ^] 
+  16  siu[sin^]  -f  ...-l-2»'-i.8in^i.  ]^m^  - 
i  j^^^.singij^i— 8in2a:j 

und 

.  2oo8|  j^siu^j  4~4co8^  ["^i]  +**cos  ^j^siu^j  +16cos    [^in^j  -f- 
. . .  3» .  cos  |i .  [sin  ~  j     i  [2'» .  sin  2^  —  Bin  2»  J  (U) 

Fflr  »  —  OD  erhiUt  man: 
lim[2-.8in2;^j     21im  [2*  ».«in^J  -arüm  [?^\8iBg^J  « 

» — 
2JJ=1  J 
darans  folgt: 

sina?[^8in|] V28in|[]siii^J  +4aiB||_ainQ  H-Ösin^j^sin^y 

+  ...  =  ^[2«— sin2»]  (ni) 
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20082!  sing  J  -|-4co8j  siii^J  4-8co8gj^singj  +16cosl  sin^J 

+     =  Bia2»]  (IV) 

für  jeden  Wert  von  «. 

Mb  den  beiden  Gleichiiiigeii  (III)  imd  (IV),  eriifilt  man  fQr 

n 
2 

«  —  2  l^su^  1^*"*^]  "N""*f*  ^''O  ['"^iö] 

+168in~(_»mg| )  +  ...}  (V) 

«r  =  2  <4  cos^  I  sin^  I  4-8cos  ^  1  sin  ^  J  +16co8     I  sin  ^-^  J 

+82C08  ^  j'sin  ä'^]  +  . . .  }  (VIJ 

11)  Es  ist: 

[sm  ß] '  =  [sin  «J '  —  L   ü  J 

mau  setzt: 

«      a-,  2a-,        Ha;,  ...  (2»-»)ar,  (2»*-i)ir 

midtiplidit  die  entstehenden  Gleidinngen  der  Beilte  nach  mit: 

III  1  1 

'  V  4**  4**  ***  4i«-s'  * 

und  addirtj  dann  kommt: 

tsin«]*4-i[8in2^]^+ i[8in4x]*+[,[8mö*J*4-?^^  +  ... 

+       [8in(2"-i)x]*  =  [sina.]*-  J  (D 

oder: 

wo  X  jede  beliebige  Zahl  bezeichnen  kann. 
Für  n»»,  wo 

hmL-^J^O 

ist  daher; 
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[8ilw]*+Ksin2x]*+^|j[8in4a-]*+  ^^CsmSxJ^-f  ^^[sinlGa]'  -|- 

+  ...«[8«»]«  (DI) 

für  jedeu  Wert  von  x. 

1^  Seist  nao     der  obigen  Formel 

der  B^he  nach 

X  m  »   s6         X  « 
«  —     2'  4»  g*  1$      2»-«'  2»-** 

multiplicirt  die  entstebendeu  Gleichungeu  der  Reibe  nach  mit 

1,  4»  4»,  4»  4*  ...  4*-«  4«-» 

und  addirt,  so  erhalt  man: 

+  ...  +4»->  [sinjj.^.]  =  [2-  ..rt.  -  [^^  J  (I) 

Far  «s:oD,  wo 

lim  [2"-i .  sin^J  x 

ist  daher: 

[8in«]*-H  |]siüQ'  -1- 16 1  sin^'  -f  04  j^8iny*+256|^8in^]^  + 

für  jeden  Wert  yon  «. 
Setzt  man 


»-2 


so  findet  man: 

 m 

Ä  ==       j^sin^ J  +lti|^8in^]  -Hi^j^sin^J  4-2r>(>|^sia^gjV 
13)  Setzt  man  in  der  identischen  Gleichung : 

GOSECK     L8iu2aJ  ~  [sin«]-' 

der  Reihe  nach: 

aj,  2«,  4«,  Öflp    ,  (2»-*)aB^ 
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multiplicirt  dio  entstehenden  Gieichimgen  der  Reihe  OAch  mit 
1,  2«  4»  8»,  16»  ...  (2"-«)»  (2*-»)» 

so  erhält  man,  nach  Addition: 

14)  Setzt  man  hier  2i~»«  für     so  kommt: 

[cosa?]     j^2cos^J      (^^^^4]  I 

Fflr  n=»,  wo 

lim[2«-^8in2^J 

folgt: 

Gleichung  (II)  kann  man,  weil 


C2  -[^_     1_  ^  1 


ist,  schreibeii: 


das  ist  für  »  — 


1  _1 

[sin«]* 


-  j   ^  ^ 

f  )  I  4co8  j  I     I  ^^'gj     L ^^^16  J 
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15)  Setzt  man  in  der  gouiometriscliea  Formel: 

fang  o — 2taDg  ^  =  tang  «  .  1  taug  ^1 
der  Beihe  nach: 

moltiplicirt  die  eulstehendeii  Gleichangen  der  Reihe  nach  mit 

1  1  1  1  1 

*  2*  4*  8'  16  "*  2»-''  2»-* 

so  erhält  mau,  uach  Addition: 

taDgv.|^tang^^  +|taiig2a;.[ta]|ga;]*+i^<^^*[^8^]'+ 

^li taiig(2»->«)[tong(2"-W -  ^teiig(2^M-2taiig| 

16)  Setzt  man  hier  2i->^  fOr     so  kommt: 
taagK^tang^^ +2tang|  •  |^tang|]  -f  4taog|.  |]^0 

H- ...  +2«-».taiig2|ri  •  |[ta«8|».J*  -  tang« -2». tang ^  (D 
Fflr  » 0»,  vo 

lim  1^2« .  taug       =  a; 

ergiebt  sich: 

tanga;[^UngQ-j-2tang^[^taug^+4tang^.|^taüg?]  + 

4-8tai)g  ^ .  [^taug  -1  tang« —as  (U) 

«ttr  «<~. 

LäBBt  man  »  stetig  in  ^  flheigehen,  so  erhält  man: 

«  —  4  —  |4tang^|^tang^^  +8taDggj^taug^J 
+16tang^[tang~]"  +  .. .  |  (III) 

17)  Setzt  man  in  der  identischen  Gleichung 
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_  cos«       ^    cos  2a 

der  Beihe  uach: 

moltiplicirt  die  entstehenden  Gleichnngen  der  Reihe  nach  mit 

1,  2»,  43  83,  163  ...  (2«-2)^  (2«-i)», 
80  erhält  man,  nach  Addition: 

tang;6.[8eca:]=*4-2taug2a:.[2sec2^]^-f 4tang4x-.|'4sec4xJ''-j-  ... 

...  -i-2'»-i.taiig(2«-i)a;.[2«-».sec(2'— = 
cos«  8».cos(2»)a; 
[8lnl3*"'piä(ü")«P 

18)  Setzt  man  hier  21-*^  fOr    so  kommt: 
tangaCsecsrp+ltangg.l^iseCgJ  +itang^  •  j^lscc^  J 
+4««»g8 ■  |_is<!c g  I  +  Atang  •  jg  •       soc  jg  J  +  ... 


2»— 1 


X     l    1  X  -V 

•  tang       •  L^i^^i  •  sec  ^^zi J  - 


cos  2^1 


8  cos  2« 


S^-ismg^jTiJ 
Für  n  5=  00,  wo 


MmQoos^^i  ]  =1 


nnd 


lim  j^2»*-i  .  sin  21^1]  =  a: .  lim 


sin 


folgt: 


[tangj»].[sec»P+[ltang|][]lsec*]  +  j^l^ang^  ][_i8ec|"| 

fllr  «  <  ^  • 


1       8  cos  2a; 
[8in2^P 


(I) 


(I) 


(n) 


Fttr    —  ^  erhält  man: 
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oder: 
ft 


8m|-  srng-  Bin^  " 

+  F  IPTi+F- — ir=is  +  -- 


iL^8^]  C^O  L^u] 


,1t      .Ä  \» 

tm-T  buIq  biaj^  ' 

*      _L  ?  L  i?— _L. 


[4co8j3      [öcos^]  [i6cos^] 


Kutuo,  29.  Mai  1»76. 
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XIX. 

Summirang  emiger  Arensreihen. 

Von 

G.  Dobinski. 


Eine  neue  Gnppe  summiilMrer  endlicher  und  unendlicher  Reihen 
erhält  man,  wenn  man  die  Snmmeuformeln  Q.)  und  (II)  m  61.  Teil 
des  ArcbiTS  (Miacellen  S.  434)  anwendet 

IKese  Formeln  sind: 

iLA»)-/(*-l)]-y(»)-/(0)  a) 

^IX«)-/(«- D]  -  limA»)-/(0)  (U) 


1)  £s  sei 

Ä-\-B(x-\-l) 

/C«)-arcteng-^_^^-^^3y 


/(a:~l)  =  arctaDg^^ 


,  A-\-B(n+l) 

/(O)  —  arctang 


dann  Ist: 

1    [g-f. + 1)]  +     + 4- D]  V  [a4^x]-^[^l+Mf 

 [gg— M]  


Oigitized  by 


Dobinski:  Summirung  einiger  Arcusreihen. 

Die  Samminingsfonnel  (I)  giebt  Dun: 


A  4- B(n  4-1)  A4-n 
=  «<"«ß«+i(„+l)— ««•"Salpi  (III) 

Setzt  ma&  hieria 

1 


^  —  -7- 


q—r 


J5  =  0 

nebst  der  BedioguDgsgleiGhuAg: 

<7«-r«=s4[j»r— 1] 
80  erhält  man  nach  die  letzten  Formel  (III): 

.    -arcta,.g^^^-arctoBg^^^--^jj^  (IV) 
Fflr  00 

+  «retang^^:p9;.+...-«iotiu.g^_|:_.  (V) 

* 

2)  Setzt  man 

so  wird 

iaictang  =  arctaug^^p^^j^p  +  arctang  j,^^,^^» 

+  arctang  ^^3^3t+- .  +  arctang  f,.p;^  -  f  -  arctang^^ 

Für  n  —  oo 

Jarctang£^~^:^l  -  arctang^^-^^:^,  +  arctangp^jjj^, 
4-arctang  j^pl^pp  +  arc tang  ^^4^4^  +  ♦ "  ^  ^ 
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3)  Man  setze 

j»  =^    —  0 

f  0  ist 


1      »  .1 


Ffir  «  00 


«SaietaDg  ^  =  arctBDg      +  ans  taug  ^l^j  +  aictang 

4-arctaiig^^j+...«| 

4)  Ist 

SO  ergiebt  fich: 

»  2 

S  aretaDg  —  arctMgi+ÄWtaiigTV+wctangi^ 

2  2 
+...+arcUng  g^^^g  =  arctangi-arctang^j^ 


Für  n  — 00 


2 


iutmg^^^^^i  =-  arctangiH-arctangVÄ+arctang/r 


ö)  Mau  setze 

9-  — 24 

r  =  +  10 

80  wird: 

+...+arctang^^,_^^^g--arctajigi~arctaDgjö;^ 
Für  n  —  00 
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+arctang^+... arctang| 

6)  Sotzen  wir 

so  ergiebt  sieb: 

2?arcteng3^_g^_g  =:  arctang^V+arctangTlT+arctang^ 
H- . + arctang  ^  =  awtangiV-  arc  taug  g^^^ 

Für  n  »  00 

|arctangg^_^g^_^  =  arctaDg,is+arctaiigTi,-f  arctang,|j 
+Äre  taDg  4 1 4  -f . . .  =  ai-c  tang  jij, 

7)  Für 

1>  =  — 18 
3  =  —  12 

bat  man; 

*  1 

f  •™**^7ÄS-riä^i8  =  arctang^^^+arctaugji^  H-arctaug^hr 
+  ...+arctwig^,^2„_^g  =  arctaDg3>j  -axctang^jq-^j 
Für  «  «  00 

—  12r— 18     «"Stetig 4»,  -f  arctaug,,!^ -j-arctangßfy 

-f  arctaugiVrt  + . . .  —  arctaag^ 

8)  Setzt  man 

P  4 

3  =  — 16 
r  — -1-26 

80  eutstoht: 

"  1 

f  ^'^^^^"g2feB«-~16g--4  "  ««<i'a»«>+a«Jtaiig^H-arctangTiy 


DigitizM  b^^dSgl^ 


Fttr  n  —  00 

+  arctaug3ig  4- . . .  =  arctaog  ^ 

9)  FOr 

bat  man: 

2:arctang^_^^_^  =  arctang  ^  +  arctaagi^  4-arctaiig^ 

+  ...+arctangg;^5f:::^^ 

Für  7i  Qo 

J  arctang  g^^-j^:::!;  =  arctangH-  arctang  A  +  arctangA . 

+  arctang  tIt  4-...  =  1 

10)  Setzen  wir 

P  i 

q  1 

r-  +  S 

SO  eigiebt  sich: 

H  3 

Z  arctang  g^_3^_>^  —  arctangf  +  arctangÄ  +  arctang  A 
+ . . .  +  arc  lang  =  f  ~ 

Für  «  =  00 

3 


Jarctang  =  arctang  1  +  arctang    +  arctang 

4-arctangxüj4-...=j 

11)  Han  setze 

/(»>  — a»arctang^ 


f{x—X)  —  »»-1  arctang 


/(»)  — 2»»  arctang^ 


«"arctaqg^ 
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SO  ist: 

/(»)  —/(»-l)  -  2»Ärctang  ^  -  2-»  arctang  j~iß 


2*-i    ^  ^  4(2»-'j?)»+3(2»-i/^)«* 


ftg  _ 

Wendet  mau  die  SummiruQgsformel  (I)  an,  so  erhält  man: 

(VI) 

1 2«->  arc  topg  4^2»-!/»»+  8(2«-^/?)i»»  2-arctang^-arctang| 
Für  n  =  00 ,  wo 

lim2"arctang^  =  lim2»  {2^ - 3;|ir^  +  5:^.^6 •} 

ia         tfl  tfi  \  tt 

M  2-1  arctang  ^^ißy^  J^^^-iß^  =  |  -  arc  tang  ^  (VII) 

12)  Setst  man 

«  -1 

80  hat  man  nach  (VI): 

£ 2^-1  arctaag^g^^^, ^ 8(2-ijl)  =  2« arctang^  -  arc  lang  i 
Für  n  —  00 

1 2«-i arc tang 4(2^i^)»!j.-3(2»-i^)  =  ^  -  arctang^ 

13)  Für 

«  =  #  =  1 

bekommen  wir  nach  (VI): 


ist  daher: 

»8 


•  •  • 
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£  2^-1  arctang -  »rctaugi  +  2arctang3V 
+  4arctang,^  4-. . .+ 2"-i  arctang^- sys^g^g«-») 


Für  n  =  CO 


1 

J 2*-iarctang^^g^t^a^3^g,_i^  -  arctaugj  -f  2arctang^^ 

+4iirctaiig^^  +  8arctaiig3Tj>«nr  +     =  ^ 
14)  Man  setze 

X«)  -=  arc  tang  arc  lang  ~        —  arctang       -f-arc  tang  ^ 

1) «  arctang -H-arctang^  |/(0)    4  +  2  "  T 
80  isti 

fix)  —/(ic—l)  =  arc  taug        —  arc  tang 
—  2»  («+1)  —  i     2i  {x~l)  —  / 

1    l  +  l*  2 

--««--TT — 

1  &« 

«* 

Die  SrnniBirimgBformel  (S)  giebt  nim: 

«  2  2  2  2 

arctang^  =  aic  taug     -j-  arc  tang    +  arc  tang  32  +  •  •  • 

+ arc  tang  ^  — -^  —  arctang        —  arc  tang  ^j^^ 
Für  n  =  00 
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«  2  2  2  2 

*«wtang^  =  arc  taug    4"  *rc  tang    +  arc  tang  ^ 

1  2   ,  3ff 

+  awtangj,+...;=-j- 

Diese  Gleichung  ist  von  Herrn  E.  Beltrami  im  „Giornale  di  Ma- 
tematiche"  18G7.  p.  189.  und  \oii  Ilerni  Grunert  im  „Archiv  der 
Mathematik  und  Physik'^  1867.  y.  3G2.  angegeben.  ' 

Kutoot,  den  22.  Mftrs  1878. 
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XX. 

Die  Badicalaxen  der  wichtigsten  Symmetriekreise 

des  Dreieckiä. 

Von 

Emil  Hain. 


;r  sei  ein  Pmikt  in  der  Ebene  des  CoordinatendreieGks  ABC 
{BC=  o,  Winkel  CAB  «  «)  mit  den  proportional  den  Seitenabstftn* 
den  gewäUten  Ooordinaten  «»  «>«.  IGt  J,  F  beseSdinen  wir 
benehongsireise  die  Miitelpunkte  des  dem  Dreieck  vmselviebeiien^ 
eingeschriebenen  nnd  dorch  die  Seitenmitten  gehenden  Kreises.  Ihre 
Gleichungen  sind: 

SaxbTe  0 

2<i^{b-{-c—a)^Xa*—2i:hc(c-^a^b){a-{-b^c)xiXc  =  0 
2^a  COS  OdCa^ — SaXh'J^e  ==  0. 

Ist 

die  Gleichung  eines  Kreises,  so  ist  (Arcbiv  LX  78) 
b^gec-^r  c^gbb — 2  bcgu  =  const  ==  ö. 
Fttr  den  Um-,  In-  und  Fenerbnch'schen  Kreis  ist: 

Durch  die  Schnittpuukte  der  Kreise  (gaa,  gbc)i  {gaa\  ghc)  geht 
der  Kegelschnitt  igaa-\-^gaaj  g\>c-{-^gbc)-  Degenerirt  derselbe  in  ein 
System  von  zwei  Geraden ,  so  ist  die  eine  von  diesen  die  Radical- 
axe  der  beiden  Kreise,  die  andere  die  Verbindungsgerade  der  imagi- 
nären Kreispunkte,  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Dreieckebene. 
Also  ist  dann: 


TaULXIIL 
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Die  GleichuDgeu: 
ergeben: 

Die  Badicalaxe  der  Kreise  {gmt  gu),  igaa^  gte')  ist  also  die  Gerade: 

Bezeichnen  wir  die  Kadicalaxe  zweier  Kreise  mit  den  Mittel- 
paukten     Q  mit  Jipq,  so  ist: 

S  a(a — h)  (a — e). 

Die  Jiui  geht  durch  den  Punkt  A  — den  unendlich  entfernten  Punkt 
der  Harmonikaien  des  Inkreisceutrums,  welche  also  auf  der  VJ  senk- 
recht  steht. 

Die  Bu/  ist  die  Harmonikaie  des  HOheiiBcbiiittes.  Die  geht 
durch  den  Punkt 

Z  =  c)<(Ä-|-c— a). 

Die  Coordinaten  dieses  Ponktes  genügen  anch  der  deiehimg  des 
Inkreises:  ________ 

Jede  Taugente  Oj  des  Inkreises  muss  die  Gleichung 

befriedigen.   Dies  geschieht  für  a,     «(o  —  b)(a~-c). 

Sonach  ist  die  Jii/  Tangente  des  Inkreises.  Inkreis  nnd  Fener- 
bach'scher  Kreis  berOhren  sich  in 
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XXI. 

Ueber  die  Teilung  der  Seiten  eines  Dreiecks. 

Von 

Emil  Hain. 


I.  Anf  der  Seite  BC  des  Dreiecks  ABC  seien  folgende  Pnnkto 
der  Beihe  nach  gelten: 

BAeAhC 

80  dass: 

BC  a 
«       n  ' 

wo  n  <  ino  brliebif^o  «zauze  Zabl  ist.  Bezeichnen  ^c(a),  -<4c(6),  Acic) 
die  Normalen  von  Ac  aui  BC^  CA^  AB^  so  gibt  die  Figur: 

2(n-l)P 

2F 

^c(c)  =  — .   wo     =  ^^äC 

Wftlen  wir  trimetrische  Goordinaten,  die  diesen  Ausdrucken  propor- 
tional sind,  so  eriialten  wir: 

Ae^O  (n— 1)0  h 

Ebenso  ist 

Ai  =  0  e  («— 

Nach  dem  Carnot'schen  Satze  liegen  die  sechs  Punkte  Ab  anf 
einem  Kegelschnitte 

WO  die  va  den  Normalen  X(a)  des  Punktes  X  proportional  und  die 
^M,  9hc  zn  bestimmen  sind. 

s<« 
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Setzen  wir  die  Coordinatenwerte  von  J»,  Ae  in  diese  Gletchmig 
dn,  so  folgt: 

Die  Snbtraction  dieser  Gleichungen  gibt: 

WO  einen  ProportionalitfttsiSsctor  bezeichnet  Diese  Werte,  in  eine 
der  vorigen  Oleichnngen  eingeselst,  bestinnnen: 


.  /n«— 2n  +  2\ 


Der  Kegelschnitt,  anf  welchem  die  ^»  liegen,  hat  also  die  Gleichung: 

Bezeichnen  wir  mit  Ab^'^  ein  Punktepaar  auf  HC  in  der  Auf- 
einanderfolge 

BAe**Ah»»C 

80  dass 

n  u 

Dann  ist 

^6"»  =0  e  (u—l)b 

Die  Gleichnng  des  Kegelschnittes,  anf  welchem  die  A^  liegen,  lautet: 

Denken  wir  uns  die  Teilung  der  Seite  BC  über  B  und  6'  hinaus  fort- 
gesetzt und  bezeichnen  wir  mit  ^-"^  Ab-*"  Punkte  auf  HC  in  der 
Folge 

Ae-^BCAh-"^ 

für  welche 


Es  gelten  dann  dieselben  Beziehnngen,  nnr  ist  das  Yorzeichen  von  m 
in  das  entgegengesetzte  zu  verwandeln. 

n.  Wird  in  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  S 

u — 1  =  0,  so  fallen  je  zwei  Punkte  Ab  mit  den  Ecken  des  Dreiecks 
zusammen  mid  die  Gl^chuug  des  Kegelschnitts  hat  die  Form: 
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Das  ist  die  Gleichung  eines  dem  Urdreicck  umschriebenen  Kegel- 
schnitts. In  A  sind  die  Punkte  BaC'a  vereinigt;  weil  aber  JiaC'a  pa- 
rallel BC  ist,  so  ist  für  den  Fall 

u  —  1  =  U,     m  =  n 

der  K^elschnitt  eine  Mlipge,  welche  die  durch  die  Ecken  des  Drei- 
ecks 7A1  den  Gegenseiten  parallel  gezogenen  (reraden  berttJurt  (Ar- 
chiv LXII.  Seite  435.). 

Sollea  die  Coefficienten  der  xk»e  verschwinden;  so  sagt  die  Be* 
dingung 

tt»— 2t«+2  -  0, 

dass  es  keinen  reellen  Kegelsdiiütt  8  giebt,  dem  das  Breiedc  ABC 
polar  entsprickt 

Der  Eegelsehnitt 
ist  ein  Kreis,  wenn 

Für  S  werden  die  drei  Werte  von  G  vcrbchiedcu,  der  Kegelschnitt 
iS  ist  (den  Fall  des  gleichseitigen  Dreiecks  ausgeschlossen)  kein  Ki*eis. 

Nach  Schendel  (Elemente  der  analytischen  Gteomelrie,  S^te  79.) 
ist  fftr 

,           g^.gec  %6c 

*"  ~         "T"  c2   ~  Ä<? 

der  Kegelschnitt  (^m,  gbe)  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel,  je  nachdem  ^ 
negativ,  NnU  oder  positiv  ist.  Fttr  nnsem  Fiül  wird 

Alle  Kegelschnitte  8  sind  sonadi  Ellipsen.  Fftr  n  —  2  erhalten  wir 
die  Gleichung  der  Ellipse,  welche  die  Dreiecfcseiten  in  den  Mitten 
bertthrt;  sie  lautet: 

HL  Setzen  wir 

u — 1 

so  hat  die  Polare  ^nes  Punktes  |  in  Besng  auf  8  die  Gleichung: 

d8      ,  dS      ,  dS 

•wo  in  i9  fttr  die  X  die  |  substituirt  werden. 
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Die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Direieckebeue 

ist: 

Soll  {  der  lüttclpunkt  von  8  sdn,  io  mUsaen  die  |  den  drei  GM- 
chuDgen  genflgen: 

Der  Punkt  |  ist  also  der  Symmetriepnnkt  he,  IHe  Eegelsehnitte  B 
haben  also  einen  gemeinaamen  llittelpunkt,  den  Schwerpunkt  des 
Urdreiecks. 

IV.  Die  Gesammtheit  der  Kegelschnitte  S  ist  ein  Büschel,  des- 
sen Elemente  die  unendlich  ferne  Gerade  in  zwei  imaginären  Punkten 
berühren. 

Qnadriren  wir  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden,  so 
erhalten  wir; 

Die  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte 

£a^Xa^  =  ü,       ZhcXhXc  =  0 

liegen  also  auf  der  nn^nidlich  fernen  Geraden,  indem  zwei  Paare  in 
je  einem  Punkte  zusammenfallen. 

Die  Kegelschnitte  S  sind  also  concentrisch,  ähnlich  und  ähnlich 
gelten. 

V.  Ist 

I  gaa    gab     fjac  { 
-3  =  I  9ba    gib     gbc  "i      gik  ^  gki 

I  g<M  ga   gcc  1 
#1»  9«ib  ffae  a 

9h»  9»  gu  ^ 

9ea  ^ed  ^ce  ^ 
a      b      €  0 

80  ist  der  Fttckeninhalt  9  der  Ellipse 

gegeben  durch  den  Ausdruck: 

(Salmon-Fiedler,  Kegelschnitte,  Seite  69a) 

Für  die  Ellipsen  S  ist: 

^  =  (2£+l)(6— 
D— _3(£  — I)«a2j2c« 
_      2PJt   2f4-l  _  iFn_  «»  —  3« 4- 3 

aya'  «—i  "  sya'  i*» 

Wien,  Jänner  1879. 
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xxn. 

Zur  Involution. 

Von 

Enil  Hain. 


Bozeichnnugen. 

ABC  sei  das  Faudamcntaldreieck,   BC^a,  ^CAB 
A  ABC  =  K 

P  sei  irp^cnd  ein  Puukt  iu  der  Ebene  dieses  Dreiecks,  I\a)  die 
Normale  vou  /'  auf  HC.  Wir  bczcichueu  die  triuietriscbeu  Coordi- 
uatcu  von  P  mit  p„,  pi.  pc  uud  nehmen  diese  den  Seitenuormalen 
P(a)  proportional  an,  so  dass 

2F 

apa-\-f>pb-{-Cpe 

Dass  xbi  die  Coordinaten  des  Punktes  X  seien,  zeigen  wir  an 
durch: 

Die  Gleichnng: 

WO  O],  6],  ci  constant,  und  dio  variabel  sind,  gehört  einer  bestimm- 
ten €reraden  O  an,  und  vir  drttcken  dies  ans: 

6^  =  0^  <!i  . 

Ist  pa  (oi)  äne  qrmmetriache  Function  von  ft,  e  und  geben  j»»,  pe 
Ci)  durch  ^Uisdie  Substitution  der  a,     c  m  pa  (%)  hervor, 

so  heisst  P  ein  Symmetriepunkt  (und  ®  ciue  Symmetriegerade)  des 
Dreiecks.  Wir  schreiben  dann:  P^p^  (d  =  <fi. 
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Sttin:  Zur  Jwoobition. 


Bezeicliuen  J,  5,  L\  H  Inki-ciscentrum,  Schwerpunkt,  Umkreis- 
centmm,  Höhenschnitt  des  Fundamcntaldrciecks,  so  ist: 

•/=  1,    S  =  bc^    £7  =  Cosa,    Zf=  COSjScosy 

Die  Gerade  %  =  b—e  enthält  alle  Symmetriepiuikte  ^-|-^+^ 
wo    pacametriscli  den  einsselnea  Punkten  entspriclit 

Verlängert  man  die  Höhe  von  A  auf  BC  über  ihren  Schnittpunkt 
IIa  mit  dieser  Seite  bis  Ä'^  so  dass 

imd  zieht  man  dareli  A'  zu  BC  eine  panQele  Gerade,  so  bilden  diese 
Normalen  auf  die  Höhen  ein  Dreieck,  das  dem  Urdreiecke  fthnlieh  ist 
Der  Homologiepnnkt  beider  Dreieeke  ist  der  Punkt 

tpa-\-b-\-c 

Fdr  H^''»'  a^ff^oü  erhalten  wir  den  Grebe'sohen  Punkt  G^»a. 

Sciinddet  PA  die  BC  in  Po,  und  ist  JD^  der  vierte  zu  P«  besllg- 
lieh  BC  liannoniscbe  Punkt,  so  liegen  die  I]^  in  der  Geraden  i»»jie, 
welche  die  Hannonikale  von  P  h^st  und  die  gerade  Polare  Yon  P 

bezüglich  der  dreiseitigen  Cnrre  ABC  ist  P  heisst  der  harmonische 
Pol  der  Geraden  naUbUc^ 

Die  Punkte  P  =  pai  ptpc  heissen  reciproke  Punkte.  Ihre 
Gonstmction  beruht  darauf,  dass  AP,  AQ  wSt  AJ  dieselben  Winkel 
Mldeu. 

Die  Geraden  ^  =  «tj,  &'=  b^c^  heissen  redproke  Gerade.  Fttr 
sie  ist  der  Winkel  A^aj  gleich  dem  Winkel  A^'AJ  auf  der  andern 
Seite  Yon  AJ,  wo  Aj,  A^  die  Schnitte  der  ®,  %*  mit  BC  sind. 

Liegen  die  Schnittpunkte  der  Transversalen  zweier  Punkte  L\  Q 
mit  den  Seiten  symmetrisch  zu  den  Seiteumitten,  so  ist  für  F=pa 

Q  =  b'^c^pbpc. 

Ist  Sa  die  Mitte  von  BC  und  liegen  die  Schnittpunkte  zweier 
Geraden         mit  den  Seiten  zu  den  8a  symmetrisch,  so  ist  (Ssa« 

I. 

Bine  beliebige  Gerade  ®  in  der  Ebene  des  Fondamentaldreiecks 
ABC  werde  von  BC  in  A^,  von  den  Transversalen  PA  eines  Punktes 
P  in  $d  getroffen.  Aj^a  sind  Punktpaare  einer  Involution.  Die 
Coordinaten  des  Centraipunktes  O  derselben  sind  zu  bestimmen. 

Für  Psjia»  95«,  ist: 
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Ha  im  Zw  Jnvolution. 


Die  Parallele  za  ®  durch  P  treffe  i?C  in  ^g.  C^C^ 
schneiden  sich  in  A\  Bt%^  C^$»  in  f[.  AU  trifit  (9  in  a 

Wir  erhalten: 

=0  yi  — 

Die  weitere  Beclmang  gibt: 
Fttr  Psl,  (S^l  wird 

0  =  2(1  —  0  — c 

d.  h.  die  HalbiruDgsliiiien  der  Aussenwinkel  eines  Uroiccks  treffen 
die  GegeDseitt'u  in  Puukten  eiuer  Geraden,  deren  Sclinittpunkto  mit 
den  inneren  Wiukelhalbirenden  zu  den  crsteren  conjugirtc  Punkte 
einer  Involution  sind ;  der  Ccntralpunkt  derselben  liegt  zugleich  uuf 
deijenigcn  Geraden,  welche  den  Grebe'sclien  Punkt  des  Dreiecks  mit 
dem  Inkreiscentrum  verbindet, 

Ist  &  die  Uarmonikale  von  I\  also  oj  =  pbpe,  dann  erhalten  wir 

O  s  paiftap» — Äp» — epe) 

Ist  also  die  Construction  des  Punktes  P  bekannt,  so  kann  dio 
des  Punktes 

O^pai^a  —  ^b  —  q^) 

anf  folgende  Weise  ausgeführt  jrerden: 

Die  Harmonikale  von  P  trifft  BCisLlIt^PA  in       Der  Central- 

ponkt  der  Involation  2%^«  ist  der  Punkt  O. 

Die  allgeineine  Form  des  Punktes  O  ergibt  noch  Folgendes: 
Dreht  sich      während  P  fest  bleibt,  um  einen  Paukt,  hat  also 

Ol  die  Form  g^a'-f-a":  dann  sind  die  Coordiaaten     von  O  besaglich 

^  dritten  Grades  und  der  Ort  Ton  O  ist  eine  Gurve  dritten  Qrades 

vom  €^hlecht  Null. 

n. 

PA,  QÄ  treffen  die  BC  in  /'a,  Qa.  Die  Paare  P,  C  und  P«,  Qa 
bestimmen  anf  den  Dreiecfcselten  Involutionen,  deren  Oentra  5^  in 
^ner  Geraden  liegen. 


Digitized  by  Google 


I 


410;.  Saini  Zur  Inmlution. 

Ist  Sa  die  Mitto  von  BC,  so  trifft  SbSc  die  HC  in  dem  zu  Sa 
congugirteu  Punkte.   Bio  Verbinduugsgerade  der  Schnittpunkte 

trifft  BC  in       Nun  ist: 


Sa  =  0 

e 

h 

Pa  =  0 

pi 

pc 

Qa=0 

wenn  P= j»«,  Q  =  9»  Es  ist         ÄC^  8cB  s  AB\  ferner: 


apr 

—  hpc 

hph 

(tqu 

cqc 

—  cqi 

hpi 

0 

—  ape 

iStOa,  ScB)  = 

cqc 

0 

Die  Yerbindnngagerado  dieser  Punkte  hat  die  Form: 

apeqb  ^peq€  bp^qi, 

Also  ist: 

Sa^O         abp«phqrqi,         — eapepmqeq» 

Die  3a  liegen  dcmuacli  iu  der  Geraden  bcpbpcqbqc 

Der  harmonische  Pol  dieser  Geraden  ist  der  Fnnict  JTs  apaqa. 
Die  Gonstmction  von  X  ist  also  folgende: 

PA,  QA  {r~pa,  Q^q.i)  treifen  BC  in  Qa.  -Sa  sei  die 
Mitte  von  BC.  Die  Yerbindungsgerade  der  Schnittpunkte  (^C,  SePah 
(ABf  ßhOa)  treffe  in  fili.  JCi  trenne  £C  harmonisdi  von  SU. 
Die  iUKi  schneiden  sidi  in  X 

Fällt  /'  mit  Q  zusammen,  so  wird  Ja  =  Qa  ein  Doppelpunkt  der 
Involution,  und  X  erhält  die  Form 

Für  PS     Q  =  1  wird  Jr=      Weitere  SpeciallUle  sind: 

P=pay        Q  =  bh^pi  PC  X=S 

P  =  P0,      Q  =  S,  x~r 


P  und  ®  seien  ein  beliebiger  Punkt  und  eine  beliebige  Gerade 
in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC.  PAy  %  treifen  BC  in  P«,  A^, 
Die  Edren  BC  bestimmen  mit  dem  Pnnkipaar  Pa,  A^  eine  Involution 
mit  dem  Centmm       Die  AXa  schnöden  sich  in  einem  Pnnlct. 
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Sn  sd  die  Mitte  von  BC,      =  =  a^.    SbPay  ScB  und 

8bC\  ScAi  schneideu  sich  in  den  Tunkten: 

Die  Yerbiiidaiigsgenide  dieser  Punkte  tri£Ft  die  BC  in 

JEi  =  0        iCjfliPi  cajk^po 
Sonach  begegnen  sich  die  AXa  in    s  a&t^^j'a. 
SpecieUe  Werte  sind: 

Aehnlich  findet  man  den  Satz: 

IHe  Schnittpunkte  der  Seiten  eines  Dreiecks  mit  zwei  Geraden 
in  der  Ebene  desselben  bestimmen  mit  den  Ecken  anf  den  Seiten 
drei  InTclntioneny  deren  Contra  in  ^er  Geraden  liegen.  —  Treffen 
Ol  s        =    die  BC  in  so  liegen  die  Gentra  der  durch 

die  Paare  O  und  J^y  gegebenen  Involutionen  auf  der  Geraden 
bea^a^  Diese  wird  flQr  %  h^Ci  die  Harmouikalc  des  Grebe'schcn 
Punktes ,  fUr  %  ***^x<H.  unendlich  ferne  Gerade  der  Dreieck- 
ebene; letzteres  geht  auch  unmittelbar  aus  dem  Umstände  hervor, 
dass  in  diesem  Falle  die  Involution  gleichseitig-hyperbolisch  wird. 


IV. 

Die  Sdmittpnnkte  der  Dreieckseiten  mit  einem  Kogelscbnitt  be- 
stimmen mit  den  Ecken  des  Dreiecks  anf  den  Seiten  desselben  drei 
Involutionen,  deren  GentnUpunkte  in  einer  Geraden  liegen. 

Die  Gleichung  des  Kegelschnittes  sei: 

Die  Schnittpunkte  <^«,      desselben  mit  BC  hal)en  die  Formen : 

=  0        —1/hc+«  +P» 
V«5  0         — «  +ff» 

=  gbe^  —  gbhgte 

SbSg  ist  parallel  zn  BC^  wenn  Sa  die  Hitte  dieser  Seite  ist 
Dann  folgt: 
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ScOa  =  agbh  — 


0 

1 
0 


0  0 


Die  Ycrbiuduugggeradc  der  Punkte 


hat  die  Form: 


—hgec 


und  schneidet  die  £<7  in 


Sm  =  0 


caght 


Die  &  liegen  ako  in  der  Geraden  legtw  Für  den  Fenorbach- 
8chen  Kreis  (Neonpunkthreis)  ist  ^«a  »  acosce,  begM  cos«. 

Die  Iliirmouikale  des  Höhenschnitts  geht  tiurch  die  Ceutra  der 
drei  Involutionen,  welche  der  Fcuerbach'scho  Kreis  mit  den  Ecken 
des  Dr^eeks  anf  dessen  Seiten  bestimmt. 

Bilden  die  Kegelsclmitto  (fjm,  gic)  ein  Büschel,  so  geht  die  Go- 
rade der  luTolutionscentra  durch  einen  i'estcn  Punkt 

Zo^eich  erhellt,  dass  dmrch  Frojectioii  der  vorigen  Figuren  all* 
gemeinere  Sfttze  erhalten  werden,  In  welchen  statt  der  anendlich  fernen 
Punkte  der  Breieckscitcn  Schnitte  derselben  mit  einer  beliebigen  Ge- 
raden, und  statt  der  Involntionscentra  die  zu  diesen  Schnitten  cooila- 
girten  Punkte  anftreten. 


Wien,  Aprfl  1879. 
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XXIIL 

Beiträge  zur  Theorie  der  Teilbarkeit. 

Von 

Karl  Broda. 

Abdruck  aus  dem  Programm«  d*r  k.  k.  BoalKhnle  in  Carulineatbal  (Frag). 


Es  sei  die  dekadische  Zahl 

^  =r  oo  +  Ol  10-f-  ...  ö«10«*+  an  f  1 10»H  +  ...  ««ii  10^+^211^.1 10*»+»  + 

auf  die  Teilbarkeit  dnrch  die  Primzahl  p  zu  untersuchen,  wobei 
Oo  ...  ao«,  h2u\\  . die  einzelnen  Ziffern  vorstellen,  so  ist  bekannt- 
lieh  Z  durch  jp  teilbar,  wenn  in  der  Gleichung 

P 

_j_  (^3h  +  1  rSM^^i  -f~  — ^^>«  *'4«)-|- ... 


p 

bestimmt  sind,  wobei  durch  ^i,  ...  nur  ganze  .iZahlen  ausgedrückt 
werden.  Es  ist  daher 
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—  1 

-10  - 

Mt 

• 
• 

-.10»— 

* 
• 

• 
• 

■ 

• 

=  10»— 

« 

(2) 


Vei'wandelt  man  min  eineu  gemeinsameu  Bruch,  dessen  Nenner  p  ist, 
iu  eiiu'u  Decimalbrnch ,  und  ist  p  eine  solche  Primzahl,  dass  sich 
eine  geradstellige  Periode  von  2n  Zitfcru  ergiebt,  stellt  a  irgend  eine 
constante  Zahl  vor,  go  1>0st0ht  die  in  meinen  Entwickelungen  in  Gm- 
nerts  Archiv  (1874)  5a.  Td),  Seite  90  anüsestettte  Bdation 

Ä-giV-Z  (3) 

Beachtet  man  die  dort  ttlix  R,  N  und  Z  angenommene  Bedentong,  so 
liefert  mit  Berdcksichtigung  der  hier  dordigefilhrten  Beseiehnnng 
Relation  (3)  folgende  Gleichnngen 

Aus  der  angefülirtcn  Arbeit  folgt  für  a,  falls  p  eine  Primzahl 
ist,  der  Wert  =  9,  woraus  sich  sofort  die  Relationen 

n^rn+i  =  ri-4-r«^2  —  rt+rn+s  =»  r^-j-rn^*  —  ...  =  p  .  .  (6) 
ergeben.  Ans  der  Gleichung  (5)  erhält  man: 

r«+i  =s  |>— ro,   r«-|.2  =  i^  —  r^,    r»^t  =  j>— rj,   ra»  =    -     ,  (6) 

Setzt  man  die  unter  (6)  gefundenen  Werte  in  Gleichung  (1),  und 
bedenkt  man,  dass,  der  Annahme  zu  Folge,  nur  2»  versdiiedene 
Reste  möglich  sind,  schreibt  man  also  für  n^^i  ...  rfa,  ««»fi  ...  r4fi 
die  entsprechenden  Werte,  so  ist 

Z  ^  [opro-f-  ...  aMrH'\-aH+\{p— VqS a2u(p — r»)] 
1»  "  P 

.  [l^'hiji rp -}-..•  ^3« -j- hn^ijp  —  ^o)  4~  •  •  •  Wi>  —  «"k)]  4~  •  ♦ . 

P 

Es  ist  nach  einfacher  Bednction 
Z     [(opro-f- ...  a»rn)  — (aw-t-irp-}-  ...  flBwr«)] 

i  ^  •  -u; 

wobei  Q  nur  eine  ganze  Zahl  bedeuten  kann. 
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Schreibt  man  fflr  ...  r»  die  Werte  ans  Gleioliiuig  (2)  in  die 
BeUüon  (7),  so  ist: 

Z  1 

y  ™ 

+  ...  a8„(10»— |»flk)]+[Ä2*+i+Äft,+a(10-i><jri)4-  ...  MIO"— »)1 

-^[A8„+l4-  ...  MIO»— p</r.)]-f  .••  1  +  Q 

Die  letzte  Gleichung  liefert  nach  geschehener  Umformnng 

4-...|)-hQ'  (8) 

wobei  Q'  für  den  bei  der  Reduction  sich  ergebenden  ganzzahligen 
Wert  gesetzt  wurde.  Gleichung  (8)  liefert  sofort  das  Gesetz  der  Teil- 
barkeit der  dekadischen  Zahl  Z  durcli  die  Primzahl  p,  wobei  betont 
werden  muss,  dass  p  eine  solehe  Primzahl  vorstellt,  die  als  Nenner 
eines  gemeinen  Bruches  bei  der  Verwandlung  in  einen  Decimalbruch 
^ne  2n  BtelUge  Periode  liefSert 

Gleichung  (8)  liefert  folgende  Regel  fOr  die  Teilbarkeit: 

Man  teile  die  zu  nntersnehende  Zahl  von  den  Einern 
angefangen  in  Glassen  zn  je  n  Ziffern.  Man  vermindere 
die  Summe  der  Zahlen  der  an  den  ungeraden  Stellen 
stehenden  Glassen  nm  die  Summe  der  an  den  geraden 
Classenstellen  stehenden  Zahlen.  Ist  nun  diese  Diffe- 
renz ein  Vielfaches  von}»,  so  ist  die  gegebene  Zahl  durch 
p  teilbar. 

Ist  z.  B.  p  eine  der  Primzahlen: 

7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  47,  59,  61,  73,  89,  97,  101  u.  8.  w., 
so  ergeben  sich  für  2n  der  Bdhe  nach  die  Werte: 

6,  2,   6,  16,  18,  22,  28,  46,  58,  60,   8,  44,  48,     4  u.  s.  f. 

Einige  Beispiele  sollen  nun  die  praktische  Anwendung  der  ge- 
wonnenen Bogel  klarstellen« 

I.  Esselz.  B.  die  Zahl  ^- 32132407917848944  anf  die  Tea- 
barkeit  durch  137  zu  untersuchen.  Da  nun  alle  137 tel  8  Stellen 
bedtzen,  so  muss  Z  in  Glassen  von  je  4  Ziffern  geteilt  werden,  und 
zwar  in  folgender  Weue: 

3   2132   4079   1784  3944 
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(3+40794-3944  =  8026)— (2132-|- 1784  =  3916)  =  4110. 

Da  niiii  411  ein  VielAichflfl  tob  137  bt,  so  isf  Z  dorcli  p  trälbar.  « 

Aus  dieser  Untersuchung  folgt  unmittelbar,  daas  Zahl  obwol  die 
73tel  8  Stellen  liefern,  durch  73  nicht  teilbar  ist,  weil  78  kdn  ali- 
quoter Teil  Ton  411  ist 

II.  Es  soll  die  Zahl  Z=  1473492207487:3  in  die  Primfactoren 
zerlegt  werdeu.  Man  findet  bald,  >Yenn  man  die  Einteilung  in  Classen 
der  Reihe  nach  mit  2,  3  und  4  Ziileru  vornimmt  und  die  besproche- 
nen Operationen  ausführt,  der  Reihe  nach  die  Reste:  0,  1001  und 
10001.  Dem  Reste  0  entsprechen  alle  Primzahlen,  die  vierstellige 
Perioden  liefieni;  es  Ist  daher  101  ein  Mens  yon  Z. 

Da  nun  alle  ICX^ltel  6  Stellen,  alle  l(XX»ltel  8  Stellen  besitzen, 
und  da  der  Rest  1001  durch  1001  und  der  Rest  10001  durch  10001 
teilbar  ist,  so  muss: 

-zr-  (10*+l)aO»+l)(10«+ 1)14673 

sein.  Untersucht  mau  14573,  indem  man  die  Einteilung  zu  je  3  Zif- 
fern vornimmt,  so  erhält  man  als  Best  559 ;  da  559  durch  13  teilbar 
ist,  80  ist  der  Factor  13  gefunden,  es  ist  14573  — 13.1121.  Bedenkt 
man,  dass  die  73tel  und  137tel  8  Stellen,  die  7tel  and  13tel  6 
Stellen  haben,  so  ist  10001  =  73.137  nnd  1001  —  7.11.18,  daher 

,  Z«7.11.13M9.59.73.101.137. 

III.  Wendet  man  dieses  Gesetz  auf  Zahlen  von  der  Form 

Zi  =  10^+10^-i-h ...  10+1 

an,  so  ergeben  sich  bemerkenswerte  Teilbarkeits-Gesetze.  Schreibt 
man  der  Reihe  nach  ffir  r :  1,  3,  5  u.  s.  w.,  so  erhftlt  man  die  gerad- 
stelligen  Zahlen:  11,  Uli,  111111  a.  s.  f.;  wendet  man  nun  die  ent^ 
wickelten  G^tze  in  der  Weise  an,  dass  fOr  die  erste  Zahl  11  die 
Glasse  zu  je  ^er  Ziifer,  fttr  die  zweite  Zahl  Uli  die  Olasse  zu  je 
zwei,  dann  fftr  die  folgenden  Zahlen  die  Glasse  zu  je  drei,  dann  zu 
je  vier  u.  s.  w.  Ziffern  genommen  werden ,  so  bekommt  man  nach 
Durchftthning  der  angedeuteten  Operationen  immer  den  Rest  0.  Es 
folgt  hieraus  sofort,  dass  jede  dieser  Zahlen  für  sich  alle  jene  Prim- 
zahlen als  Masse  besitzt,  die  als  Nonnor  gemeiner  Brüche  geschrieben 
bei  der  Verwandlung  in  Dccinialbrüchc  so  viele  Stellen  liefert,  als  die 
Zahl  Ziffern  besitzt.  Wendet  man  die  zuletzt  gemachten  Bemerkungen 
z.  B.  auf  die  Zahl  Zj  =  11111111  au,  so  ist  1111  —  1111  =  0.  Da 
nun  allen  10001  tel,  da  lOüOl  10^ -f^  acht  Stellen,  also  ebenso 
viel  Stellen,  als      Zififem  hat,  zukommen,  so  ist  10001  »  137.73 
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ein  Factor  von  ;  wendet  man  diese  Untersuchung  auch  auf  den. 
Factor  IUI  au,  sa  ergibt  sieb,  da  die  101  tci  4  Stelion  babeu, 

Zi  —  10001.1111  »  11.73.101.137. 

Als  bemerkenswert  kann  als  Folgerung  des  Vorhergehenden  noch 
hervorgebobon  werden,  dass  sich  lili-  die  Primzahl  ;j  immer  eiuViel- 
fifeches  von  der  Form  lO^-f-lO'-i-}- ...  1  finden  laset;  so  ist  leicbt 
einznsehen,  dass  z.  B.  Air  die  Frimcahl  39  das  Teriangte  Vielfache 
mit  44  Einsern  geschrieben  wird. 

Bildet  man  fOr  j>  das  entsprechende  Vielfache  von  der  Form 

=  10»  4-10'-!+  ...  lo-fl, 

so  ist 

7  =  »^» 

wo    irgend  eine  ganze. Zahl  vorstellt;  es  ist  dann 

^1  =  «'  (9) 

Wird  nnn  a  als  eine  constante  Zahl  angenommen,  so  ist  anch 

aZi  =  an2}  (10) 

Nimmt  man  a  ^  d,  und  schreibt  statt  2^  den  Wert  10^-|- 
lOr-i^ . ..  104-1  in  der  Gleichung  (10),  so  ist: 

9[10'4-10'-i+  ...  10+1]  =  9pii. 

Da  nun  für  9  =  10  — 1  geschrieben  werden  kann,  so  erhält  man 

[10— llpO^-j-lO^-i-h  ...  10+1]  =  9p;» 

oder  nach  einfacher  Keduction: 

daher  die  Relation: 

^j,      =9C  (U) 

Aus  Gleichung  (11)  erhellt,  dass  10''+^— 1  als  Vielfaches,  welches 
mit  r+1  Nennern  geschrieben  wird,  fOr  jedes  beliebige  p  gefanden 
werden  kann,  wenn  nnr  fOr  r  die  entsprechende  ungerade  Zahl  ge- 
setzt wird. 

Ist  r  gerade,  so  bestellen  ganz  ähnliche  Kelationcn,  nur  sind  die 
entsprechondcii  Primzahlen  solche,  die  als  Nenner  gemeiner  Brüche 
bei  der  \'erwaudiuug  in  Dccinialbrüche  eine  ungcradstellige  Periüdo 
bilden;  z.  B.  37,  41. 

Teil  LXm.  S7 
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Fasst  mau  die  gowonnenou  Resultate  zusammen,  so  folgt  daraus, 
dass  eine  Zahl,  die  nur  mit  Neuucni  gcschriebcu  ist,  durch  jede  be- 
liebige Primwhl  tfiflbar  ist,  wenn  nur  die  Anzahl  der  Keoner  die 
eutsprecbende  ist 


Betraehtuof  des  Teilbarkelts-fiesetzes  in  UeziehttiiK  auf  ein 
beliebiges  Zablen-b^stem. 

Kin  rein  periodischer  Bruch,  der  im  «t  teiligen  System  geschrieben 
ist,  und  der  eine  gerade  Stellenxahl  besitzt,  kann,  wenn  x  die  erste 
nud  y  die  zweite  Hälfte  der  Periode,  und  weun  r  ihre  Stellenzahl 
bedeutet,  immer  dargestellt  werden  durch  die  Reihe 


+  i^rH"  «sr  +  ^  +  „6r  +  (12) . 


Soll  die  ideutische  (jricichuug 

(«- 1) KH-i]    i^"^  t^r-r  ^r-t-  ^     .  .  .  .(13) 

wobei  a  eine  coustauto  Grösse  vorstellt,  bestehen,  so  muss 
sein.  Setzt  man  für  die  Belbo 

1 H"  ^it  +  «4,  +  „ü,  +  •  •  • 

das  Snmmenglied 


so  wird: 


Berechnet  man  aus  der  letzten  Gleichung  tf+y»  ^  ergibt  sich 
nach  ein&cher  Beduction 

(«»•—l)[a +(«-!)«]  -  («-l)[xa>  -i-3/l; 

Terrichtet  man  die  Operationen,  so  ist 

a(«'— l)H-(«— IX«*^— 1)«  —  «'(a— l)«+(a--l)y; 
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ordnet  man  diese  Gleichung,  so  wird . 

a(a«--l)«(«-~l)(»+y), 

woraus  sich  für 

-  ^'ri«  •. .  •  (1*) 

der  entsprechende  Wert  ergibt.  Es  ist  aber  weiter 

Da  nun  der  Factor  «-j- 1  die  Summe  der  auf  einander 

folgenden  Potenzen  der  Grundzahl  a  bedeutet,  also  immer  eine  nur 
mit  Einsern  zu  schreibende  Zahl  ist,  so  ergibt  sich  für  die 
Kelation 

*~l";v  —  rt.  1111  .. 

es  muss  also  die  Summe  der  beiden  halben  Perioden  eine 
r  ziffrige  Zahl  geben,  deren  einzelne  Ziffern  durch  die 
Zahl  a  ausgedruckt  erscheinen. 

z 

Schreibt  man  lür  diü  Keihc  (12)  den  gcmeiueu  Brch  ^  im  a 
teiligeu  System,  so  ist,  wenn  für  ^+;^i+j^ir+  •••  der  Ausdruck 
j^—^  geschrieben  wird, 

•     ^  /im 

Bedenkt  man,  das?  Gleichung  (14)  unter  der  Bedingung  entwickelt 
wurde ,  dass  z  und  N  die  nach  Gleichung  (13)  leicht  wahrnehmbare 
Bedeutung,  und  zwar 

(«-"!)«+«  und  iV=(«— 1)[«'H-1]  .  .  .  .(16) 

besitzen;  dass  ferner  aus  Gleicliuug  (15)  folgt: 

t^^Z  =  xN-\-B  (17) 

und  schreibt  mau  die  Werte  für  Z  und  N  aus  Gleichung  (IG)  in  die 
Relation  (17),  so  ist  sofort 


*)  Nftch  Btarm  [im  S3.  Bond  des  Archivs  von  Ornnert]  kann  man  fftr 

,M~  ^  — — I-  ...  setzen  ,    wobei  R  den  bei  der  Division  sich  cigcbciuien 

a2r  •  «Gr  ^  A  .  * 

Rest,  nachdem  r  Stcllon  entwickelt  sind,  bcdcntet.    In  dieser  Arbeit  Sturms 

wurde  zwar  nur  Rücksicht  auf  Dccimalbriu  hc  genommeQ,  die  Anwendbarkeit 

für  das  a  tcilige  Systeui  ist  aber  für  sich  klar. 

27* 


Digitized  by  Google 


420 


Broda:  BtUräy  mr  Thtork  dmr  TtUbarheU, 


R  =  o»  [a-l-  (o  —  l)x\  —  [«  —  1]  [«»^  -j- 1>  =  aa»  —  (a  —  1  )x. 
Ans  Gldclmiig  (16)  ergibt  Bieh  fttr 


«—1 
und  ftr 

Setzt  man  diese  Werte  in  den  letzten  Ausdruck  für  ii,  so  ist: 
11  =  <!«»•—(«— 1)^-^  =»  att'  —  (i;— a)  =  ao'  -j-ö  — Z 

—  4«'  4-lJ  — Z==  a  i?. 

Berechnet  man  ans  den  letzten  Ansdrack 

Ä+Z-«^^  (18) 

80  ist  das  -EiigllnzQiigsgesetz  zwischen  R  nnd  Z  leicht  errichüleh. 
Berflckdchtigt  man,  dass 

ist,  so  ist,  wenn  dieser  Wert  in  Gleichnng  (18)  gesetzt  wird 

R+Z  -  „ Ii  («-l)[a'+ 1]  -  «[«'+1J  ....  (19) 


Aus  der  letzten  Relation  ist  ersichtlich :  Rest  nnd  Zähler  cr- 
gftnzen  sich  immer  zu  einem  Vielfachen  von  «'-f"l,  wobei 
a  die  ErgänzungszifFer  der  halben  Perioden  vorstellt.  Nimmt  man 
für  a  »  «e— 1  an,  so  übergebt  Gleichung  (18) 

N 

'  « — 1 

in  den  bemerkenswerten  Ausdruck 

Ä+Z=  JV.  .  (20) 

Gleichung  (20)  liefert  nun  folgende  Kegd: 

Ergänzen  sich  die  halben  Perioden  eines  im  «  tei- 
ligen System  geschriebenen  Bruches  zu  (« —  1),  so  ist 
die  Summe  des  Zählers  nnd  Restes  immer  gleich  dem 
Nenner. 
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128 

Der  im  12  teUigen  Systeme  geschriebene  Brach  sei  z.  B.  > 
so  ist 

128 

0.127(10)94;  • 

hier  findet  uuu  die  Ergäuzung  zu  (11)  [(11)  bat  hier  die  Bedeutung 
einer  einziffirigen  Zahl]  statt.  IHvidirt  man  nnf  gewöhnlichem  Wege, 
so  findet  man  für  den 

ZAJder     1  2  8,      27(11),      7(10) (10)  fOr  die 

Reste    (10)9  5,     9S  2  ,     4  13    lür  die  Summe 

Ä-fZ—  1001   —   1001     —  1001 

Die  Gesetze  der  Teilbarkeit,  die  für  dekadische  Zahlen  erwiesen 
wurden,  können  mit  Beuatzuiig  des  Krgäuzuugsgeset/es  (Gleichung 
(18)  und  (lü))  auf  jedes  beliebige  Zahlen-System  ausgedehnt  werden. 

£s  sei  die  im  a  teiligen  System  geschriebene.  Zahl 

auf  die  Teilbarkeit  durch  die  Primzahl  zu  untersuchen,  wobei  « 
die  Grundzahl  des  Systems,  die  andern  Grössen  die  früher  aufge- 
stellten Bedeutungen  besitzen,  so  wird  das  unter  Gleichung  (1)  auf- 
gestellte Kriterium  auch  für  diesen  Fall  Auwendung  linden,  nur  sind 
die  Zahlen  ...  r«« ...  die  Reste,  die  der  Reihe  nach  bei  der  Divisiou 
der  auf  einander  folgenden  Potenaen  Ton  a  dnrch  p  sich  ergeben, 
also  durch 

^  P 


bestimmt,  wobei      qt—tin  nur  ganze  Zahlen  bedeuten.   £s  ist  daher 
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Ist  nun  /)  eine  soldie  Priinzuhl,  dass  diesellin  als  Nfuncr  eines 
gemeinen  Bruclies  einen  rein  i>eriodi8chen  gcrailsl eiligen  ßnuli  im 
tt  teiliguu  System  liefert,  und  ist  u  die  eunstante  Zahl,  zu  welcher  je 
zwei  entsprechcude  Ziffern  der  l'criode  sich  ergänzen,  so  bestellt  die 
unter  Gleichung  (20)  entwickelte  Relation 


da  für  diesen  Fall  a  immer  in  (a— 1)  übergebt  Setzt  man  nnn  der 
Reihe  nach  für  Rir^^  r|,  r,  ...  r»  und  fttr  Z:rn+h  «"»fa  and 
für  den  Nenner  N  des  gemeinen  Braches  p,  so  muss  unter  .weiterer 
Berttcksichtigang,  dass  nnr  2»  verschiedene  Beste  möglich  sind, 


sein,  also  ist 

Schreibt  mau  diese  Worte  in  Gleichung  (1),  su  ergibt  sich  nach 
einfacher  Rednction  die  schon  nnter  (7)  aufgestellte  Relation: 

^  J  — 

Werden  nun  in  den  letzten  Ausdruck  f&r  r«,  ...  r»  die  Werte 
ans  den  Gleichungen  (21)  geschrieben,  so  ist: 


P  ) 

+ —  - 

Es  ist  weiter  nach  vollzogener  Rednction 
Z  1 

wobei  leicht  ersichtlich  ist,  dass      eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Durch  die  letzte  Relation  erscheint  das  für  dekadische  Zahlen 
(Gleichung  (8))  entwickelte  Teübarkeitsgesetz  für  ZtOilen,  die  in 
liegend  einem  Systeme  geschrieben  sind,  erwiesen.  Bei  einer  etwaigen 


« iv; 


^0  +  '*M +1      ^1  "j- f  2  =  »'s  -j-  rM+3 


... 
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Uiitcrsiichunp:  wird  daher  dersilbe  Wtg  ciugcschlageii  wt-rden  müssen 
wio  hei  dckadisihcn  Zahleu,  nur  siud  alle  Üpcratioücu  im  a  teiligen 
Systeme  durchzut Uhren. 

Es  sei  z.  B.  die  im  12 teiligen  Systeme  geschriebene  Zahl 
Z=^  21  (11)4972780  auf  die  Teilbarkeit  durch  die  Zahl  p  =.  l(H)l  zu 
untersuchen.    Da  imii  lUJl  =  ist,  wobei  «  -=>  12  angenommen 

wurde,  so  liefern  Brüche  vom  Nenner  lOil  eine  Periode  von  6 
Stellen.  Bei  der  Teilung  in  Classeu  müssen  daher  jeder  Ciasso  3 
ZitlVrn  zugeteilt  werden}  es  ergibt  sich  folgende  Rechnung: 

780-1-1  (11)  4=974  als  Somnie  der  Glassen  an  den  nngeradenStellen,  und 
9724-  2  —974  als  Sunme  der  Zahlen  an  den  geraden  Oassen-Stollon. 

Da  uuu  die  Dili'orenz  dieser  beiden  Summen  gleich  0  ist,  so  muss  Z 
durch  p  teilbar  sein. 

Es  sei  die  Untersuchung  für  7:5(10)58  und  25  durchzuführen, 
beide  Zahleu  seien  abermals  im  12 teiligen  Systeme  geschrieben.  Da 
als  NeuntT  25  angeiuimmcn  wurde,  so  besitzt  der  entsprechende 
Duüdecimalbruch  I  Stellen,  daher  je  eine  ('lasse  zwei  Zifl"ern;  es  ist 
daher  58-|-7  G.'»  und  die  zweite  Summe  3(10).  Die  Diticreuz 
dieser  beiden  Summen  63  —  3(10)  —  25}  da  nun  dieser  Rest  durch 
25  teilbar  ist,  so  mnss  anch  die  gegebene  Zahl  .ein  Yiellaches  von 
25  sein.  Im  Decimalsystem  wftro  die  Durchftlhmng  dieses  Falles 
minder  vorteilhaft,  da  statt  26  die  Zahl  29  geschrieben  werden  mttsste, 
nnd  daher  die  entsprechende  Periode  28  Stellen  hAtte,  die  eine  Ab- 
teilung nach  Glasson  zn  je  14  Ziffern  erfordern  würde. 

Die  Zahlen  33835  und  101  seien  im  14  teiligen  System  geschrie- 
ben, so  ergibt  sich  sofort,  da  [35 -f  3]  — 38  =  0  ist,  die  Teilbarfcdt 
der  gegebenen  Zahl  durch  den  Divisor  101. 

Aus  den  angeführten  Beispielen  entnimmt  man,  da!?s  die  Unter- 
suchung auf  die  Teilbarkeit  im  <t  t('iligen  Systeme,  wenn  die  Primzahl 
auf  die  Form  «'  -f-1  gebracht  werden  kann,  in  einfacher,  rasch  zum 
Ziele  fühi'ender  Weise  gemacht  werden  kann. 

Lässt  die  Primzahl  sich  nicht  auf  die  augedeutete  Form  bringen, 
so  bleibt  die  Anwendung  des  entwickelten  Gesetzes  in  theoretischer 
Beziehung  bemerkenswert.  In  praktischer  Hinsicht  wird  die  Anwen- 
dung und  Zweckmässigkeit  der  aufgestellten  ^Icthodn  von  d<'r  im 
vorhinein  festzustellenden  Anzahl  der  Periodenzitiern  abhängen.  Die 
Anzahl  der  Periodciizitiern  ist  bestimmt  durch  einen  gemeinen  Bruch, 
dessen  Neuner  die  gegebene  Primzahl  ist.  Der  gemeine  Bruch  so- 
wol,  als  auch  die  Periode  müssen  im  a  teiligen  System  geschrie- 
ben sein. 
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Oft  kauu  bei  Berücksichtigung  der  entwickelten  Gesetze  die  Ua- 
tersuchung  dor  Teilbarkeit  dncr  dckadiscbou  Zahl  durch  ciue  deka- 
dische Primzahl  anf  oin  anderes  Zahlensystem  flberCragen  werden. 
Der  Uebergang  zn  einem  anderen  ZaUenqrstem  ist,  wie  das  folgende 
Beispiel  zeigt,  in  theoretischer  Beziehung  sehr  bemerkenswert,  in 
praktischer  Hinsicht  aber  nnr  für  bestimmte  Fülle  anwendbar. 

Soll  die  dekadische  Zahl  Z  =  2ü5450.')>ii5r)  auf  die  Teill)arkeit 
durch  die  dekadische  Zahl  j>  =  401  untersucht  werden,  so  miisste 
eineClasse  je  lOOZÜtom  besitzeu,  da  alle  401  tel  200  Decimalstelleu 
haben.  Da  nnn  aber  401  »20*4-1  ut,  so  ergeben  sich  im  20tdligen 
System  nor  4  Stellen. 

Schreibt  man  daher  Z  und  p  im  2ütciligcu  Systeme,  so  ergibt 
sich  die  folgende  Untersuchung: 

(12)  (16)  nnd  i>  —  1 
es  ist* 

[(12)a6)+20]-Uia)4+l(12)] -0; 
daher  ist  die  Zahl  Z  doreh  p  teilbar. 


Z— 1  (12) 

2  0 

(13)  41 

4.  Kl. 

3.  Jü. 

2.  Kl.  1 

Ber  Froberest,  seine  Anwendung  bei  Untersuchungen 
Iber  Teflbaikeft  der  Sfiahlen. 

In  einigen  ältern  Lehrbüchern  der  Arithmetik  findet  sich  das 
Verfahren  angegeben:  mit  Hilfe  des  Proberestes  die  Teilbarkeit  einer 
dekadischen  Zahl  durch  irgend  eine  Primzahl  zu  untersuchen.  Diese 
Untersuchungen  sind  aber  in  diesen  Werken  ohne  Beweis  durch- 
geführt. Da  nun  dieses  Verfahren  in  theoretischer  Beziehung  nicht 
ohne  Interesse  ist,  und  da  die  praktische  Anwendung  dieser  Methode 
zur  .Losung  vieler  arithmetischer  Angaben  dient,  so  wird  hier  ein 
Beweis  fttr  dieses  Yer&hren  im  «  teiligen  Zahlensystem  versiicht 

Es  soU 

Z  =  a  -j-  «Z»  -|-  o«<.-f-  oV4-  (22) 

eine  im  o  teiligen  System  geschriebene  Zahl,  wobei  o,  ft,  c,  <2 ...  die 
AiizaU  der  Einer,  Zehner  ...  vorstellt,  auf  die  Tdlbarkeit  durch 
die  Primzahl  p  nntersncht  werden;  bedeutet  m  eine  Toriftnfig  noch 
unbestimmte  ganze  Zahl,  so  mnss,  da 

«»P+[l> — IJ+l  =  »»p  -\rp  =  pb'i  4- 1] 

ist,  der  Ausdmck  ff»p+[i>— 1]+!-  P  teilbar  sein.  £8  ist  non 
weiter 
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a|«P+Cl'-l3H-l|-«l«P+l'[l»-l]l+-   .  -  .(23) 

durch  p  teilbar.  WftUt  man  nan  für  ein  gegebenes  p  die  Zahl  m  so, 
dass 

den  Factor  «  enthalt,  so  ergibt  sich  durch  den  Quotienten: 

=e±l£^il-d  (M) 

der  Troberest. 

Nimmt  man  für  «  =  12  und  für  p  27  im  12teiligen  System 
geschrieben  an,  so  ist  nach  Gleichung  i^),  da  fttr  m  =  6  gewählt 
werden  muss,  der  Proberest  ß  »  16. 

Ebenso  sind  ftr  dasselbe  Zahlensystem  z.  B.  fiBr  die  Zahlen: 
57,  37,  15,  17,  35  n.  s.  w.  der  R^e  nach  die  Probeteste:  38,  21, 
7,  (11),  16. 

Ftlr  das  dekadische  System  ist  z.  B.  für  p  =^17  nach  Gleichung 
(24),  da  m    2  sein  muss,  der  Proberest    —  5. 

Es  entsprechen  den  Primzahlen:  7,  11,  13,  19,  2.%  20.  31,  37 
u.  s.  f.  der  Reihe  nach  die  Proboreste;  2,  1,  9,  17,  16,  2^,  a,  11 
und  so  fort 

• 

Der  Proberest  ß  kann  in  zweckmässiger  Weise  bei  den  Unter- 
snchnngen  Aber  die  Teilbarkeit  durch  die  Primzahl  p  benntat  werden. 

Werden  die  Gleichungen  (22)  und  (23)  durch  die  Subtractiou 
verbuiden,  und  bezdcfanet  man  diese  Bifferenz  mit     so  ist: 

Ä=  [a+a6H-a«c-|-o«rf+«V-f  ...]— {4«ip-f  (p  — l)J+a|. 
Koch  einfscher  Rednction  ist: 

Schreibt  man  iDr  mp+ip—t)  in  ^Qese  Gleichung  den  Wert  cr/l, 
der  sich  aus  der  Relation  (24)  erc^t,  so  ist 

Setzt  man 

b—aßssA  (25). 

80  ist  endlich 

JSaB«[^+av'4-a^-j-«y+**]  (36) 

Man  siebt  sofort,  dass  R  eine  Zahl  bedeutet,  die  eben  so  viele 
Ziffern  besitzt  wie  Z,  nur  steht  immer  an  Stelle  der  Einer  eine 
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Null,  währiMid  die  Anzahl  drr  Zehner  durch  dio  Belation  (25)  be- 
stimmt ist.   bcbrcibt  mau  lür  dou  Factor 

ul-|-oc-|-«*<i+ ...  »=»  r, 

80  gebt  dio  Gleicliuug  (26)  über  iu 

i2  »  «r 

R  ist,  da  a  prim  gegen  p  ist,  mir  daun  durch  p  teilbar,  wenn  r  ein 
Tielfeches  Ton  p  ist 

Zieht  mau  von 

den  aus  Glcichuug  (1^3)  sich  ergebenden  Wert,  wenn  fttr  a  die  Zahl 
A  geacbrieben  wird,  also  den  Aasdrack 

A\mp-{.(p~l)]-i-A 

ab,  wobei  berileksichtigt  werden  muss,  dass  der  letzte  Ausdruck  immer 
ein  Vielfaches  vou  p  ist,  da 

A[fnp  -[-  (p-\)]~\-A==  A[mp     p]  =  Ap\ni  -f  1] 

ist,  uud  bezeichuct  mau  diesen  liest  mit  r,,  so  ist: 

r,  =  A+ae+u^d+a^-^  ...  —  {^mp+(j»— 1)]+A} 
—  ac+«*rf+a^-|-  ...  — -4[m|!i-f-(p— 1)]. 

Schreibt  man  fttr  m,p'-\-(p — 1)  den  Wert  crj3,  so  ist 
Schreibt  mau  für 

i^4'**<'"i'"V'-i- ...  »"je, 
wobei  B  Ar  e—Aß  gesetzt  wurde,  so  ist 

rj  =:  ttr,   .  (27) 

Ist  iiuu  durch  p  teilbar,  so  ergibt  sich  unter  Berücksichtigung 
der  durchgeführten  Entwicklung,  dass  auch  Z  ciu  Vielfaches  vou  p 
vorstellt. 

Man  siebt  sofort,  dass  dieses  Yerfabrcn  immer  auf  den  sieb  er- 
gebenden Rest  angewendet  werden  kann;  die  Rechnungsführung  geht 
über  iu  die  Snbtraction.  Der  Proberost  dient  vor  allem  zur  Bildung 
der  zweckentsprecheuden  Vielfacheu  von  p. 

Die  hieraus  sich  ergebende  Regel  lautet: 
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Soll  eine  Z a b  1 ,  d i e  im  a  t (M  1  i g e n  S y  s t c m  g e s c h r i c b o n 
ist,  auf  die  Teilbarkeit  durch  die  Primzabl/)  unter- 
sucbt  werden,  so  bilde  man  mit  Hilfe  des  Proberestes 
und  der  Ziffer  au  der  Stulle  der  Eiuor  [Gleichung  (23)J 
das  Vielfache.  Zieht  mau  nun  dieses  Product  von  der 
Zahl  ab,  die  aus  allen  Ziffern  mit  AnsscMuss  der  Einer 
gebildet  wird,  so  erhält  man,  falls  die  Zahl  dnrch  p 
teilbar  wäre,  aU  Rest  ein  Vielfaches  von  j».  Man  setzt 
diese  Operation  so  lange  fort,  bis  der  sich  ergebende 
Kost  mit  Leichtigkeit  erkennen  Iftsst,  ob  derselbe  ein 
Vielfaches  von  der  Primzahl,  ob  also  die  Zahl  dnrch  p 
teilbar  ist 

Herr  Professor  J.  Hann  entwickelte  in  Schlömilchs  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik  1.  Heft,  1877.  Seite  54.  Gesetze  ttber 
Teübsxkdt  dekadisdier  Zahlen  durch  7  und  18,  und  folgerte  hieraus 
sehr  bemerkenswerte  Eigänzungsgcsetze  *)  [Seite  58  und  59].  Das 

vom  Herrn  Professor  J.  Hann  entwickelte  Teilbarkeitsgesetz  kann 
demnach  als  ein  specicllor  Fall  der  Untersuchung  der  Teilbarkeit  de- 
kadischer Zahlen  durch  Primzahlen  mit  Hilfe  des  Froberestos  ange- 
sehen werdjQn. 

Es  sei  die  im  12tdligen  System  geschriebene  Zahl  656(10)5 
auf  die  Teilbarkeit  duidi  17  zu  untersndien.  Da  nun  17.64-16 — (11)0 
ist,  so  lautet  der  Proberest  (11). 


Untersucht  man  also 

656(10)5, 

so  muss  vermindert  werden 

um  5.(11) 

^    4  7  1 

die  sich  ergebende 

Differenz 

662a 

vermindert  um  das  Product 

3.(11) 

liefert  die 

Differenz 

635. 

Wird  diese  letze  DüSnrenz 

vermindert  um  5.(11) 

so  folgt  daraus  das  Endre- 

sultat 

17. 

Dieso  sich  ergebende  Diffe- 

reuz  lässt  mit  Leichtigkeit  die  Teilbarkeit  durch  die  gegebene  Zahl 
erkennen. 

Wendet  man  die  leicht  ersichtlichen  Abkürzni^en  an,  so  ergibt 
sich  folgende  Schreibart: 


*)  Diese  Ergänzungen  fanden  im  Jahre  1674  und  1875  im  Archiv  tod  • 

Grunert  in  den  Abhanillungen  „Beiträge  zur  Theorie  periodischer 
D c c i  m  al  b r  ü eh e  v.  Karl  Brodii  [56.  Teil,  1.  lieft],  Beit  räge  zur 
Theorie  unrein  periodischer  Dccim albrüche  [57.  Teil  Seite  297] 
T.  Karl  Broda"  ihre  Begründang  und  Anwendung. 


Digitized  by  Google 


428  Broimi  BMff  tur  TUork  der  TtilbtuiuiU 

666(10)5 

25 
17~ 

'  Untenndit  man  1(10)358532(11)  avf  die  TdUbarkeit  durch  37, 
wobei  beide  Zahlen  im  12teiligcii  Systeme  geschrieben  sind,  lo  ist 

1(10)35«  532  (11)  37  V« 

343  36  ^  ' 

791  210  Probertst 

58 

87?" 

134 : 37  —  4,  der  Best  0,  daher  t^faar. 

Im  ilekadisclien  Systeme  sei  zu  untersuchen  die  Zahl  108(J76514 
anf  die  Teilbarkeit  durch  13  uud  62572558  in  Beziehung  auf  137, 
80  ist 

Z  -  108076514      13  62572558  137 

15"       12^^  0927  L'JÜ^^ 

16        90  Probcrest  405      410  Probe- 

17              fOr  13  335~         rest  für  137 

788  028" 

Ol"  274":  187  =  2 

91^13  =  7 

Die  Zahl  Z  ist  deinuach  durch  13  uud  Z^  durch  137  teilbar. 
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1. 

Aufgabe  Uber  Keyelsekütte. 
Unsere  Aalgabe  sei  folgende. 

Bänen  Rotationskegel,  doBsen  Axe  auf  der  horizontalen  Projec- 
tionsebene  senkrecht  steht,  nach  einer  Hyperbel  so  zu  schndden,  dass 
sowohl  die  horizontale  als  auch  die  Tertlcale  Pxojection  c^dehseitige 
HypeiMn  werden.  Diese  Anfgabe  soll  aof  rein  constmetivem 
Wege  gelöst  werden. 

Denkt  mau  sich  durch  die  Spitze  des  Kegels  eine  Ebeuc  parallel 
za  der  zu  suchenden  gelegt,  so  wird  derselbe  nach  zwei  Erzeugenden 
parallel  zu  den  Asymptoten  der  Hyperbel  geschnitten.  Der  Winkel, 
den  diese  einschliessen,  projiciro  sich  nun  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe gem&ss  auf  beiden  Projectionsebenen  ids  rechter. 

Die  Spitze  des  Kogels  sei  S  (Fig.  1.),  sciue  Basis  i^,  A'  und  Y 
die  verlangten  Krzcugciideu.  Die  Durcbstosspunkte  der  beiden  Er- 
zeugenden mit  der  ilalbirungsebenc  des  zweiten  Baumes  seien  resp. 
x^Vi.  Betrachten  wa*  nun  die  Strecke  xiiji,  so  knüpfen  sich  an  sie 
folgende  Bedingungen: 

1.  die  Eudpiitiktc  x^jf^^  liegen  im  Schnitte  des  Kegels  B  mit 
der  Ualbiruugscbeuc ; 

2.  muss  ia»  Oerade  m^fi  den  Kegelschnitt  herflhren,  wekhar  als' 
centrale  Projection  des  Krdses  K  auf  diese  sich  ergibt; 

3.  die  Strecke  x^y^  wird  im  Punkte  halbirt  von  der,  in  der 
Halbirungsebene  zu  denkenden  Geraden  JS^,  deren  Projection  (hori- 
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zontalc  und  vorticale)  ///,  //,"  im  Halbiruiigspuukte  von  //(/<")» 
seukrecht  auf  diese  errichtet  ist;  denn  ist  Durchmesser 

des  Kreises,  der  auch  durch  geht,  weil  Winkel  Vr*^'-^'/'  "'^d 

2/i"ÄVi"  rechte  siud.  Da  umi  J'i'Vi  "(-^iVi')  die  Parallelprojectiou  von 
^1^1  ist,  so  wird  auch  x^i/i  vou  //,  im  Funkte  hälbirt 

Es  wSrc  also  in  der  Ilalbiruugscbene  eine  Seline  des  Kegel- 
schnittes 7>,  zu  eonstruiron,  die  von  //j  halbirt  wird,  uud  A',  berührt. 
Zur  einfacheren  Construifion  projiciren  wir  das  Ganze  von  *^  aus 
auf  die  horizontale  Projectionselx'iic  zurück  uud  erlialtcn  dadurch  die 
Kreise  //  und  ferner,  wie  aus  Fi|/.  1.  ersichtlich,  //  parallel  zur 
Projeotiousaxc  durch  /S"  uud  die  Gerade  (r\  die  Projectiou  der  uu- 
cudlich  fernen  Geraden.  Die  Reihe  yil'i^-iiOt  ist  eine  harmdniidie, 
daher  auch  ihre  Gentralprojcction  yl'ieO.  Die  Gferade  moss  selbst^ 
verstSadlich  den  Kreis  K  Wflhren. 

Alle  Seimen  des  Kreis(;s  JK  welclic  von  G  und  JI  harnionisch 
geteilt  werden,  undiüllen  bekanntlich  einen  Kegolsclinitt,  der  wie  hier 
leicht  ersichtlich  seinen  Mittelpujdit  in  *S'  haben  und  dessen  eine  Axo 
notwendig  S"6  sein  niuss.  Die  Grösse  der  andern  Axc  ergibt  sich 
aus  folgender  Betrachtung:  Sei  Q  der  Pol  der  Geraden  H  (Fig.  2.) 
in  Bezug  auf  den  Kreis  /?,  so  finden  wir  zwei  entsprechende  Punkte 
der  projectivischon  Reihen  H  nnd  <?,  indem  wir  irgend  einen  Punkt  m 
des  Kreises  Sl  mit  dem  Punkte  Q  uud  O  verbinden  und  den  Schnitt 
von  Qm  mit  G,  den  von  ^l^m  mit  H  anfsuchen.  Die  Yerbindangslinie 
t  dieser  zwei  Punkte  ist  nun  eine  Taugoute  an  unscrn  Kegelschnitt 
1  ühreu  wir  eine  beliebige  Gerade  a,  seukrecht  auf  //,  und  ziehen  die 
Geraden  ß  und  y,  so  liegen  alle  die  Punkte  ft  in  einer  Geraden  pa- 
rallel zu  //.  Der  Schnittpunkt  M  mit  dem  Kreise  Sl  gibt  uns  dann 
die  zu  suchende  Schcitcltaugcutc,  somit  auch  die  Grösse  der  zweiten  Axe. 

Es  handelt  sich  schliesslich  noch  um  die  gemeinschaftlichen  Tau- 
genten, xtf  des  K  und  der  Ellipse  E,  Die  directe  Ennittlang  dieser 
Tangente  ist  aus  Fig.  3.  zu  ersehen.  Fig.  4.  gibt  die  vollstftndige 
Gonstmction  der  angogebcnon  Lösung. 

Ist  der  gegebene  Kegel  kein  Rotaliouskegel,  sondern  euie  Kcgel- 
flftcho.2<^  flberbaupt,  wobei  ff  eiu  Brennpunkt  oder  ein  Umfangspunkt 
der  Basiscurro  ist,  so  bleibt  die  Lösung  im  Princip  ganz  anverändert; 
der  Kreis  JT  geht  hierbei  im  erstem  Falle  in  einen  Kegeisdinltt  Uber, 
im  zweiten  degenerirt  er  zu  einem  Pnnkte. 

Wien,  Josef  Herzog. 
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2. 

Centre  de  ^avite  du  p^rimötre  <rnn  quadrllat^re  quelconque  et 
Ceutre  de  gravit^  du  Tolonie  d'iui  trone  de  pynunide  polygonale. 

1.  Le  centre  de  gravite  de  la  surfaco  d'un  quadrilatöre  quel- 
conque a  etc  determia6  par  Poucclet,  uu  moyeu  d'une  construction 
aussi  Bimple  qu'  elegante.  Celni  du  periraetre  d'uu  quadrilat^re  peut 
se  tronyer  avec  non  moins  de  fodlit6. 

2.  Soicüt  (J?'ig.  1.) 

EF^a,   FG^b,   OH-^e,   UB d 

les  Cütes  cuiiSLcutifs  d'un  quadrilatere;  ^1,  C\  D  les  i>oint8  milieux 
de  ces  cöt^s.  II  suftit,  pour  avoir  le  ceiitre  de  gravite  du  perimetre, 
de  chercher  lo  poiut  d'applicatiou  de  la  resultante  de  quatre  forees 
paralleles,  de  mdme  sens,  appliquees  eu  6',  79,  et  proportion- 

nelles  aux  cöt^s  ixsjtcctifs     />,  <?,  tl. 

Meuons  la  bissectrice  de  TaDgle  AFB^  qai  reucoutre  la  droite 
AB  QVk  F'\  prenons  Af  BF'. 

Comme  uons  avons 

Bf  AF^  ÄF  a 
Äf'^BP''  BF'"  h 

f  sera  le  point  d'application  de  la  resultanto  des  deux  forces  a  et  b, 

appliquees  cu  ^1  et  B. 

On  ferait  voir  de  memo  que,  si  Ton  meuc  la  bissectrice  HH'  de 
l'angle  CHD^  laquelle  rencontre  CD  eu  //',  et  quo  Ton  prenne 
Ch  =  />//',  le  poiut  h  5?(M'a  le  i>oint  d'applicatiou  de  la  r^ultante 
des  deux  forces  c  et  dy  appl^uees  eu  C  et  D. 

n  B'ensnit  quo  le  centre  de  gravitö  da  p6rim6tre  de  notre  quadri- 
latöre  est  sitiiö  bot  la  droite  fh. 

Menous  de  meme  la  bissectrice  GG'  de  l'auglc  BGC^  laquelle 
rencontre  BC  en  G\  et  prenons  Bg  «-  CO'  \  puis  tirons  la  bissectrice 
ESf  de  l'angle  DEA^  lagnelle  rencontre  DA  en  et  prenons 
Ae  —  DEf,  Le  oentre  de  gravite  de  notre  pMmdtre  appartiendra 
anssi  d.  la  droite  ge,  Donc  le  centre  de  gravite  dn  pdrimMre  de  notre 
qnadrilatäre  EFGH  se  tronve  k  Tintersection  O  des  denx  droitea 
eg  et>%. 

3.  Proposons-iiüus  de  detcrmiuer  Ic  centre  de  gravite  du  tronc 
de  Pyramide  polygonale  ABCde  (Fig.  2.). 
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Prolongeons  les  faces  laterales  jusqu'  a  lonr  interscction  com- 
mune S.  Nons  formons  ainsi  les  deiix  pyramides  scmblables  SABD, 
Saöd  dout  la  diüereuce  est  egalo  a  uotre  trooc  ABCde. 

Si  nons  joignons  le  sommet  8  an  centre  de  gravit6  (?  de  la  base 
ABD  par  la  droite  SG,  celle-ci  coopera  la  base  snp^rieure  aM  k  lOB 
centre  de  gravit^  et  contiendra  en  mSme  temps  le  centre  de  gra- 
vitö  O  de  notre  tronc  de  pyramide. 

D^signons  par  iTi  la  hantev  da  tronc,  par  ^  et  6*  aea  den 
liaaeB,  et  par  les  diatances  de  aon  centre  de  gravitö  O  aoz 
plana  de  ces  Itases. 

Reprcsentons  en  meine  tt  iiips  par  //  ot  Ä  les  liautcurs  des  deux 
pyramides  SÄBD  et  Saöd^  par  V  et  v  les  volnmcs  de  celles-ci  et  par 
V\  le  volume  da  trone  de  pyramide. 

Les  momeuts  de  la  graudc  pyramide  I',  de  la  petitc  pyramide  v 
et  da  trouc      par  rapport  au  plau  de  la  baae  inf^rieuro  ABD,  soront 

on  a  par  suite*  r^uatiou 
qoi  donue 

(1)  AV^w^  =  VH—vi'iH—U). 

Les  momeota  des  mömes  corps,  par  rapport  an  plan  de  la  baae 
snp^rieore  abd,  seront 

de  Sorte  quo  l'on  a  anssi  r^qaaCion 

l  V(dII—  4A)  =  TiVi  —  {vh , 

qoi  dcnne 

(2)  4r,y,  «  F(3ff— 4Ä)-f-»». 

Prenaut  la  differenco  eutre  les  equations  (2)  et  (1),  on  obtiont 
r^galit^,  apr^s  divisiou  par  2, 

27i(j/ii-«,) -»  F(Ä-»)+iKaff-A). 

Paisqoe 

V:=z^Bm,    v  =  ^b%  l\=^(B^-{-Bb-i-b*)H^, 

cette  6galit6  pent  s'^crire 

(3)  2{B*+Bb-\~b*)Hi(gi--»t)  —  £ßH*^2B»m+2Btßk--W. 
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Or,  la  Proportion  Evidente  —  ^  5,  donne  B*A*— •=  0; 
par  cons^queut  le  second  membre  de  (3)  revieut  4 

* 

L'^qnation  (3)  devicut  ainsi 
et  donne 

Ou  tire  de  celies-ci  le  rapport 

y,  &«+2Bft+8il»* 

qni  d^termiue  la  positioii  du  ceutre  de  gravitc  O  sur  la  droitc  Ug. 

Georges  Dostor. 


3. 

Surfaee  d^on  polygone  sph^rique  ^toil^  qaeleonque. 

1.  Soit  le  polygone  spheriquc  tioWii  ABCD . . .  de  n  cotcs  et  de 
Tesp^ce  p. 

« 

Prenons  un  poiut  /  daiis  rintericur  du  pulygonc  sphörique  con- 
vexe.  (jui,  par  le  prolougomcut  des  cotes  de  7)  011  a  prndnit  lo 
polygone  tUoile  ABC/)...  de  l'cspecc  /).  Joignous  le  poiut  /  ä  tous 
les  sommets  du  polygouc  etoile  .l'/v'C7/. ..  de  n  cotes  et  de  l'espece 
P  —  1.  Nous  decomposous  iiotre  imlygonc  ABCD...y  de  l'espece 
en  n  quadrilateres  splicriques,  tcls  que  AA'IE'. 

La  sorfiBUM)  de  co  quadrllatöro  est  6gale  ä, 

A+AA'I+AHfl+A'IE^—im 

oll  ^  repr^nte  la  mesure  de  Tangle  droit.  Gomme 

rangle  AA'T=  n  —  JA'G, 
l'angle  AE'I—  n—JE'B^ 

on  a  le  quaUrilat^re 

Teil  LXUL  23 
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AA'IE^  ^  A  —{1A*Q'\-  WB)  -\-A'IEf. 

La  somme  des  surfaces  des  n  quadrilateres,  tels  que  AÄ'fK, 
qui  composent  la  surface  Sn,p  do  notre  polygono  ctoilc  de  n  cötes 
et  do  Tespecc  />,  sera  donc 

Mais  S.A  est  la  somme  des  aogles  de  notre  polygone  6toil£, 
sommo  qae  noas  ponvons  ddsigner  par  de  memo  i:(IA'G-\'IE'B) 
est  la  sommo  des  aogles  du  polygone  6toil6  A  B' CD'...  de  u  cöt^s 
et  do  respecc  -1,  ou  est  egal  ü  2^*i,p-i;  d'ailleurs  Z.A'IVJ  est 
la  sommo  de  tuus  les  anglcs  formcs  autour  du  point  /,  laqnelle 
sommo  est  egale  ^  2n.  Douc  il  uous  vient 

(I)  8h,p  -  Sh^—  -E«j,-i+2». 

Ou  cu  conelut  quo: 

Si  Ton  prond  l'auglc  droit  pour  uiiite  d'angle  et  le 
trianglc  trircctanglc  pour  unite  de  surface,  l'aire  d'un 
polygone  si»hcriquc  ttoilc  est  egale  j\  la  somme  des 
angics  de  co  polygone,  dimiuuco  do  l'cxces,  sur  quatre 
auglos  droits,  do  la  somme  des  auglcs  du  polygone 
^toil6  d'nn  mdme  nombre  do  cöt6s  mais  do  l'ospöco  in- 
m^diatemout  införieure  d'une  nnit^,  qai  est  issn  du 
mSme  polygono  spbdrique  conveze. 

2.  Nous  trouvcrious  do  memo,  pour  la  surface  du  polygone 
etoiie  A' B'C' D'...  de  n  cötes  et  de  Tesp^cc  j» — 1, 

(H)  8h^i  —  Z^,p-\  -  ;?»,j»_8+2«. 

3.  Si  noas  retranchouB  (II)  de  (I),  la  difr<6rence 
(lU)  Sn^—Sn^l  -  -S»^— ^H,p-S 

exprimera  la  somme  des  qaadrilatöres,  tels  quo  ÄA*A"Ef^  doot  le 
polygone  £toil6  ABCD..,  de  Tesp^ee  p  snrpasse  le  polygone  (UM  ' 
A'B'C'iy, . .  de  resp^  p  - 1. 

4.  Nous  voyons  quo  la  surface  d'un  polygone  spheriquo  etoiie 
üc  dopend  pas  cxclnsivcment  do  la  graudeur  de  scs  augles,  comme 
dans  Ics  polygones  splieriques  conYoxes. 

Si  le  polygone  splieriquc  etoilc  est  regulier,  sa  surface  est  u6ces- 
sairemeut  aussi  une  fonctiou  de  l'arc  polaire,  qui  Joint  les  sommets 
ä  leur  pole  commun. 

Georges  Dostor. 
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SoHunfttloa  dtreete  et  <MiMBtoife  «leg  iiufttrlSiaesy  eta^ai^nei  et 
Blxitaies  pvlnftaees  flet  n  premlen  Bomliies  entien. 

1.  Nous  avons  doiine,  a  la  page  222  du  tome  LVII  do  ces 
Archirpn,  iino  nicthodc  simple  et  elementairo,  pour  calculor  la  somme 
(los  carres  et  celle  des  cubcs  dos  «  promiers  uoiiibrcs  entiers.  La 
sommation  des  quatriomes  puissances  des  memes  «  premiors  nom- 
bres  entiers  sc  trouve  aussi  auuouccc  daus  Ic  litre  de  Tarticle;  eile 
a  kii  oubli^e  dans  la  eomposition  de  Tenvoi.  Nous  r6parons  cet 
onbli,  et  donnons  cd  mdmo  tcmps  la  somme  des  cinqniftmes  pnissances 
et  cello  dos  sixidmcs  pnissances  des  «  premiers  nombrcs  entiers. 
Cette  derniire  sommo  est  obtenne  par  une  m^thode  [s^ndrale,  qni 
s'ai^lique  ä  toutes  les  pnissances. 

2.  Somme  des  i|uatriemes  puissances  des  n  premiers 
nombres  cutiers.  Puisque 

«(H-f  1)(2h-|-1)  =  2n3-}-3n*-|-«, 

BOUS  avous,  eil  multipliant  par  3ii*-|-3u— 1, 

«(u+l)(2i»-i-l)(3«»+3»— 1)  =  6»*-i-15»*-i-l(>«^— «. 

Posons 

n(H  + 1)  (2«  4- 1)  (8n'4-3n  - 1)  6ii>-{-16ü*-flO»»-n. 

(1)       Ä»—  gQ  —  80  * 

noQS  amrons,  en  remplest  n  par  n — 1, 

puis  en  retranchaut  de  (1), 

I5n>-j-l5tt*   ^ 

Nous  pouvous  douc  ecrire 

Dans  cette  identite,  donnons  ä  n  saccesslyement  les  valenrs 

1,  2,  3,  «5 
nons  obtenons  les  ^galitßs 

2*  -  Äi--^, 


(«—1)4  =  — Sn_2, 

=  <S»  —  Äm— 1. 

88* 
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Ajoutant  inombros  h  membres  et  supprmmnt,  dans  lo  socond 
menibro  de  rrgalitt*  rösultanto ,  les  tormes  t'jxanx  et  de  sigues  con- 
traires  qui  s'eutre-detruiäcut,  nous  arhvons  ü  lequatiou 

l4^,2*+3*-f  ...H-(«-l)*-h«*  -  Ä», 

(]ui  düDDe,  eu  egard  u  (1), 

Si  nous  ropresentons,  en  g6iiM,  par  la  somme  des  puig- 
sanccs  de  degr^  «  des  n  prcmiers  nombres  entiers,  neos  ponirons 
^crire 

on 


'  1      \y    .(H-l)  (»4-2)1  , 


3.  Somme  des  einqniömes  pnissances  des  «  premiers 
nombres  entiers.  Kons  avons 

et,  en  changeant  n  en  —n, 

(/*— l)'*(2/t-  — 2»— 1)  =  2ii*  — 6«»+ö«=^— 1. 

Posous 

n«(»-tl)^*+2ii  — 1)     2»«  +  6»"+5f**— ««. 
(2)         ^  —  j2  —  |2  I 

nons  en  tirons,  en  remplacant  n  par  n— :1, 

et  parsoite,  en  prenant  la  diffcrcnce, 

Daus  cette  ideutite,  rcmplagons  n  sacccssivcmcut  par  les  n 
Premiers  nombres  entiers;  il  nons  vient 


(n— 1)5  «  5;^— ß;_8, 
Ajoutant  et  rüdnisant,  on  obtiout  Tegalite 
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qoi  donne,  en  egard  k  (2), 

i.+y+a>+...+.^-"''"+"'t2^^"-^>. 

Ou  df  donc 

on 


4.  Somme  des  sixi^mos  pnissancoB  des  n  premier» 
nombres  ontiers.  Poar  6valner  oette* somme,  noQS  fcrons  osagv 
de  la  methodc  suivaote,  ((ui  ne  suppose  pas  connaes  les  sonunes  des 

puissa?)(Os  ant^rieurcs  des  memes  nombres,  et  (lue  Ton  ponmit  ap- 
peier  ia  methode  des  coefficienta  ind^termiu^s. 

La  formale  da  P.  Jean  Prestet  (1675),  qui  donne  Ia  sommc  des 
paissances  semblables  des  termes  d'une  progression  arithmiüqne, 
prouve  qne  Texpression  de  la  soranie  des  puissances  a  des  n  premiers 
uombres  enticrs  est  da  degr^  et  qn'ello  est  divisible  par  n. 

On  peat  donc  6crire 

Oll  J,  Ii,  ....  <r  rcpr^scDteut  des  coefficieuts  nam^riques,  qu'il  s'agit 
do  detoruiiuer. 

On  on  d^dait 


 \  _  m  k   ±  «17  t —  o,  m 


Ptaisqne 

2?n«— Z(tt— 1)«=  »«, 

on  a  ridentite 
(4) 

9> -2*^"+  2^*^"'-  2.3.4'^^''  +2i.5^'-  2i..6^*'+3i..7'P 
L'expiession  (3)  nons  donne 

—  ly"(n)  — 21^»*— 15^«*— lÖCÄ.»-6i>ii«— 3ü?»— i^, 
j^3<p*(»)  -  36^n*H-20Ä»»+10CS»»+4Z>iiH-iJ, 
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MettouB  ces  valenra  dans  Tidentit^  (4),  et  ordonnons  par  lapport 
i  »;  BOOS  U  transformoiu  daos  la  Bnivante 

+  (4Z>  —  10C'+  207^  —  36.1)nH       —  6/> -f-  IOC-  -  15ß-f-  21  /Ou» 
+  (2-r— 32:;-i-  4D— 5C-f-6i^ — 7-4)»-!-       -F-fA'  —  J?-f  C— 2^+^. 

Ponr  quo  cetto  ^galit^  se  r^nise  ä  one  identite,  il  fimt  et  il 
raffit  qne  Ton  ait  k  Ja  ibis  les  sept  ^vationa 


1  — 

7A, 

0  = 

2B- 

0== 

C— 

^B-\-7A, 

0=- 

-10C'+2()iJ  — ,15.1. 

0  — 

3E- 

-ßZ>-|-  IOC— 152^ -1-21-4, 

0- 

2F- 

-3S+4Z)— öC+aB— 7J, 

.0- 

Q- 

qni  donneat 

Sal»8titQon8  ces  Taleors  dang  (8);  nons  obtenons 

on 

(Ö)  -in"  «=  ^  • 

Si,  dans  cetto  formule,  ou  remplacc  n  par  n — 1,  on  trouve  qne 

6»^— 21»64-21»8  — 7»»-}-» 
 ^  , 

06  qoi  donne  eidotivemcDt 

^««— 1)«  =  «« 

Uexpression  (5)  peut  se  mettrc  sous  uue  forme  plus  simple. 
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Lc  numeratüur  admct  lo  factiur  il  est  en  outrc  divisiblc  par 
Ti-f-l,  car,  si  l'ou  y  rcmplaco  »  par  — 1,  il  se  reduit  ä  z6ro.  «Üa 
trouvu  ainäi  quc 

42 

Lc  nunierateur  de  cettc  facteur  est  eneorc  diviaible  par  2n-\-l: 
car,  si  l'uu  romplaco  u  par  — ^  dans  lc  dernicr  lacteur,  il  se  reduit 

ä  ZtTO. 

Divisant  ce  fact(  iir  par  2n-\-ly  uu  trouvü  lc  «Quotient 
—  de  Sorte  que  Ton  a 

—  42 

On  sait  quo 

H(lt  +  l)(2l«+l)  , 

ß  —  Art  ; 

OB  a  d^Uleors 

3»^  -j-  Öl*-*  —  3«  -f- 1  =  3«-('*  -i- 1)*  —  +1)4-1 

on 

Oo  peut  doDC  ecrire  quo 

6.  Somme  dos  carr^s  des  npremiers  nombres  ontiers 
par  la  mcthode  des  coefficients  indötermin^s.  La  iu6- 
tbodo  pir^c^nto  fouruit  trös  rapidement  la  somme  des  canria  des  n 
Premiers  nombres  natarels. 

Posant 

ou  a 

£(h—1)*  ^         1)^+         1)=«H-  CX«  - 1) 

.  d'oü  on  tire 
ou 

»2  =  3j[,4:i  _       _  2i^)»-f  ^  —    +  c. 

Cette  identitö  donne 

^-fc 

On  trouve  douc  quc 

_  ,        ,      ,  2»2»+3»»+H 
-  3  +2  +6  "  6  

ou 
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,     n(2»^+2ii)4-*»('»+l)  2i».i.(»i4-l)+n(»+l) 
*  "  6  6 

c'68t-li-dire 

—  6  * 

ce  qui  est  ia  formule  couuue. 

Georges  Bostor. 


5. 

Ke«e  BeNeknnoff  Am  Volvneiis  elaes  PrienuitoMs. 

Alle  Mathematiker  unserer  Zeit  haben  das  BedUrfiiiss  bei  der 
Au&töOniig  von  Bewdaen,  Lösungeii  oder  Formelii,  solche  womöglich 
ZQ  wühlen,  die  allgemeiii  i^flltig,  sich  auf  ein  ganzes  System  der  in 
mathematische  Untersuchoog  gebrachten  Grössen  bezieht  Ans  die- 
sem Bedfirfidss  ging  aach  wohl  die  Berechnung  des  Prismatoids  dm:cfa 
Steiner  nnd  Wittstcla  hervor;  oä  sind  ja  Obelisk,  Sphenisk,  Anti- 
Obelisk, Anti-Prisma,  Ponton,  schief  abgeschnittenes  Parallelepipedon 
etc.  specielle  Fälle  davon,  auch  lässt  sich  jedes  schief  abgeschnittene 
Prisma,  Ikosaeder,  Dodekaeder  nach  der  Fonnel  des  Prismatoids  be- 
rechnen, überhaupt  alle  diejenigen  durch  Ebenen  begrenzten  Körper, 
welche  parallele  Grundflächen  haben,  unter  denen  auch  eine  in  eine 
Kaute  oder  Schneide  ausgehen,  also  gleich  Null  sein  kann. 

Die  Einführung  des  Prismatoids  in  dio  Stereometrie  gewinnt 
immer  mehi*  Freunde  von  der  Ansicht,  dass  man  sich  nicht  begnügen 
mOsse  mit  der  Berechnung  des  Koppe'schen  Obelisk,  sondern  bei  der 
Volumen-Bestimmnng  der  Körper,  dem  Prismatoid  als  allgemeinsten 
Körper  den  Obelisk  und  die  zugehörenden  übrigen  unterzuordnen. 

Bislang  war  es  gebräuchlich  zur  Berechnung  des  Prismatoids  als 
auch  des  Obdisks,  die  beiden  Gmndflftchen,  die  mittlere  Durchschnitts- 
figur  und  die  Höhe  des  Körpers  zu  benutzen,  nach  der  Fonnel: 

Vol-g[ff+^-l-4D] 

Mir  lag  immer  bei  der  Berechnung  dieser  Körper  der  Gedanke  nahe, 
ob  sich  wol  eine  Fonnel  geometrisch  ableiten  lasse  (J.  K.  Becker 
hat  in  seiner  Cumbinatorik  diese  Frage  behandelt),  in  der  entweder 
nur  2  Durchschuittsflächen  vorkommen  oder  sogar  nur  eine,  dann 
wäre  die  allgemeine  l'orm: 
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Das  crstcrc  ist  mir  gelungen,  jedoch  das  letztere  nicht,  weil  a  irra- 
tional sein  wird,  wodurch  auch  dio  Formel  ihren  Wert  fOr  die  Praüs 
verliert 

Lehrsatz.  Legt  man  durch  ein  dreiseitiges  Prima  ABCDEF 

(Fig.  1 .  u.  2.)  die  beiden  Diagonal-Ebenen  DCB  und  DEC  und  einen 
Schnitt  parallel  zu  der  einen  Omndflftche,  in  einem  Abstand  hx  von 
der  andern  Grundfläche,  wenn  man  nntor  x  einen  absoluten  echten 
Bruch  versteht,  so  ist  die  dreiseitige  Pyramide  BCDE  gleich  der 

TynxMe  mit  der  Höhe  des  Prisma  und  der  GnmdflAche   .  7,  ^  ^ 

bj(l  — X) 

Oder:  Bezeichnet  mau  die  Höhe  des  Prisma  mit  h  und  KULM 
mit  i>,  so  ist 

Beweis.   Es  ist  du  l'arallelogramm,  dessen Iniudt durch 

^ABC  ausgedrückt  werden  kann.  Bezeichnet  man 

OH^a,  JG'^b,  HJ^e 

so  ist 

Es  Terhftlt  sich  in  Fig.  2. 

JHGJ:  JKGM  ==  c* :  c*x* 

und  wüuu  man 

JHGJ^JABC^J 

setzt,  80  ist 

JGKM^J.a^ 

ebenso 

JMLJ=  Jil  —  xy 

Mithin 

ParaUelogr.  HLMK^  _  2a;(l— *)J 

qnd  wdl  HLMKs^  D  gesetzt,  so  ist 

Weil  nun  die  beiden  Pyraniidon  BDCÄ  und  BDCE  gleiches  Volumen 
haben,  wegen  gleicher  GrundHäclie  BDC  imd  gleicher  Höhe  der 
Spitzen     und  G  über  der  Grundliäche  BDC^  so  ist 

Pyramide  ABCD  =  =  ~^     Pyramide  -ÖI>C£ 

also 

n       ij    „»^^  D       k  Dh 
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Aufgabe.  Bas  Yolnmea  eineg  Piiiinatoids  zm  bereclmeo,  aus 
einer  GniudflAcbe ,  der  Höhe  und  der  BwchscbiiUtsflftclie  in  efaieiii 
Abstände  lue  von  jener  Grundflilcbc. 

Gegeben:  DEFB  ^      Höbe     jl,   nJKLMNO  ^  D. 

Auflößung.  Man  wähle  den  Punkt  S  (s.  Fig.  3.)  in  der  Grund- 
Hache  AüCy  die  ein  beliebiges  Polygon  sein  kann,  beliebig  und  ver- 
binde *S'  mit  den  Punkten  I>,  F  und  so  entsteht  die  PjTamidc 
niCFGS,  deren  Grundflilche  gleich  «j  und  deren  Höhe  gleich  A  ist, 
demnach  ist  das  Voluincu  dieser  Pyramide 

DEFG8  =  |- 

Ferner  entstehen  drcisdtigo  Pyramiden  AB8D,  BCSE^  CÄSG  etc.; 
dieao  Anzahl  Pyramiden  wird  bestimmt  durch  die  Anzahl  der  Seiten 
der  0mndflftche  ABC,,,,  die  Spitzen  dieser  Pyramiden  liegen  in  den 
Edcen  der  oberen  Gruiidflftcho  und  die  Summe  der  Grundflächen  die* 
ser  Pyramiden  bildet  die  untere  GrundflAehe  des  Prismatoids.  Dem- 

Gk 

nach  ist  das  Volnmen  dieser  dreiseitigen  Pyramiden 

Es  bleiben  noch  die  4  dreiseitigen  Pyramiden  BDES,  CEFSf 
CGF8  und  AGDS  zu  berechnen  übrig. 

Nach  vorigem  Lehrsätze  ist: 


Also 


A 

Ml- 

•X) 

h 

■») 

h 

h 

h 

„       AGDS  —  ^  ;  HPTO 


'{'MRTN'\-UFTOl 

Weil  nun 

JHrj-^KQL-i-mV  =  si^lAIi8-\-BCi>'{-ACS}  —  x'^.ABC  x^,G 

und  der  Inhalt  von  PQRT^gii^x)*  ist,  so  ist  die  Summe  der 
Parallelogramme 

Bas  Volumen  der  zuletzt  betracliteten  4  Pyramiden  ist  also 
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Weil  niiB  alle  Torhin  berechneten  Pyramiden  das  Priamatoid  ans* 
macben,  bo  iat 

Vol.  =f +f +j5^[I>-Cx>-,(l-.rj 

oder 

Vol  =  *  pi^iZli)  -  5f  -    +  ^,  1 

6  [      X  1—x     •  x(l  — x) 

Niiiinit  mau  x  als  Variable  au,  so  lässt  diese  Formel  zu  u  und  G 
unendlich  viele  Daruhscbuittsfl&cbcu  zu,  so  erhält  man  lür  x==^ 
gesetzt : 

VoL  —  ^[ö-j-^4-4Z>]  wie  bekannt 


Lässt  nuiu  aber  G  m  jeuer  Formel  vorsthwiudcu,  also  setzt  mau 
— ^  =  0,  so  ist  «sssfy  und  fOr  diesen  Wert  von  x  erhält  man: 

oder  setzt  man  ^^^—^ —  0,  so  ist  »  »  fttr  diesen  Wert  von  x 
erhfllt  man: 

Vol. -^(<5+3/>) 

Weil  nun  im  Sphonisk  (Keil)  die  eine  Gnindfläcbe  zu  einer 
Schneide  wird,  so  ist  ^  -»  0,  also 

VoL-jB 

D  läuft  parallel  der  Schneide^  auf  |  der  Hohe  von  derselben. 
Hamburg,  im  November  1878. 

Th.  Sinram. 


6. 

Beitrug  zur  Ellipse. 

Lehrsatz.  Teilt  man  die  eine  halbe  Mittellinie  eines  Parallelo- 
gramms I£H  «o  a  in  einem  beliebigen  Yerhältniss  (s.  Fig.  1.)  und 

DH^h  in  demselben  Yerhältniss,  so  dass  MJ^-,  DK^- 

H  n 

und  verbindet  mit  ./  und  G  mit  Ä',  so  ist  der  Schnitt  P  dieser 
beiden  Linien  Jb:J  und  GK  ein  Punkt  einer  Ellipse. 
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Beweis.  Man  ziehe  PN\\  MG  und  PL\l  DC,  dann  ist 

I)    MN  =  a:  =.  JN-^-  ^  uud 

H  ' 


Weil  auu  /^^JuV/t* cv) ^iV/V,  so  ist  -:NJ  =  b:i/,  demuach  Ji\  = 


-;NJ  =  b'.y.  demuach  JW=  ,  - 
»  "  hn 

Dicae  Werte  lür  ./A^  uud  AX  iu  Gleichung  I)  uud  Ii)  substituirt  git-bt 

l;    a;  —  ,  -f-    t  11)    y  —  b  A  

Ott  •  M  '    ''  n  *  an 

bx 

y=  ü  

n 

Diesen  Wert  fUr  x  m  1)  subsliluirt : 

1)   ^  —  ^t^i    uud  Ineraus   II)   y=  n^-^-l 

oder 

('*H-i)"  («''-1-1)^ 

f         («'«  +  1)*  *    "        "       ""^  ~ 

Beide  Gleiehnngcn  addirt: 
Hieraus  ergiebt  sich 

Weil  nun  diese  Gleichung  die  einer  Ellipse  in  Bezug  auf  ihre  coujn- 
glrteu  Durclmiesscr  HR  2a  und  KQ  2&  ist,  so  ist  der  Pnnkt  P 
ein  Punkt  einer  Ellipse. 

Aus  diesem  Lehrsätze  ergiebt  sich  die  Gonstruction  der  Aufgabe: 
„Einem  gegebenen  Parallelogramme  eine  Ellipse  berfthrend  einzu^ 
schreiben/' 

Mau  teile  MH  und  lin  (Fig.  '2.)  in  n  gleiche  Teile,  bczeichuo 
die  Puukte  von  //  aus  auf  UM  uud  HD  mit  1,  2,  3  ...  und  mit  la, 
•2a,  3a...  Dauu  verbiude  man  /•;  mit  den  Punkten  1,  2,  3...  uud 
den  Punkt  O  mit  den  Puiikton  la,  2a,  3a  so  ^a'ben  die  Sthiiittc 
der  Liuieu  El  mit  Crla,  ferner  der  Liuieu  E2  mit  <^r2a  u.  s.  f.  Puukte 
der  Ellipse. 

Hamburg,  December  1878.  Th.  Siuram. 
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7. 

Eisige  Aufgaben  aus  der  Combinatioiisreebauiig. 

Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Complezionen,  wdclie  ücfa  bilden 
lassen  aus  a  Elementen  einer  Art  und  h  Elementen  einer  andern  Art, 

wenn  der  Classenexponeut  n  ist  und  wenn  Torgeschrioben ,  dass  zu 
jeder  Complexion  von  den  Elementen  der  ersten  Art  {n—m)  Ele- 
mente und  von  der  zweiton  Art  m  Elemente  benutzt  werden  sollen. 

Auflösung.    Aus  a  Elomcnton  der  ersten  Art  lassen  sich  Va 

11— tu 

Variationen  zur  — m)teu  Ciasso  olint;  Wit'dcrliolnng  bilden  und  aus 
den  b  Elcmoutcu  gluicU  i'l»  Variationen.  Jede  der  zuerst  erbalteuen 

m 

Yariationeu  der  (»— m)ten  Gasse  Utsst  sich  mit  jeder  Variation  der 
mten  Ciasso  zu  einer  neuen  Complexion  dor  nten  Classe  zusammen- 
fassen, daher  ist  die  Anzahl  dieser  Complexionen  der  nten  Classe 
gleich  Vu.Vb. 

M — m  in 

Sind  /..  n.  für  die  u  Elemente  der  oiueu  Art.  Vocalc  aei...  ge- 
geben und  für  di<'  /*  Kb'mciite  t'oiisonauten  //(■</...,  so  würden  Com- 
plexionen der  5teu  Classe  folgcude  Formen  haben,  aebcd,  eabcd..., 

deren  Anzahl  =  Va.Vb  ist. 

%  s 

Nun  können  aber  die  Elemente  <;  und  />.  c-  und  c  ete.  zu  neuen 
Complexionen  zasammongcstellt  werden  und  es  kommt  darauf  an,  zu 
berechnen,  wie  viele  neue  Complexionen  aus  jeder  der  obigen  sich 
bilden  lassen;  es  ist  dann  jenes  Product  Va.Vb  mit  der  Anzahl  der 

neoen  Formen  zu  multiplicircu. 

Man  findet  diese  Anzahl  der  Versetzungen  aus  der 
Anzahl  der  Permntationcn  von  n  Elementen,  unter  de- 
nen sowohl  {m—n)  gleiche  und  auch  «t  gleiche  Elemente 
vorkommcü. 

IMe  Elemente  jeder  Art  dttrfcu  in  den  Variationen  unter  sich 
nicht  mehr  permutirt  worden,  z.  B.  a«  nicht  mehr  in  ea,  weil  diese 

verschiedenen  Formen  als  auch  bcd^  bdc  etc.  schon  unter  der  An- 
zahl der  aulgestellteu  Variationen  Va.Vb  enthalten  sind,  und  daher 

n  —  Mi  u% 

sieht  man  die  m)  Elemente  der  ^nen  Art,  ebenso  die  m  Ele- 
mente der  anderen  Art  unter  sich  als  gleiche  Elemente  an,  nnd  wird 
daher  die  gesuchte  Anzahl  der  Complexionen 

I)    Va.Vb.    Ph        -=  Va.Vb.  r(  »  \  =  Va.Vb. Ch 
n— M  «1    (h— ai)(l«icb«    H—m  m       \**— **/ 

m        n  \  IN  / 
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Wonn  n  =  m  d.  h.  irenn  zu  den  Complexionon  nur  Elemente  der 
zweiten  Art  genommen  werden  sollen,  so  wird  in  Formel  I) 

Fa  =  Fa  =  1  und   i'/nX  =  1 

also  ist  daun  die  Anzahl  der  Complexioncn  »  Vh, 

* 

Wenn  dagegen  m  0  d.  Ii.  wenn  zu  den  Gomplexionen  nw  Ele- 
ment e  der  ersten  Art  genommen  worden  sollen,  so  wird  ans  Formel  I) 

—  Ya, 
« 

Wird  augoüommen,  dass  die  gogebcueu  Elemente  der  beiden 
Gruppen  mit  Wiederholung  variirt  werden,  so  ist  die  Anzahl  der 
Variationen 


»1 


»—•I     M        \vi—m  J  V*'/ 

Wenn  a^b,  so  ist  die  Anzahl  der  Gomplexionen  «** 

Sind  mebr  als  3  Gmppon  Ton  Elementen  gegeben,  z.  B.  Gnippen 

von  o,  Ä,  r  . . .  Elementen ,  und  es  sollen  Complcxionen  von  «  Ele- 
menten gebildet  werden,  so  dass  aus  der  ersten  Gruppe  p  Elemente 
benutzt,  aus  der  zweiten  </,  aus  der  dritten  Gruppe  r  n.  s.  w.  Elemente, 
so  ist  die  Anzahl  der  nebeneinander  aufzustellenden  Variationen  gleich 

I)    Va,Vb.Ve  ... 
P     t  r 

Es  können  auch  hier,  wie  rorhin,  die  Elemente  der  Tersehiede- 
nen  Gruppen  in  diesen  Zusammenstellungen  wieder  zu  nenen  Gom- 
plexionen umgestellt  werden,  nur  nicht  die  Elemente  in  den  einzelnen 
Variationsformen.  Die  Anzahl  der  Umstellungen  der  Elemente  in 
der  Form  I)  zu  neuen  Complexionen  ist  gleich  der  Permutationszahl 
von  »1  Elementen,  unter  denen  sowohl  p  gleiche,  g  gleiche  n.  s.  w.  sind. 
Daher  ist  die  Anzahl  der  Variationeu 


—  Va.Vb.Ve 

P  9 


wenn  |>+a+^+        »  ist 


•  (i) 


Sollen  die  gegebenen  Elemente  mit  Wiederholung  variirt  werden, 
SO  erhält  man  die  Formel 

p       q       r  l  P 


OigitizedbyjGiri^Ie 


447 

Wenn  «  ^  £    «         so  kt  die  AnnaU  der  CompkodoiieA 


=  a"P/n 


Hamburg,  im  Februar  1879.  Tb.  Sinram. 


8. 

Trausformation  der  Le]bnitz*scheu  Reibe  fUr  die 
Ludolph'scbe  Zabl'«'). 

Die  bekannte  Reibe  von  Leibnitz 

4  "»fo  SöR^ 

ist  wegen  ihrer  geringen  Convergenz  zur  Berechnung  von  ;r  wenig 
brauchbar;  aus  ilii-  lüsst  sich  aber  eine  weit  stärker  convergireude 
Reihe  ableiten,  wie  folgt. 

ICmi  vereiDigo  den  dfeten  Term  eiimial  mit  dem  (2jk-|-l)ten, 
dmnal  mit  dem  (26^1) ten;  dann  erliftlt  man  bzhw.: 

4     *  »3i(4*+3>(4&+ö) 

Die  Summe  beider  Aoadradce  gibt,  jenadidem  man  ?on  enterem  die 
ente  oder  iweite  Form  anwendet: 

»        *=®  4.2 

2       "^iä  (4^+1)  (4H-T)  (4ifc+ö) 

4  2    *=•  4,2 
°"  ^  +3J5  +»d  (4fc-|-5)(4*r4-7)(4fc-f  9) 

Von  jetzt  an  neluno  man  immer  die  iialbe  Summe  beider  Ausdrücke, 
erstem  in  erster  und  zweiter  Form,  wo  die  zweite  ans  der  ersten 


*)  B«t«itt  ttii$gct6ilt  hn  4.  H.  d.  XV.  Bandes  der  „Blitter  Ar  das  Bai- 
vitehe  O/nuiasial*  und  Bealecbulwieen.** 
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durch  Abtrennung  des  Anfangsterms  und  SabstitutioB  von  fOr 
k  hervorgeht  Dann  kommt  nächates  mal: 

5  „  1  4. 1 M   4t,l,i.9  

2  ^"*~*"*"*3»(4*-f-l)(4ftH-8)...(4Jfc+7) 

-  ,    1_  ,    4.3!  4.1.2.3  

"    '*~1.3'T'l.3.5.7  '^Jfe=o(4^•^-W(4*+7)...(4^•^-ll) 

n     .  ,    1    ,  2.2!   4.1.2.3 

2     ^  ^■i.8"'"i.8.5    »to(4*H-8)(4&+6)  ...(41?-f  9) 

und  nach  w  maliger  "Wiederholung: 

n     1  ,  il  ,     2!  m! 


2  1^1.3^1.3.5^-1.3...<2ii4.1) 

VF  ilüi^i  

(4*-|- 1)  (4*+3) . . .  (4*+2h4-6) 

2  "  l+1.3"f"i.3.5'^  -  •1.3..:(2i»+l)"^1.3...(2«-i-3) 

4(»4-2)! 


(4ib-f  3)  iik-^b) .  (4Ä;-f  2»-i-  7) 

IKe  Bichtigkdt  des  aUgemdnen  Resultats  ergibt  sich  leicht,  indem 
man  das  Yer&hren  noch  einmal  wiederholt 

Setzt  mau  in  der  letzten  (ileicluing  n — 1  für  »t,  so  zeigt  sich, 
dass  {n  zwischen  folgenden  Grenzen  enthalten  ist: 

1.3...(2ä?+1)     2      1.3...(2i»-|-l) "^*Zol.3...(2ifcH-l) 

Da  die  Differenz  bdder  Grenzen  Dir  »  —  oo  verschwindet,  so  ist, 
womit  wir  zu  nnserm  Ziele  gelangen. 


2  "^*rol.8...(2*r+l) 
Der  Quotient  zweier  snccessiver  Torme 

k 

2ik+l 

Iiat  den  Grenzwert  4,  mithin  convergirt  die  Bdhe  im  unendlichen 
gleich  stark  mit  der  Reihe  der  Potenzen  yon  4,  vorher  noch  stftricer. 
Die  Berechnung  zeigt,  dass  20  Terme  eine  Genauigkeit  auf  6  Bruch- 
stellen ergehen. 

Würzburg.  Friedrich  Polster. 
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Litterarisclier  Bericlit 

CCIL. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Büuwst()ffon  voor  (U;  gcM  liii'ih'iiis  der  wis-  eii  natuurkuiuligo 
wctenschajipen  in  de  Nedorlandoii.  Door  P.  IJierciis  de  Haan. 
Overgcdrukt  uit  de  Veralagoii  on  McdedL'cliiigcu  der  Kou.  Akadcniio 
van  Weteuschappen ,  Afd.  Natuurk. ,  2^  ßceks,  Deel  Vlll.  IX.  X.  en 
m  (Kiet  in  den  Handel).  1878.  421  S. 

Das  Vorliogoiule  ist  ein  Beitrag  znr  Geschichte  der  Logarithmen- 
tafeln und  der  Kreisbcrechnung,  welcher  sich  auf  den  Auteil  der 
Niederlande  an  der  Bearbeitung  und  Herausgabe  bcschriinkt,  inner- 
halb dieser  Grenze  nocli  keine  Vollständigkeit  beausi)rucht,  vielmehr 
den  Zweck  verfolgt  Unbekanntes  und  Wenig-bekanntes  aus  Licht  zu 
ziehen,  falsche  Angaben  zu  berichtigen  und  falsche  Urteile  zu  be- 
streiten. Die  darin  gegebenen  Nachrichten  über  die  vorhandene  Litte^ 
ratnr,  über  die  Yerfasaer  nnd  deren  wissenschaftliches  Wirken  sind 
sehr  reichhaltig,  am  ansführlichsten  sind  die  Einzelheiton  der  Ans- 
gaben  behandelt  Eine  Liste  holländischer  Logarithmentafeln  führt 
deren  61  au^  einige  in  Leipzig  und  Berlin,  dne  in  Pekmg,  die  übri- 
gen in  Holland  erschienen.  Der  Get>rauch  der  Logaritbmcntafeln  fand 
bald  nach  ihrer  Erfindung  in  England  Aufnahme  in  den  Kicderlan- 
den,  wo  bei  Empfehlung  und  Einführung  in  den  Schulen  das  Motiv 
vorwaltete,  dem  mathematischen  Studium,  vor  welchem  sich  Viele  der 
grossen  Beclnuingen  wogen  fürcbfcten,  das  Abschreckende  zu  benehmen. 
Als  diejenigen,  welche  zuerst  dafür  tätig  waren,  sind  D.  llenrion, 
Ezechiel  de  Decker  nml  Adriaan  Vlack  genannt.  Von  A.  Vlack  und 
Ludolph  van  Ceulcn  handelt  ein  grosser  Teil  der  Schrift.  H. 
Teil  hxm.  Heft  1.  I 
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Das  Matliemaüst'liC'  im  Talmud.  Beleuchtung  und  Erläuterung 
der  Talmudstelleu  mathematischen  Inhalts.  Von  Dr.  B.  Zuck  er- 
mann. Breslan  1878.  A.  Hepner.  63  S. 

Schon  das  mosaische  Gesetz  enthält  manche  Masshestimmungen, 
die  matliematischc  Betrachtungen  vcraulasseu.  Der  Talmud  aber 
^Yündet  sogar  niatliematischen  Scharfsinn  au,  um  aus  dem  mosaischen 
Gesetze  mit  Profit  ein  anderes  zu  machen.  So  folgert  er  z.  B.  aus 
dem  erlaubten  Sabbat wegc  ein  kreisförmiges  erlaubtes  Fehl,  vorwan- 
delt dies  in  ein  Quadrat,  und  gewinnt  so  nach  den  Eclven  zu  einem 
kleinen  Zuwachs  des  Weges.  Dies  ist  nicht  der  einzige  Fall,  der  eine 
directo  approximatiro  Angabe  des  Ereisinhalts  und  der  Kreislfingo 
veranlasst  hat;  dio  Kreisflftcbe  soll  danach  f  des  umschriebenen  Qua- 
drats sein.  Genauer  wird  die  Quadratwurzel  aus  6000,  nämlich  70-^| 
+  Best,  ermittelt  Der  Yerfssser  schliesst  aus  einer  Stelle:  Die 
Weisen  können  den  Rest  nicht  finden  —  dass  die  Irrationalität  der 
Wurzel  erkannt  seL  Maximalbestimmungen,  die  nicht  als  solche  aus- 
gesprochen sind,  ergeben  sich  durch  Conjectur  zur  Erklärung  an- 
scheinend willkürlicher  oder  widersprechender  MassTorschriften.  Das 
Ganze  ist  äusserst  populär  vorgetragen.  H. 

Käfi  fil  Ilisab  (Genügeudes  über  Arithmetik)  des  Abu  Bekr 
Mohammed  Ben  Alhosein  Alkarkhi  nach  der  auf  der  Ilefzoglich- 
Gothaisch^  Seblossbibliothek  befindlichen  Handschrift  beaibaitet  von 
Dr.  Adolf  Hochheim,  Professor,  h  Hallo  a.  S.  187a  Louis 
Kebert  40.  24  S. 

Diese  Schrift  geht  einer  audcrn,  betitelt  Fakhri,  desselben  ara- 
bischen Verfassers  voraus,  welche  bereits  von  F.  Woepcke  in  der 
Ucbersetzung  herausgegeben  war.  Der  Uebersetzer  erklärt  die  ihm 
übcrgebene  Handschrift  für  eine  ohne  Sorgfalt  ausgeführte  Copie. 
Die  hier  gelehrte  Arithmetik  besteht  aus  Hegeln  des  decimalen  Rech- 
nens, dessen  Vorteile  in  ziemlich  schwerfälliger  Weise  in  Anwendung 
kommen,  immerhin  aber  erkannt  shid.  ZUfem' werden  nicht  gebraucht, 
daher  ist  auch  von  Anreihung  der  eiiifachen  Zahlen  sucoessiTeir  Ord- 
nungen nicht  die  Kede  und  iQr  die  EiniQhrung  der  Null  kein  Be- 
dürfniss.  Vielmehr  wird  zusammengesetzten  Zahlen  jede  Ordnung 
für  sich  behandelt,  und  nur  vorgeschrieben  alle  Zahlen  gleicher  Ord- 
nung an  einen  besondern  Platz  stellen.  Vieles  wird  vorausgesetzt 
oder  stillschweigend  dem  Schüler  überlassen,  wo  man  wol  Erklärung 
erwartet  hätte.  Dio  Multiplicatioii  der  Potenzen  von  10,  als  resul- 
tirende  Ordnungszahl,  wird  als  selbstverständlich  unerwähnt  gelassen. 
Ist  das  Product  zweier  einfacher  (einzift'rigcr)  Zahlen  zusammengesetzt 
z.  B.  70.500  =  30000,  so  wird  nichts  von  Absonderung  der  2  Ord- 
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nnngeii  30000  und  5000  gesagt;  man  könnte  yermnten,  an  dedmale 
Zerlegung  solcher  Producte  se!  ttberhanpt  nicht  gedacht  worden. 
Dagegen  werden  jEtechnnngsTOTteile  wie  Substitution  Ton  1000.  i  für 
125  bei  Hnltiplication  besonders  hervorgehoben,  die  Anf&ndung  des 

gemeinsamen  Teiles  zweier  Zahlen,  nur  mit  wiederholter  Subtraction 
statt  Division,  iu  correcter  Woiso  gelehrt.  Eigentümlicli  ist  das  Ver- 
fahren der  Bruchrechnung.  Nenner  dürfen  nur  einfache  Zahlen  2  bis 
9  und  deren  Producte  sein.  Wo  andere  Brüche  resultiren  würden, 
soll,  wie  eine  kurze  Bemerkung  sagt,  approximative  Rechnung  statt- 
fiudeu.  Als  genügend  hat  wol  der  Verfasser  den  Inhalt  der  gegen- 
wärtigen Schrift  für  den  vulgären  "Gebrauch  bezeichnen  wollen  im 
Gegensatz  zu  dem,  was  den  Gelchrteu  an  Arithmetik  bekannt  war. 

H. 

Hormann  Grassmann,  sein  Leben  und  seine  Werke.  Von  Victor 
Schlegel.  Leipzig  1878.  F.  A.  Brockhaus.  82  S. 

Die  vorliegende  Schrift,  welche  das  Leben  eines  Mannes  be- 
schreibt, dem  der  Verfasser  nach  allem  nicht  nur  innig  zugetan  ist, 
sondern  an  dessen  geistige  Erhabenheit  er  auch  fest  glaubt,  tut  dies 
glcichwol  in  vollkommen  uuverhüllter  Weise:  sie  lässt  Tatsachen  reden, 
die  der  i.cstT  in  gleichem  oder  auch  in  sehr  abweichenden  Sinne  zu 
deuten  volle  Freiheit  behält.  II.  Grassmiinn  ist  in  verschiedenen  Ab- 
schuitteu  seines  Lebens  in  3  Wisscnscluittin  tätig  gewesen,  der  Theo- 
logie, Mathematik  und  Thilulugie;  ihnen  entsprechen  die  3  Abschnitte 
des  Bachs.  In  der  mathematischen  Periode,  auf  die  wir  uns  bc- 
schrftnken,  gicbt  es  von  Anfang  bis  Ende  &8t  nur  TOn  Miserfolgen 
zu  berichten:  Gr.  worde  nicht  verstanden  nnd  fand  keine  Nachfolge, 
unbeachtet  aber  blieb  er  nicht  Von  seinem  Hauptwerke,  der  Ünealen 
Ausdehnungslehre,  auf  dessen  Wert  das  ganze  Gewicht  gelegt  wird, 
haben  Gauss,  Grunert  und  Uöbius  Kenntniss  genommra  und  sich  gogon 
ihn  dartiber  ausgesprochen.  Alle  3  leimen  ein  Urteil  ah;  nur  eine 
gewisse  Verwandtschaft  der  Ideen  mit  €bui8s,  Möbius,  Steiner  und 
Bellavitis  wird  anerkannt.  Dieser  Verwandtschaft  scheint  Schlegel 
eine  zu  grosse  Bedeutung  zuzuschreiben.  Der  wesentliche  Unterschied 
bleibt  unberührt,  dass  jene  Autoren  mit  gutem  Grunde  und  nicht  etwa 
aus  Befangenheit  deu  Boden  der  bewährten  raathematischen  Begriffe 
nie  vorlassen,  während  Gr.  der  Allgemeinheit  a  priori  eine  intcllectu- 
elle  Kraft  bcimisbt,  und  im  Denken  des  Allgemeinen,  noch  ehe  es  als 
ezact  nnd  bestimmt  nuciigewiesen  ist,  eine  Leistuug  sieht.  Gr.  setzte 
seinem  Schicksal  keinen  Stolz  entgegen,  sondern  unterzog  sich  aHen 
Hflhen  und  botrat  alle  Wege,  die  sich  darboten  um  die  ihm  versagte 
Anerkennung  zu  erringen.  So  fahrte  er  z.  B.  •nachdem  alles  andre 
vergeblich  schien,  auf  Grunert's  Bat  die  nutzlose  Arbeit  durch,  seine 
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Anschauuugslchre  iu  die  Euklid'scho  Form  umzugcstalteD.  Die  weni- 
uigcu  Beispiele  der  Anwenduug,  die  er  aufünglicli  gegeben  hatte,  ge- 
nügten niebt  die  f^chtbarkeit  sdnor  Lebre  darzatan;  sie  entbleiten 
nur  Bekanntes  und  Elementares;  es  mnssten  neue  irissenscbaftUcbe 
Resultate  daraus  herrorgeben.  Hanptsäcblicb  ans  diesem  MotiT  wid- 
mete er  sich  spedelleren  mathematischen  Untersnchnngen,  nnd  seine 
Arbeiten  Uber  Gurren-  und  Flftchcnlehre,  Mechanik,  Zahlentheorie, 
Optik  und  einiges  andere,  deren  die  Liste  30  aufzählt,  beweisen  seine 
Begabung  in  der  exaeten  Wissenschaft.  Sie  werden  als  Ergebnisse 
seiner  Ausdehnungslehre  dargestellt;  in  gutem  Glauben  hält  dadurch 
Schlegel  deren  Fruchtbarkeit  für  glänzend  bewährt.  Da  jedoch  Sehl, 
mit  keinem  Worte  seine  eigene  Auffassung  der  Ausdchnuugslchre  dar- 
legt, noch  irgendwo  ausspricht,  dass  sie  ihm  nicht  so  unverstanden 
sei  wi(i  dem  Publicum,  so  wird  er  auch  wol  darüber  nicht  entscheiden 
können,  ob  jene  Productivität  wirklich  aus  dem  vermeintlichen  Triucip 
entsprang,  oder  Gr.  seine  Erzeugnisse  in  den  für  alles  bereit  gehalte- 
nen grossen  leeren  Sanm  der  Ausdebnungslebre  einfügte,  ob  er  seine 
Fähigkeit  dem  Princip  verdankte,  oder  neben  und  ungeachtet  seiner 
Geistesrichtung  behalten  hatte.  Gr.  ist  ein  Meister  der  Logik,  aber 
nicht  der  klaren  und  gründlichen,  sondern  der  kunstfertigen.  Es  ward 
ihm  daher  leicht  seine  Arbeiten  in  die  gcwQnschte  Beziehung  zu  setzen. 
Auch  erklärt  es  sich  wol  daraus,  dass  seine  Aufstellungen  von  keiner 
Seite  bestritten  worden  sind.  In  einer  Arbeit  setzt  er  auch  die  Hamil- 
ton'schen  Quaternioncn.  iu  eine  und  zwar  subordinirte  Beziehung  zur 
Ausdehimngslchre.  Diese  Verwandtschaft  kann  man  ihr  wol  zuge- 
stehen. Wie  zum  Schluss  cr/ählt  wird,  erlebte  er  es  soeben  noch,  dass 
mehrere  Mathematiker  —  die  ersten  waren  Günther  und  Preycr  — 
die  Ausdebnungslebre  ans  Licht  gezogen  und  ihre  hohe  Würdigung 
Öflfentlich  ausgesproelien  haben.  Eine  ähnliche  Anerkennung  fand  er 
schon  in  den  ersten  Jahren,  als  ihm  die  Jablonowski'sche  Gesellschaft 
in  einer  Aufgabe,  die  sehr  gut  zu  seinen  Ideen  passte,  den  Prds  er- 
teUte.  H. 


Carlo  Halagola,  Deila  vita  e  delle  opere  di  Antonio 
Urceo  detto  Godro.  Studi  e  ricerche.  In  Bologna  dalla 
Tipografia  Fava  e  Goragnani  18  7  8.  —  XX,  599  S.  gr.  8<*. 

Es  mag  vielleicht  auf  den  ersten  Blick  eigentümlich  aussehen, 
wenn  in  einer  mathematischen  Zeitschrift  eine  Arbeit  besprochen  wird, 
welche  von  einem  Professor  der  griechischen  uud  lateinisclien  Sprache 
an  der  Universität  Bologna  handelt.  Wenn  aber  dieser  Philologe  der 
Lehrer  des  Coppernicus  gewesen  ist,  wenn  ein  Capitel  des  Buches 
nur  von  dem  Aufcutbalte  dieses  Mauues  iu  Buiogua  haudelt,  von  seinen 
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dortigen  Stadien,  seinen  Lehrern,  nnd  den  Stndonten,  welcbe  nach- 
weislich mit  ihm  zasammen  derselben  Nation  angehörten,  dann  wird 
das  Eigentamlicho  dem  Natürlichen  weichen  nnd  die  Erwähnung  des 
Buches  an  dieser  SteUo  sich  als  selbstYorstftndlich  herausstellen. 

Aiitouiü  Urceo  mit  dem  Beiuaineu  Cudrus  war  zu  seiner  Zeit  einer 
der  bedeutendsten  Graccistcn,  dessen  Yorlesungeu  von  Stadircnden 
aller  Facultäten  besacht  wurden,  ja  so  eifrig,  dass  die  Stndenten  aus 
den  andern  Collegien  fortliefen,  nur  um  ihn  hören  zu  können.  Zuerst 
wies  Berti  in  seinem  Copcrnico  auf  die  hoho  Wahrscheinlichkeit 
hin,  dass  dieser  eminente  Mann  der  Lohrer  des  Ooppernicus  im  Griechi- 
schen gewesen  sei.  Darauf  sich  sttttzciid  hat  Herr  Malagola  alles 
ziisammentrestellt,  \Yas  für  eine  solidie  Lehrerschaft  spricht.  Wenn 
dadurch  auch  nicht  der  actcDmässigo  Beweis  geführt  ist,  auf  den  wir 
bei  dem  LcIkmi  des  Copperuicus  so  vielfach  vcrzicliten  müssen,  so  ist 
doch  kaiiiii  uovh  au  der  betreffenden  Tatsache  zu  zweiftlii.  Bei  den 
Kachfor.scijunLfcn  in  [den  Arcliiven  Bologna'«  und  andtTswo  micli  Do- 
cuuienten  über  Codrus,  fand  Herr  Malagola,  durch  das  Glück  lK>gfhi- 
stigt,  in  dem  Faniilicuarchiv  des  Grafen  Malvezzi  aus  dem  ilaubu 
Medici  die  voUstäudigeu  Acten  (12Ü0  c.  bis  zur  Mitte  des  vergangenen 
Jahrhunderts)  der  Natio  Germanornm  zu  Bologna.  Dieser  Na- 
tion gehörte  nun  auch  Nicolaus  Goppornicus  an,  welcher  im 
Jahre  1496  aufgenommen  wurde,  und  auch  dessen  Bruder  Andreas 
Coppernicus,  der  149S  in  dieselbe  eintrat  Aus  Eigontttmlichkei- 
t<ün,  welche  statutonmässig  bei  der  Eiuzeichnung  in  die  Matrikol  der 
Nation  vorgeschrieben  waren,  ergibt  sich  sicher,  dass  beide  bei  ihrem 
Eintritt  noch  nicht  Domherrn  von  Ermland  waren.  Unter  Zuhilfe- 
nahme aller  sonst  bekannten  Tatsachen  entwickelt  nun  Plerr  Mala- 
gola ein  interessantes  Bild  von  den  Studien  .  welelie  Coppernicus  in 
Bologna  gefiüjrt  hat.  Statutcnmässig  musste  er  als  Mitglied  der  deut- 
schen Nation  die  Bechlswissenschaft  studiren.  Wir  lernen  nun  die 
Lehrer  kennen,  welche  in  der  Zeit  des  Aufenthaltes  des  Coppernicus 
das  geistliche  und  weltliche  Hecht  lehrten,  wir  erfahren,  welche  Col- 
logia  gelesen  wurden,  und  wenn  wir  auch  nicht  bestimmen  können, 
welche  davon  Coppernicus  gehört  hat,  so  ist  doch  iQr  die  Kenntniss 
seines  Bildungsganges  viel  gewonnen.  Auch  über  die  beiden  Profes- 
soren, welche  man  als  seine  Lehrer  in  Mathematik  und  Astronomie 
anzusehen  gewohnt  ist,  Domenico  Maria  Novara  und  Sdpio  dal  Ferro, 
erhalten  wir  auf  Grund  von  Acteustückeu  eingehende  Nachrichten, 
und  in  Bolreflf  des  letztem  wird  z.  B.  das  Todosrlatnm  richtig  ge- 
stellt Auch  Nachrichten  von  alleu  Professoren  der  Mathematik  und 
Astronomie  zu  des  Coppernicus  Zeit  sind  angegeben. 

Die  Documcnte  im  Anhange  (XXI— XXXI)  enthalten  aus  den 
Acten  der  Deutschen  Nation  zunächst  Urkunden  über  Lucas 
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Watzelrode  (1470—1478);  Aber  sonstige  Canonici  und  Gleriker  der 
emdftnder  Dioeoese  (1374—1500).  Dann  kommt  eine  hochinteressante 
Abhandlung  über  die  Geschichte  der  Katio  Germanornm  zn  Bo- 
logna. Es  folgen  die  Urkuudcn  über  Nicolaus  Goppemicus,  über 
Domenico  Maria  Novara,  über  die  übrigen  Professoren  der  Astronomie 
zu  Bologna  von  1483  bis  1501  (woran  sich  aus  den  Statuten  der  Ar- 
tistenfacultät  die  Bestimmungen  über  die  zu  lesenden  Fächer  an- 
schlicssen);  über  Scipiono  dall  Ferro,  Andreas  Coppcrnicus.  Es 
schliesst  sich  au  eiue  Nachwt'isung  über  die  auderweitiiy:  bekannten 
deutschen  Studenten  in  Bologna  von  149(1  bis  15lX),  welche  nicht  der 
Natio  Germauorum  angdiörteu;  dann  eiu  Abdruck  der  Matrikol 
der  deutschon  Nation  von  14U0— 1500,  endlich  Documente  über  Ni- 
cdaos  Ton  Cosa,  der  ebenfiilbt  der  deutschen  Kaüon  zu  Bologna  an- 
gehörte. 

Das  Capitel  über  Coppemicus  und  die  Anhänge  XXI — XXXI, 
deren  Inhalt  üben  kurz  angegeben  ist,  soll  Ende  des  Jahres  deutsch 
auf  Kosten  des  Coppcrnicus -Vereines  zu  Thorn  herausgegeben  werden. 
Wenn  wir  noch  einen  ^Vuusch  aiiss])recheu,  so  ist  es  der,  dass  sich 
in  Deutschland  ein  Verleger  linden  möge,  um  die  Acten  der  deut- 
schen Nation,  wie  sie  das  Malvezzi'sche  Archiv  enthält,  puhlu-i  juris 
zu  machen.  Er  würde  sich  um  die  Geschichte  der  Wisseuschafteu 
hohes  Verdienst  erwerben. 

Thon.  Curtze. 


Bolletino  di  bibliografia  e  di  storia  dello  scienze  matematiche  e 
fisiche.  Pubblicato  da  B.  Boncompagni  Tomo  XI.  Borna  1678. 
Tipografia  deUe  sc  mat  e  üs. 

Der  Inhalt  der  ersten  6  Hefte  ist  folgender. 

1.  Heft.  E.  Millosevich:  Ueber  das  Leben  und  die  Arbeiten 
Yon  Giovanni  Santini. 

2.  Heft  Schluss  des  Vorigen.  B.  Boncompagni:  Bmehstück 
eines  Briefes  von  Prot  Angelo  G^nocchi  über  Henuisgabe  der  Werke 
von  Caachy. 

3.  Heft.  Adolf  Mayer:  Geschichte  des  Princips  der  kleinsten 
Wirkung.  Ins  Italienische  Uebersetzt  von  G.  B.  Biadego.  (S.  litt. 
Ber.  241.  p.  3.)  —  M.  Curtze:  Neue  Coperuicana  aus  Upsala.  Vor- 
trag gehalten  im  Copernicns -Verein  für  Wissensdiaft  und  Kunst  zu 
Thorn  am  4  Jnni  1877.  Ins  Italieuische  übersetzt  von  A.  Spa- 
ragna.  —  Zugaben  und  Anmerkungen  dazu. —  E.  Giordano  (Bo- 
logna): Die  6  Cartolle  mathematischer  Horansfordemng  erstlich  über 
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die  allgemdne  Anflfisaiig  der  kabischen  Gleichmigeii  toh  Ludovico 
Ferrari  nebst  den  6  G^n-CarteUen  in  Erwidemng  von  Nicola  Tar- 
taglia  ontlialtcnd  die  Lösangen  der  von  der  einen  aud  andern  Seite 
gostolltcn  Aufgaben.  Gesammelt,  autographirt  xmd  ])ublidrt  von  E. 
G.  Mailand  1876.  Luigi  Ronchi.  Bericht  in  italienischer  Sprache 
von  Cantor  nach  seiucm  deutschen  Bericht  in  Schlömüch  Zeit- 
sehr.  XXII.   13a— 150. 

4.  Heft.  M.  Gantor:  Briefwechsel  zwischen  Lagrange  nnd  Enler. 
Ins  Italienische  übersetzt  von  A.  Favaro.  —  F.  Siacci:  £tiide 
historiqnc  et  critique  sor  le  probleme  de  la  rot^tion  d'un  corps  solide 
autour  d'un  poiut  fixe,  par  Ph.  Gilbert,  Professeor  4  roniTersitö 
cathoiique  de  Lonvain.  Bruxelles  1678.  F.  Hayez. 

5.  Heft  G.  Garbieri:  Lehrbuch  dar  Determinantentheorie  für 
Studirende,  von  Dr.  Siegmund  Gflnthor.  Durchans  umgearbeitete, 
vermehrte  und  durch  ^e  Au%abensammlang  bereicherte  Auflage. 
Erlangen  1877.  Eduard  Besold. 

6.  Heft.  A.  Favaro:  Ueber  die  von  Dr.  Carlo  Malagola 
veranstaltete  Ausgabe  einiger  Documeute  bezüglich  auf  Nicolaus  Copcr- 
lücus  nnd  auf  andre  Astronomen  und  Mathematiker  des  15.  und  16. 
Jahrhunderts  (s.  p.  4 — 6). 

Publicationsverzeichuisse  im  2.,  4.  und  6.  Heft.  IL 


Methode  imd  rrincipien. 

Kant  und  Ileliiiholtz  über  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der 
Raumanschauuug  und  der  geometrischen  Axiome.  Von  Albrecht 
Krause.   Lahr  1878.   Moritz  Schauenburg.   94  S. 

Das  Vorliegende  ist  nach  Vorgang  von  Schmitz-Dumont  (vgl.  litt. 
Ber.  232,  p.  41.)  die  zweite  Erscheinung,  welche  davon  zeugt,  dass 
CS  Ilelniholtz  gelungen  ist  das  h^chweigcn ,  welches  die  Philosophen 
der  historischen  Schulen  bisher  allen  priucipielleu  Fortschritten  cut- 
gegenstellteu,  zu  durchbrechen.  Der  Verfasser  giebt  die  beliebte 
Maxime  ganz  und  mit  cinemmale  auf  und  stellt  den  Gegensatz  zwischen 
dem  neuen  Emphrismus  und  der  Kant'schen  Lehre  in  dfts  hellste  Licht. 
Er  sagt:  „Helmholtz  hat  Kant  in  den  Grundlagen  seines  Systems  an- 
gegriffen, als  er  die  Unvcrftnderlichkeit  und  apodiktische  Sicherheit 
der  geometrischen  Axiome,  auf  denen  Kant  fusst,  leugnete.  Hat  nun 
Helmholtz  Bocht,  und  ist  das  Kauf  sehe  Fundament  lidsch,  so  fiUlt 
damit  auch  der  Inhalt  und  die  Methode,  welche  hieraus  notwendig 
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hen'orgewachscn  ■,  dann  ist  ferner  die  jahrhiindortlange  Richtung  der 
deutschen  Philosophie  eine  verfehlte,  und  es  bleibt  uns  nichts  Ande- 
res übrig,  als  die  deutsche  Jugend  wiederum  in  die  Schule  der  Eng- 
länder zu  schickcü  zum  Studium  der  PhilDsophic ,  einer  Philosophie 
>velche  man  bisher  durch  Kant  und  seine  Schüler  liir  widerlegt  oder 
verbessert  hielt." 

Diese  AeusseruDg,  so  entschieden  wie  heutzutage  selten  eine  ver- 
uommeu  wird,  verdient  zunächst  eine  Antwort.  Auch  wenn  Hclm- 
holtz  in  vielen  Punkten  lächt  Becht  bat,  and  auch  im  andern  Falle, 
weim  der  schroffe  Gegensatz  zwischen  ihm  und  Kant  nicht  zutreffend 
ist,  bleibt  es  wahr:  „Die  jahrhundertlange  Richtung  der 
deutschen  Philosophie  ist  eine"  von  Grund  aus  „Yorfehl- 
te*S  Will  der  Yer&sser  diesen  TOn  der  Geschichte  seit  Jahrzehnten 
gefällten,  durch  den  andauernden  Zustand  der  neuern  philosophischen 
Doctrin  documentirten  Urteilsspruch  jetzt  noch  als  einen  solchen  er- 
scheinen lassen,  an  die  bisher  niemand  gedacht  hätte,  der  nun  erst 
als  Couscqucnz  der  in  Kode  stehenden  Lehre  sieh  drohend  darstellte  V 
Will  er  uns  glauben  machen,  er  habe  von  den  erfolglosen  IJcstrebungeu 
der  Philosophen  nach  dem  Falle  der  Hegerscheu  Autorität  die  Würde 
und  das  Ansehen  der  Philosophie,  sei  es  auch  mit  Concessionen  an 
den  Empirismus,  zu  retten  nichts  gewusst?  Die  Blosse  ist  zu  gross, 
als  dass  sie  zugedeckt  werden  könnte.  Soll  die  Philosophie  den  !N  amen 
einer  Wissenschaft  verdienen,  so  muss  sie  allseitig  anerkannte  Prin- 
cipien  haben.  Statt  dessen  sehen  wir  nur  eine  Menge  principiell  ab- 
weichender Schulen,  die  einander  nicht  bekämpfen,  sondern  ignoriren 
um  nicht  ihre  eigene  Schwftche  zu  verraten.  Diesem  Zustande  kann 
nur  ein  Ende  gemacht  werdea  durch  YerzichtleistUDg  auf  die  von 
Cartesius  auf  Kant  übergegangenen  Vorurteile  und  Chimären.  Dass 
auf  einem  solchen  gereinigten  Boden  einfache,  unausweichliche  und 
voraussetzungslose,  darum  jede  Spaltung  der  Ansichten  ansschliessende 
Principien  erbaut  werden  können,  ist  in  der  Schrift:  „Hoppe,  Bedeu- 
tung der  psychologischen  BegritVsanalyse"  Bergmann,  Philosophische 
Monatshefte  IV.  p.  85,  u.  IGU  —  dargetan,  und  von  keiner  Seite  der 
Versuch  gemacht  sie  zu  widerlegen,  vielmehr  von  zwei  namhaften 
Lehrern  der  Philosophie  die  uiimotivirte  Weigerung  darauf  einzugehen 
öffentlich  ausgesprochen  worden.  Gegen  dieso  Schrift  möge  doch 
Krause  sich  wenden,  wenn  er  sich  bewogen  findet  Kant  in  Schutz  zu 
nehmen.  Dann  wttrde  er  auch  ersehen,  dass  seine  Folgerung,  der 
deutschen  Jugend  bliebe,  wenn  die  Eant'sche  Richtung  eine  verfehlte 
wäre,  nichts  anderes  fibrig  als  die  Schule  der  Engländer  zu  besuchen, 
gänzlich  fehl  geht.  Allerdings  haben  die  Bakonianer  sich  von  den 
Gartesischen  Irrttlmern  rein  erhalton.  Aber  ist  es  denn  notwendig, 
ist  es  natürlich,  dass  die  Jugend  das  Erlernen  der  Philosophie  flber- 
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baQpt  mit  der  Geschichte  anfilngt?  Wer  wissenschaftliche  Schrift- 
steller verstehen  nnd  beurteilen  will,  mnss  doch  vorerst  mit  den 
AnÜMigsgrttuden  der  von  denselben  behandelten  Wissenschaft  im  Bei- 
nen sein.  So  sehr  hat  sich  Krause  an  den  hentigen  Zustand  der 
Doctiiu  gewöhnt,  dass  er  die  leider  übliche  Art  des  Vortrags,  welche 
nnr  Meinuugcn  registrirt,  statt  Aufgaben  zu  lösen,  für  die  einzig 
mögliche  hält.  —  Ob  Kant  und  seine  Schüler  die  Philosophie  der 
Engländer  widerlegt  oder  verbessert  haben,  lässt  der  Verfasser  un- 
entschieden; für  ersteres  konnte  er  wol  keine  St<?lle  aufweisen,  doch 
auch  letzteres  bringt  er  nur  als  Mciuunjj;  der  Kantianer  vor,  und 
diese  geht  uns  hier  wenig  an.  Daher  bedarf  es  auch  niclit  der  Aus- 
führung,  wie  sehr  K.  jene  Philosoi»hie  niissvcrbtiiudcu  hat,  wie  blind 
er  an  deren  Grundgedanken  vorbeigegangen  ist. 

Weiterhin  im  Vorwort  verrät  der  Verfasser,  dass  und  warum  er 
zahlreichen  Angriffen  gegen  die  Kant'sche  Lehre  gegenüber  geschwie- 
gen liat,  und  es  erst  der  glänzende  Name  des  berühmten  Natur- 
forschers ist,  der  ihn  zum  Reden  treibt.  iJas  wusste  mau  auch  wenn 
es  nicht  gesagt  wäre.  Gegen  weit  mehr  directe  Angritfe  schien  ihm 
das  Ignoriren  die  sicherste  Verteidigung.  Auch  bei  Ilelmholtz  ist  er 
damit  zufrieden  Mängel  seiner  Darstellung  antzudcckeu,  die  allerdings 
genügen,  den  Urteilsspruch  gegen  Kaut  füi"  diesmal  noch  unwirksam 
zu  machen.  Er  giebt  als  Besnltat  der  Frttfuug  von  „H.  Helmholtz: 
Populär^Wissenschaitliche  Vorträge*'  —  an,  dass  die  Gründe  gegen 
Kant's  Lehre  von  H.  gewonnen  wurden  1)  dadurch  dass  er  Denkfehler 
in  der  formalen  Logik  begeht;  2)  dass  er  gegen  die  transscendentale 
Logik  verstösst;  3)  dass  er  Tatsachen  der  Er&hmng,  welche  gegen 
ihn  sprechen,  ausser  Augen  gelassen  hat.  Solche  Vorkommnisse  mö- 
gen sofort  eingeräumt  sein,  einen  wichtigen,  nicht  bloss  formollen 
Fehler  enthüllte  schon  Schmitz-Dumout ;  es  liegt  ein  sachlicher  Denk- 
fehler vor,  den  beide  Gegner  gemeinsam  begehen,  und  dieser  ist  ent- 
scheidend. 

Soviel  zur  Erwiderung  auf  das  Vorwort  Der  Verfasser  wendet 
nun  die  grOsste  Sorgfalt  und  Ausführlichkeit  an,  die  Unvereinbarkeit 
der  H.'schen  und  K. 'sehen  Lehre  nachzuweisen  —  ohne  II.  einen  Vor- 
wurf darüber  zu  machen,  dass  derselbe  ihm  diesen  Nachweis  nicht 
durch  oifenes  Auftreten  gegen  K.  erspart  habe.  In  der  Tat  würde 
er  durch  einen  solchen  Vorwurf  nur  in  Erfahrung  gebracht  haben, 
wie  wenig  ein  unbefangen  Denkender  geneigt  sein  kann  zur  philoso- 
phischen Dasirung  der  Kaumlehre  den  unfruchtbaren  Umweg  über 
Kant  zu  nehmen.  Er  stellt  tabellarisch  7  Fragen,  daneben  die  Ant- 
wort nach  H.,  daneben  die  abwelchendo  nach  E.  auf  nnd  onteisucht 
von  da  an  jede  Frage  einzebi.  Z.  B.  1.  Frage.  Auf  welchen  Bedin- 
gungen ruht  Oberhaupt  die  Möglichkeit,  dass  wir  Baumansohanungen 


Digitized  by  Google 


10 


Litterarischer  Bericht  CCJL. 


bekommen  kdimen.  Aiitw.  H.  Sie  ist  in  der  Empfindung  cntbaltott 
als  Localzeichen.  Antw.  K.  Sie  ist  vor  der  Empfindung  vorhanden, 
d.  h.  ist  a  priori.  Gleich  auf  die  Tabelle  folgt  ein  Gapitol:  „Ein 
Bild"  —  welches  darauf  ausgeht,  die  E.*sche  Disjnnction  physiologisch 
zu  iiiterpretiren.  Was  auf  Grund  einer  Gehirntätigkeit,  hervorgerufen " 
durch  eine  Oi^anreizung  im  seelischen  Leben  entsteht,  hcisst  An- 
schauung, der  Auteil  der  Ictztcru  Empfindung,  (bzhw.  Wahrnehmung), 
der  Anteil  der  erstem  Form  der  Ausehauung.  Ilioraus  ■^vird  nun  ein 
doppelt  unklarer  Sdiluss  rrozogcii:  Da  das  (ithiru,  seine  EigenschatL 
und  Tatigkt'itsart  friihiT  sein  niuss,  als  letztere  durch  Organvorgängo 
beoinHusst  werden  kanu,  so  ist  die  Form  der  Anschauung  a  priori, 
die  Eniptindung  a  ])usteriori.  1)  Warum  mau  nicht  das  Gesagte  mit 
Vertauschung  beider  Köllen  anwenden  kann,  ist  liieraus  gar  nicht  zu 
ersehen,  2)  Krause  confundirt  das  einmalige,  relative  Torher  mit 
dem  absoluten  a  priori  (einen  gleichen  Fohler  macht  Kant).  Er  hat 
nur  bewiesen,  was  niemand  leugnet,  dass  der  einzelnen  Empfindung 
eine  gewisse  Strnctur  und  Eigenschaft  des  Gehirns  (warum  nicht  anch 
des  Organs?)  vorhergeht  Dass  wir,  mitten  im  Leben,  vor  jeder  Em- 
pfindung schon  eine  entwickelte  Raamauschauang  besitzen,  ist  nichts 
neues.  Wie  (licso  entstnn  I  n  -oi,  wird  weder  von  Kant  noch  von 
Krause  zu  erklären  versucht.  Kaut  behauptet  ihr  absol  utes  a  priori, 
also  iiire  Uuerklärbarkeit,  das  hci<<l  doch,  solange  der  Hcweis  fehlt: 
er  kann  sie  nicht  erklären.  Krause  hat  nur  durch  die  genannte  Cou- 
fusion  der  Begritte  den  Schein  erweckt,  als  wenn  er  die  Frage  berührt 
hätte.  So  steht  denn  die  K.'sche  Ansicht  zu  jeder  enii)iristischeu 
allein  in  dem  Verhältniss  der  absoluten  Unkenntuiss  zu  einer  Er- 
keuntuiss  von  vielleicht  noch  fraglichem  Werte,  nicht  aber  in  dem 
zweier  divergurenden  Aufstellungen-,  sie  vorhalten  sich,  wenn  letztere 
das  geringste  leistet,  wie  Null  zu  einer  positiven  GrOsse.  Eine  solche 
J/eistung  Hegt  aber  unbestreitbar  vor  in  den  von  Riemann  ermittelten 
4  empirischen  Beschränkungen  des  Banmbegriffs.  Durch  sie  ist  be- 
wiesen, dass  der  Baumbegriff  unterschiedliche  Elemente  enthält,  mit> 
bin  erklärungsbedürftig  ist.  Sofern  das  absolute  Apriori  alle  Erklä- 
rung negirt,  ist  die  K.'sche  Behauptung  leer  von  allem  scientivcn 
Inhalt,  und  es  ist  ebenso  logisch  incorrcct,  wenn  II.  mit  sachlichen 
Ausführungen  eiuc  Lehre  widerlegen  avüI,  die  sachlich  gar  nicht  exi- 
stirt,  au  deren  Denkmöglichkeit  er  walirsclieiidich  selbst  nirlit  glaubt, 
deren  Sinn  er  jedenfalls  gar  uiclit  in  Betracht  zieht,  wie  es  ist,  wenn 
Krause  formell  Ansicht  gegen  Ansicht  stellt,  während  er  doch  den 
Gedankeniiüiait  der  von  ihm  vertretenen  ganz  Iraglicli  lässt.  Gegen 
diesen  gemeinsamen  Fehler,  der  den  ganzen  Streit  als  einen  Kampf 
Donquixotc's  gegen  Windmilhlen  erscheinen  Ifisst,  verschwinden  die 
einzeln  vorkommenden  Fehler  dcrmassen,  dass  ein  Leser  nur  schwer 
das  Interesse  behalten  kann  die  langen,  fleissig  gearbeiteten  Kritiken 
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der  oft  gar  nicht  wol  erwogenen  Worte  II. 's  zu  vorfolgcn.  Was  der 
Verfasser  z.  B.  bezüglich  auf  1.  Frage  über  die  Localzcichcu  anführt, 
ist  offenbar  nicht  hinreichend  die  Meinung  H.'s  daraus  zu  eutuehmcn. 
Nichtsdestoweniger  lässt  er  sich  keine  Mtthe  verdriessen  in  der  un- 
verstandenen Lehre  formelle  Widerspräche  nachzuweisen.  Za  nähe- 
ren IQtteilangen  bietet  sich  kein  Anlass,  da  ein  solches  Verfahren 
nichts  allgemein  instructives  zn  Tage  bringt  H. 

Der  Winkel  als  Grundlage  mathematischer  Untersuchungen.  Ziu 
gleich  ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Quateruionen.  \on  Professor 
W.  Unverzagt.    Wiesbad*  u  1878.    C.  W.  Kreidel.   4^.   23  S. 

Die  Schrift  beginnt  mit  der  gescliichtlicheu  Entwickelung  des 
Zahlbegriffs.  Soweit  es  sich  um  die  Kinführung  der  negativen,  ge- 
brocheneu, irrationalen,  stetigen  und  compkwen  Zahlen  handelt,  lässt 
sich  an  der  höchst  klaren  und  treffenden  Darstellung  nichts  ver- 
missen. Bis  dahin  ist  die  Erweiterung  keine  frei  gewählte,  sondern 
eine  durch  natOrJich  vorliegende,  nicht  willkOrlich  gestellte  Probleme 
geforderte.  Kein  Autor  hat  hier  einer  Kcignng  folgend  darauf  ein- 
gewirkt; im  Cregenteil  hat  man  sich  noch  lange,  nachdem  dio  Not- 
wendigkeit einleuchten  musste,  gegen  die  Anerkennung  gesträubt 
Heutzutage  unterliegt  es  keinem  Zweifel  mehr,  dass  die  genannten 
Erweiterungen  den  Fortschritt  der  Wissenschaft  bedingen.  Jetzt  kann 
man  fragen,  (wenn  auch  die  Frage  müssig  ist,)  ob  drm  Zaldbegriff 
noch  fernere  Erweiterungen  bevorstehen  und  nach  welcher  Seite  hin? 
Manche  möchten  in  diesem  Puukt(^  Propheten  sein  oder  zu  den  Er- 
sten gehören,  die  deren  Bahnen  betreten.  Statt  der  Probleme  sind 
es  Analogien,  durch  welche  sie  sich  leiten  lassen.  Wie  ursprünglich 
die  gerade  Linie,  so  war  nach  Aufnahme  der  Comi)lexcn  die  Ebene 
die  Darstellung  des  Zahleubereiches.  Es  blieb  übrig  nach  demjenigen 
Zahlbegriff  zu  fragen,  der  durch  den  Baum  dargestellt  wird.  Die 
Untersuchung  führte  auf  die  Quatemioncn;  diese  sollen  nun,  wie  man 
annimmt,  den  ferneren  Entwidcelungfgaug  der  Arithmetik  und  mittel- 
bar der  AnaJysis  bezeichnen.  Der  Verfasser  bemerkt  ausdrflcklich, 
dass  die  Quatemionen  insofern  nicht  in  Reichem  Falle  mit  den  vor- 
ausgehenden Erweiterungen  sind,  als  sie  durch  kein  Problem  gefor- 
dert werden.  Zu  viele  täuschende  Betrachtungen  indes  wirken  dahin, 
dass  man  der  Bemerkung  kein  Gewicht  beilegt.  Die  Frage,  für  deren 
Lösung  man  dio  Quatemionen  hält,  scheint  keine  willkürlich  herbei- 
gezogene zu  sein,  Aveil  sie  sich  selbst  darbietet.  Man  übersieht  dabei, 
dass  der  Analogieschluss  au  sich  ein  täuseljender  Fehlschluss  ist,  dass 
die  Analogie  nichts  zu  rechtfertigen  vermag,  und  die  Untersurliung, 
bei  welcher  sie  etwa  als  Fingerzeig  dient,  wenn  sie  nicht  willkürlich 
sein  soll,  ihre  Kechtfertigung  als  ausserdem  gegeben  voraussetzt. 
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Ferner  wird  der  frohere  MTiderstand  gegen  Zulassung  von  Elementen, 
die  sich  nicht  reell  aufweisen  lassen,  jetzt  umgekehrt  znr  Geltung 
gebracht,  um  diejenigen,  welche  von  einer  ucaoa  Einführung  und 
Theorie  exactc  Begriffe  verlangen,  einer  Beschränktheit  der  Auffas« 

sung  zu  zeihen  und  der  Fähigkeit  allgemeinere  Ideen  zn  verfolgen 
den  Schein  absoluter  geistiger  Ueberlcgeuheit  zu  verschaffen.  Dazu 
kommt  ferner,  dass  die  Ilofl'iiuiig,  es  möchten  künftige  Probleme 
durcU  die  jetzige  Arbeit  gchist  worden,  diese  zu  reclitfertigrni  scheint. 
Der  Schade,  den  eine  suiclie  übi  rhaiid  nehmende  Trophctie  bringt, 
ist,  dass  über  den  künftigen  Prubleiiicn  die  grgcnwiirtigen  vernach- 
lässigt werden,  dass  man  sich  der  Strenge  niatin-inatischcr  J,ogik  ent- 
wöhnt, und  die  Verlockung  zu  uuwisseuächaftl icher  Einmischung  in 
die  Mathematik  mehr  und  mehr  zunimmt 

Vom  Hanptteile  der  Arbeit,  welcher  eine  Fortbildnng  der  Qua- 
ternionenthcorie  durch  Einführung  des  Winkels  statt  der  Strecke  ent- 
hält, möge  es  genügen  die  Titel  der  Paragraphen  aufzuführen :  4. 
Die  Addition  nnd  Subtraction  der  Winkel.  §.  5.  Anwendung  der  Suui- 
mationsmethodcu  auf  Winkel.  ^.  G.  Die  (iuotienteu  und  Producte  von 
Winkeln.  H. 

Einsheit  und  l'inheit.  Ein  Beitrag  zur  Lösnug  der  Frage: 
Welches  Gesetz  liegt  den  Naturerscheinungen  zu  Grunde?  Von 
II.  do  GrousiUicrs.  Berliu  1678.   76  S. 

Der  Verfasser  trägt  seine  Gedanken  Ober  Ilcform  der  Natuii- 
wissenschaften  vor.  Der  grösstc  Teil  der  Schrift  beschäftigt  sich  mit 
UnvoUkommenheiten  der  vorhandenen  Theorien,  die  niemandem  ver- 
borgen sind,  was  er  selbst  stcUonwcis  einräumt.  Was  an  dieser  Kritik 
das  Bekannte  überschreitet,  so  wie  das  wenige,  was  für  positive  Auf- 
stellung ausgegeben  wird,  ist  unklar  gedacht  und  ansgesitrochen.  So 
wird  z.  B.  gesagt:  durch  blosse  Bewegung  könne  ein  Punkt  keine 
Linie  erzeugen,  es  müsse  noch  eine  Richtung  hinzukuuinicii.  Die 
Titel  der  2  Teile  der  Schrift  siml :  1)  J-lntwii kclung  des  Gesetzes; 
2)  Anwendung  des  Gesetzes  auf  Physik  und  Chemie.  Im  Anfang  des 
2.  Teils  wird  die  Aufstellung  der  Gesetze  für  geschehen  ausgegeben; 
wo  solche  stehen,  und  wie  sie  lauten,  sacht  man  im  1.  Teile  ver- 
gebens. Der  Grundgedanke  dos  Ganzen  ist,  alle  Schwierigkeiten,  in 
denen  sich  die  Theorien  befänden,  kämen  nur  von  ihrem  falschen 
Ausgangspunkte  her.  Hiernach  scheint  er  von  der  Eutwickelungs- 
goschichte  der  Wissenschaft  keine  Ahnung  zu  haben  und  anf  vor- 
platonische  Ideen  zurückzuverfallen.  Um  den  Titil  zu  crläutoni,  80 
soll  Einheit  die  beliebig  gewählte,  Einsheit  dio  unteilbare  Eiukeit  sein. 

H. 


Digitized  by  Qdll^C 


Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

cxuv. 


Kdhodeu  uud  Frincipieu. 

Sobczyk,  d.  p\thagoreisclie  System  in  seinen  Grandgedanken 
entwickolt.  BrosUui,  Koebner.  1  Mk. 

LehrbOeliery  Sunnlnngen  und  TabelleB« 

Bölp,  H.,  Aufgaben  2.  Differential-  und  Integralrecbnnng.  3.Afl. 
Giessen,  Kicker.  3  Mk.  40  Pf. 

Gernertli,  A.,  filnfstell.  gemeine  Logarithmen  d.  ZaUen  n. 
WinkelAinctionen  von  10  zn  10  Secnnden.  2.  Afl.  Wien,  F.  Beck. 
3  Mk. 

Heil  ermann,  IT  ,  Lclir-  u.  Uebungsbuch  f.  d.  Unterricht  in  d. 
Mathematik.   1.  Tbl.  Geometrie  d.  Ebene.  3.  Afl.  Cobleuz,  Heigt 

1  Mk.  90  Pf. 

Stampfer,  S.,  logaritbm.-trigouometr.  Tafeln.  11.  Afl.  Wien, 

Gerold's  S.   2  Mk. 

Tlianuabaur,  J.,  geordnete  Aufgaben-Sammlung,  euth.  mehr 
als  ;><AXJ  algehr.  Aufgaben.    2.  Afl.    Olmütz,  Slawik.    2  Mk. 

Tichy,  A.,  logarithm.-trigouometr.  Tafeiu  in  graph.  Manier  be- 
arb.   Wien,  Gerold*8  S.   1  Mk.  20  Pf. 

Arlflimetik,  Algebra  und  reine  Analysis, 

Bnzengeiger,  C,  Elemente  d.  Differential-  n.  Integral-Becb- 
nnng.    Carlsrube,  l^ielefelcl.    G  ^Ik. 

F6aux,  B.,  Bucbstabenrechnung  u.  Algebra  liebst  Ucbungs- Auf- 
gaben.   7.  Afl.    Paderborn,  Schöuiugb.    2  Mk. 

Fuss,  K.,  Lehrbuch  d.  allgem._Arithinetik  u.  Algebra.  1.  Tbl. 
Nürnberg,  Korn.    2  Mk. 

U eilermann,  R.,  u.  J.  Diekmann,  Lehr-  n.  Uebnngsbnch  f. 
d.  Unterricht  in  d.  Algebra  an  Gymnasien,  Beai-  n.  Gewerbeseholen. 
1.  ThL  Essen,  Bädeker.  1  Mk.  20  P£ 


Digitizca  by  Cjcjü^Ic 


Kniess,  C,  Lehrbucli  d.  Arifbmetik  f.  Beftl-  n.  LateinBchnlen. 
2.  Thl.   Müiicbeu,  Kellercr.   1  Mk.  60  Pf. 

Macher,  G.,  zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichang 

*5"|^,  =0.  Halle,  Nobert.   1  Mk.  50  Pf. 

Mcder,  A.,  Gruudzügc  d.  niederu  Arithmetik  f.  d.  Schulgo- 
brauch.    Riga,  Kyinincl.    1  l^Ik. 

Odstrcil,  J.,  neue  Methode  z.  BerccbDung  d.  recUeu  Wurzeln 
quadratischer  u.  kubische  r  Gicicluingcn.    Wieu,  Holder.    1  Mk. 

Schwager,  IJ.,  Lehrbuch  d.  Arithmetik  f.  Real-  u.  Fortbildungs- 
schulen.  2.  Thl.  4.  Afl.   Würzburg,  Kellner.   2  Mk.  60  Pf. 

S  Orr  et,  J.  A.,  Handbuch  d.  höheren  Algebra.  Dtsche  Uebers. 
G.  Wertheim.  1.  Bd.  2.  Afl.  Leipzig,  Teubner.  9  Mk. 

Spitzer,  S.,  Vorlesungen  üb.  lineare  Differentialgleichungen. 
Wien,  Gcrold's  S.  9  Mk. 

Geometrie. 

Bahnsen,  Leitfaden  f.  d.  Unterricht  in  der  Geometrie.  3.  Afl. 

Hamburg,  Ru(h)l])hi.    2  Mk. 

Becker,  J.  K.,  Lehrbuch  d.  Elementar-Mathomatik.  2.  Thl. 
Lehrbuch  d.  Elcmcutar-Gcoinetrie.  2,  Buch.  Berliu,  Weidmann. 
2  Mk. 

Kommoroirs,  F.,  Lehrbuch  d.  Stereometrie.  4.  Afl.  Hrsg.  v. 
G.  Hauck.  Tflbingen,  Lanpp.  2  Mk.  40  Pf. 

Eoestler,  H.,  Leitfaden  f.  d.  Unterricht  in  d.  Geometrie  an 
höh.  Lehranstalten.  8.  Hft  D.  Aehnlichkeit  d.  Figuren.  Halle, 
Kebert  1  Mk. 

Mink,  W.,  Anfangsgrflnde  d.  beschreib.  Geometrie,  u.  e.  Anh. 

üb.  Eartenprojection.  Berlin,  Nicolai.   1  Mk. 

Mocnik,  F.  v.,  gcomctr.  Formenlehre  f.  Lehrerinnen-Bildnngs- 
anstalten.   Wien,  Gerold's  S.    1  Mk.  50  l'f. 

—  Lehrbuch  d.  Geometrie  f.  Lehrerbildungsaustaiten.  Ebd. 
2  Mk. 

Pelz,  C,  Ergänzungen  z.  allg.  Bostinimungsart  der  Brennpunkte 
V.  Contouren  der  Flächen  zweiten  Grades.  Wieu,  Gerold's  S.  1  Mk. 
20  Pf. 

Polster,  F.,  Geometrie  d.  Ebene  (Planimetrie)  bis  z.  Abscfalnss 
der  Parallelen-Theorie.  Wttrzburg,  Staudinger.  60  Pf. 

Böntgon,  Rfd.  Anfangsgründe  d.  analyt  Geometrie  nebst  vielen 
Uebungsbeispielen  q.  yersch.  Anwendgn.  auf.  Katurwissenschaften. 
Jena,  Costenoble.  4  Mk. 

Wiegan d,  A.,  erster  Cursus  der  Planimetrie.  11.  Afl.  Halle, 
Schmidt.  1  Mk. 


Digitized  by 


Praktische  iieoiuetrie^  UeodUaie. 

Böhm,  J.,  die  zoichnendo  Geometrie.  2.  Afl.  Nflrnberg,  Korn. 
1  Mk.  20  Pf. 

Ilcussi,  J.,  leichtfassl.  Anleitung  z.  Feldmcssen  u.  Nivclliron 
m.  d.  oiDfacheten  Httlfsmittelu.  2.  Afl.  Leipzig,  Brockhans.  1  MJl 
50  Pf. 

Tecbnisclie  Auwendnng  der  Mechanik  und  Physik* 

Holtz,  >Y.,  üb.  d.  Theorie  d.  Anlage  a.  d.  PrOfg.  d.  Blitzab- 
leiter.   Grcifswald,  Bamberg.   2  Mk.  50  Pf. 

Schulze,  R,  d.  physikal.  Kräfte  im  Dienste  d.  Gewerbe,  d. 
Kunst  u.  (1.  Wissenscliaft.  Frei  nach  GuUlemin.  2.  u.  3.  L%.  Leip- 
zig, Frohberi^;.    a  1  Mk. 

Telephon,  das,  der  Phonograph  u.  das  Mikrophon.  Leipzig, 
Quaudt  &ü.  1  Mk. 

Astronomie  and  Meteorologie« 

Mattiat,  D.,  Uimmolsknndo  u.  mathemat  Geographie.  Leipzig, 
Buncker.  1  Mk.  60  Pf.,  cart  2  Mk.  ' 

Nelson,  £.,  der  Mond  a.  d.  Beschaffenheit  u.  Gestaltung  s. 
Oberfläche.  Autor,  dtscho  Orig.-Asg.  M.  Atias.  Braunschweig,  Yie- 
weg  &  8.  18  Mk. 

Yierteljahrsschrift  d.  astronom.  Gesellschaft.  Hrsg.  v.  E.  Schön- 
feld  u.  A.  Winnecke.  12.  J.  4.Hft  Leipzig,  Engelmann.  IMk. 
60  Pf. 

—  dass.   13.  J.  2.  Uft.  Ebd.  2  Mk. 


Nantlk, 

Dorini?,  W.,  nautischer  Kalender  f.  d.  J.  1879.  Papenburg, 
Rohr.   1  j^Ik. 

Physilu 

Bohn,  C,  Ergebnisse  physikai.  Forschung.  3.  Lfg.  Leipzig, 
Engelniauu.    8  Mk.;  cplt.  23  Mk. 

Dorner,  H.,  Grundzüge  d.  Physik.  4.  Aufl.  Hambmig,  Meiss- 
ner. 2  Mk.  50  Pf.;  geb.  3  Mk. 

—  Leitfaden  d.  Physik.  2.  Afl.  Ebd.  1  Mk.  20  Pf.;  geb. 
1  Mk.  50  PI 

Mflnch,  P.,  Lehrbuch  d.  Physik.  5.  Aufl.  Frdburg»  Herder. 
4  Mk. 


Digitized  by  Google 


Waeber,  R.,  Lehrb.  d.  Physik  m.  begond.  Berttcksieht  d.  pbj- 
sikal.  Tecbnologie  n.  d.  Meteorologie.  Leipzig,  Hirt  6  S.  8  Mk. 
60  H. 

Vermischte  Sehriften, 

Abliandlungcn  der  königl.  Akademie  d.  Wissenschaften  za  Berlin. 
Ans  dem  J.  1877.   Mathemat.  Abhaudl^ni.    11  Uk.  60  Pf. 

—  dass.   Pliysikal.  Abhaudlgn.    Elxl.    7  Mk. 

Journal  f.  d.  reiuc  u.  angewandte  Mathematik.  Hrsg.  v.  C.  W. 
Borchardt.  86.  Bd.  (4  Hfte,).  1.  Hft.  4.  Berliü,  G.  Keimer. 
prcplt.  J2  Mk. 

Sitzungsberichte  d.  k.  Akademie  d.  \Vissenschaft(>n.  i\Iath('inat.- 
naturw.  Ciasso.  1.  Abth.  77.  Bd.  3.  u.  4.  Ilcit.  Wien,  Gcrold's  S. 
6  Hk.  60  Pf. 

—  dass.  2.  Abth.  77.  Bd.  1.— 3.  Heft.  Ebd.  6  Mk. 
Sitzungsberichte  d.  k.  Akademie  d.  Wissensefiaften.  Mathcmat- 

natnrwiss.  Classe.  l.Abth.  J.187&  1.  o.  2.  Heft.  Wien,  Gerold's  S. 
3  Mk.  40  Pf. 

—  dass.  2.  Abth.  J.  1877.   10.  Heft.  Ebd.   3  Mk. 

—  dass.   3.  Al.tli.   .T.  1877.   8.— 10.  Heft.  Ebd.   4  Mk. 
Zölluer,  F.,  wissen sckaltl.  Abhandlungen.    2.  Bd.    2.  Tbl. 

Leipzig,  Staackmann.  12  Mk. 


Digitized  by  fTMijlfr 


ZnUierarMoler  S^iekt  CCL» 


13 


Litterarischer  Bericlit 

CCL. 


Metbode  und  Principien. 

Die  raatbematischen  Elemente  der  Erkenntnisstheorie.  Grundriss 
einer  Philosophie  der  mathematischen  Wissenschaften.  Von  0. 
Schmitz-Bamont  Berlin  1878.  Carl  Dancker.  452  S. 

Die  „ErkenntDisstheorie^^  welche  den  ersten  Abschnitt  des  Baches 
bildet,  zeigt  gegenüber  der  gewöhnlichen  Logik,  welche  man  in  neue- 
rer Zeit  h&ufig  diesen  Namen  beilegt^  einen  bedeutenden  Fortschritt 
Es  verdient  rühmlichst  herfoigehobea  zu  werden,  dass  sich  der  Ver- 
fasser cntscbliesst,  dem  f^nbjectiTen  Lebenseleinente  bei  Grundlegung 
der  logischen  Doctrin  Ijcachtung  zu  schenken.  Die  Anerkennung 
seines  intellectuellen  Wertes  ist  ausgesprochen.  Das  Erlebniss  der 
menschlichen  Seele,  Empfindung  nud  Gefühl,  ist  Tatsache,  unab- 
hängig von  aller  physiologischen  causalcn  Hcrlcitung.  Von  einem 
Sein,  von  Diugen  als  Grund  der  Emplindnng  ist  bei  diesem  Ausgangs- 
punkt noch  nicht  die  Rede.  Das  Sein  ist  erst  Deutung  der  Empfin- 
dung, diese  Deutung  kann  irrig  sein,  die  Welt  der  Dinge  ist  vormals 
anders  begrenzt  worden  als  heutzutage.  Der  Dualismus  von  Denken 
nnd  Sein  ist  verworfen;  der  nranfäuglicbe  Gegensatz  ist  Empfindung 
und  Denken.  Anch  weiss  nnd  erklftrt  an  einer  Stelle  der  Verfesser, 
dass  er  principiell  anf  anderm  Boden  steht  als  Kant  Allein  von 
einer  Verzichtleistung  anf  die  vererbten  Vorurteile  nnd  Chira&ren, 
von  einer  grandlichen  Selbstbeobachtung,  die  alle  elementaren  Schwie- 
rigkeiten gelöst  haben  wUrde,  bleibt  er  weit  entfernt.  Er  hängt  noch 
immer,  was  w  meisten  ins  Gewicht  fällt,  an  der  Chimäre  eines  ab- 
soluten Wissens,  das  vom  absolut  gewissem  Anfang  auf  absolut  siche- 
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rem  Wege  gewonuen  werden  soll.  Es  ist  ihm  also  der  Gedanke  noch 
nicht  gekorameu,  so  deutlich  es  auch  der  Entwickelungsgang  der 
Naturwissensehaften  vor  Augen  stellt,  dass  mau  von  sehr  ungewissem 
Anl'ang  durch  sehr  Ungewisse  Zwischenglieder  zu  einem  System  posi- 
tiven Wissens  von  befriedigender  Gewissheit  gelangen  kann,  dass 
überhaupt  die  Gewissheit  des  Anfangs  zu  der  des  nachmaligen  Sy- 
stems nicht  das  mindeste  beiträgt  Er  weiss  mit  der  Tatsadie  der 
Empfindung  nichts  besseres  anzufangen  als  zu  constatiren:  Hier  ist 
ein  unmittelbares,  nicht  erst  durch  Umgestaltung  im  Denken,  wie  die 
dinglichen  Begriffe,  gewonnenes  und  dadurch  dem  Irrtum  ausgesetz- 
tes, vielmehr  unzweifelhaftes  Wissen.  Bei  aller  richtigen  Besinnung 
und  Selbstbeobachtung  ist  ihm  doch  der  Unterschied  zwischen  der 
Tatsache,  als  dem  der  Erkenntuiss  bedürftigen  Gegenstände  des 
Denkens  und  dem  Wissen  von  der  Tatsache  entgangen.  Anstatt  die 
Tatsache  in  ihrer  Eigenheit  zu  studiren,  seine  Begriffe  ihr  gemäss 
zu  bilden  und  durch  sie  zu  coutroliren,  eilt  er  nur  sie  seinen  ein- 
gewurzelten BoL'ritten  unterzuordnen,  damit  sie  dieselben  als  unum- 
stössliche  sanctiouireu  soll.  Diese  Eile  macht  sich  in  seinen  J}e- 
griffsbestinunungeu  sehr  bemerklich.  Er  hat  die  Variabilität  des 
Büwusstscins  nicht  aufgefasst,  daher  scheint  ihm  Bewusstseiu  und 
Tatsache  eins  zu  s^.  Ebenso  fliesst  ihm  die  Wahrnehmung  mit  der 
Empfindung  zusammen.  Hier  ist  schon  der  vulgäre  Sprachgehrauch 
schärfer  als  der  Philosoph.  Wir  nehmen  Dinge  wahr,  aber  nicht 
Farben  und  TOne.  Mit  welchem  Bechte  man  so  unterscheidet,  muss 
ihm  freilich  entgehen,  wenn  er  schon  die  Empfindung,  man  denke  z.  B. 
an  den  Musikgonuss,  ein  Wissen  nennt,  mithin  die  zam  Wissen  er- 
forderlichen, trausformirenden  Denkacte  gar  nicht  beachtet  hat.  Ehe 
er  den  Gedanken  ge&sst  hat  vor  allem  die  Grundbegriffe,  tiber  deren 
Inhalt  sich  das  gemeine  l)enkeu  keine  Ecchenschaft  giebt,  die  bei 
erster  Besinnnnnjj:  dunkel  erscheinen ,  die  aber  von  den  Philosophen 
der  historischen  Schule  auch  nicht  erklärt,  sondern  in  Resignation 
ajiriurisch  genannt  worden  sind,  zur  Klarheit  zu  bringen,  stellt  er 
schon  eine  Tafel  der  Begriffe  auf,  von  der  man  nicht  sieht,  ^wo  sie 
herkommt,  an  der  man  keine  Spui*  entdebkt,  dass  er  durch  die  vor- 
ausgebenden Betrachtungen  irgendwie  belehrt  worden  wäre.  Höglich, 
und  manches,  z.  B.  die  häufige,  jedesmal  ganz  müssigc  Citirung  des 
Identitätssatzes,  deutet  darauf  hin,  dass  die  anfänglidien  ganz  wesentp 
liehen  Concessionen  an  den  Empirismus  bloss  den  Zweck  hatten  dessen 
Angrüfe  abzuwehren,  dass  er  aber  dabei  nicht  im  Sinne  hatte  seine 
Logik  auf  die  psyehiscbe  Genesis  zu  stützen,  vielmehr  nach  kurzer 
Hindeutung,  als  ob  ihm  auch  deren  Gebiet  nicht  fremd  sei,  zur  for- 
malen Logik  zurückkehren  wollte.  Um  so  mehr  ist  dann  Grund  zu 
erklären,  dass  jene  Concessionen  noch  lange  nicht  ausreichend,  dass 
sie  gwing  sind  gegen  die  übrigen  Fragen  der  empunstischen  Logik, 
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auf  welche  er  nidit  eiugegangen  ist,  daas  er  also  den  Angriffen  nach  * 
¥de  vor  blossgestellt  bleibt 

In  der  Tat  zeij^t  sidi  dann  ant  li  die  Bcluiudliin^,'  dos  eigentlichen 
Themas,  der  mathematisclicn  Eleiufute,  ganz  unabhängig  von  dem 
cinpiristisclieu  Anfang.  Zuerst  sind  wol  hierzu  zu  rechnen  die  Be- 
griffe von  Zeit  und  Raum.  Zeit  soll  hier  sein  die  Empfindung  als 
allgemeinste  Form  der  Ausdehnung,  nichts  weiter,  denn  alles,  was 
folgt,  bandelt  gar  nicht  von  der  Zeit.  Der  Yerfassor  erkennt  also 
nichts  spedfisches  im  Zeitbegriff,  dieser  wird  so  aufge&sst,  als  wftre 
er  eine  reine  Abstraction  vom  Kaume;  Gegenwart,  Unterschied  von 
Yergangenlieit  und  Zukunft  haben  darin  keine  Stelle.  Etwas  näher 
geht  der  \'erfasscr  auf  den  ßaumbegrüf  ein.  Der  empirische  Raum 
wird  erklärt  als  gleiclizeitig  verschiedene  aber  gleichwertige  Em- 
pfindung. Dies  ist  soweit  ganz  rirlitii?.  nur  fehlt  dabei  das  Spocifischo, 
was  keinem  andern  IJegrilVe  untt-rgeordnet  werden  kann.  Man  sieht, 
dass  der  formale  Logiker  mit  dem  Siiecilischen  nielits  aiizut'angcu 
weiss,  und  darum  davon  schweigt.  Dass  er  auch  olme  dasselbe  zu 
einer  ausreichenden  Erklärung  gelangt  sei,  wird  er  wohl  selbst  nicht 
beanspruchen;  denn  es  sind  nur  schwache  Versuche,  mit  denen  er 
eine  solc^  anstrebt.  Er  leitet  die  Mehrheit  der  Dimensionen  durch 
Zusammenwirken  mehrerer  Sinnesorgane  her  und  wählt  zu  diesen, 
nach  einem  Verfahren  das  er  Helmholtz  abgelernt  zn  haben  scheint, 
zwei  Ohren,  deren  jedes  als  gleichtönend  cmpfiUide,  was  das  andere 
Tersehieden  empfindet  Daraus  wttrdo  in  der  Tat  eine  doppelte  Man- 
nichfaltigkeit  hervorgehen.  Er  irrt  aber  sehr,  wenn  er  möint  dadurch 
ein  Analogen  des  Baumes  von  2  Dimensionen  dargestellt  zu  haben, 
(janz  abgesehen  von  manchem  andern,  was  nicht  zutritlt,  ist  das  re- 
sultireude  System  an  feste  Axen  gebunden,  einen  nach  allen  Seiten 
und  um  jeden  Punkt  drehbaren  Kaum  Ivann  er  auf  diesem  Wege 
nimmermehr  gewinnen.  Während  nun  aus  der  Annahme  die  Mög- 
lichkeit einer  gleichzeitigen  Empfindung  einer  beliebig  vielfachen 
Mannichfaltigkeit  folgen  würde,  behauptet  er  im  Gegenteil  mit  jener 
Deductiou  bewiesen  zu  haben,  dass  eine  mehr  als  dreifache  nicht 
denkbar  sei,  und  f&gt  nur  uoch  zur  Untersttttzung  hinzu,  4  Dimen- 
sionen gestatteten  keine  Vertauschung  in  jedem  Sinne  mehr.  Was 
den  letztem  ganz  nichtigen  Grund  betrifft,  so  können  allerdings  4 
Dimensionen,  wenn  keine  fünfte  dazukommt,  nicht  dnrch  Bewegung 
zu  jeder  Yertauschnng  gelangen,  doch  die  Folge  ist  dann  bloss,  dass 
der  Raum  von  4  Dimensionen  der  analogen  Beschränkung  unterliegt 
wie  der  Raum  von  3  Dimensionen ,  die  ohne  eine  vierte  auch  nicht 
durch  Bewegung  aus  der  Stellung  (1,  2,  3)  in  die  Stellung  (3,  2,  1) 
gelangen  können.  Indes  scheint  der  Verfasser  dieses  Argument  nicht 
als  Glied  des  Beweises  au^estellt  zu  haben,  vielmehr  das  Verfahren 
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aus  seiuer  früheren  Selirift:  „Z<»it  und  Raum  etc/'  *)  wieder  aufzu- 
nehmen, wo  er,  ohne  einen  Versuch  eines  Beweises  gemacht  zu  Laben, 
den  Beweis  als  Titel  aufführt  und  dann  innner  wieder  als  geschehen 
citirt,  wahrscheinlich  in  dem  Vertrauen,  dass  die  meisten  spätem 
Leser  das  Frühere  nicht  kennen.    Factisch  steht  auch  hier  nichts 
da,  was  sich  als  präsumtive  Beweisführung  deuten  Hesse.  Allerdings 
kommt  die  Schrift  in  dem  Abschnitt:  „Die  analytische  Formelsprache 
in  ihrer  Anwendung  anf  Banmbegriffe**  —  auf  den  Gegenstand  mit 
grosser  AnsfÜhrlichkeit  zurttck,  wo  sie  Riemann's  Satze  wiederlegeu 
will.  Allein-  hierin  kommt  kein  nenes  Argument  zutage.  Alles  darin 
enthaltene  redudrt  sich  auf  die  Auseinandersetzung,  dass  man  o^, 
a',  ...  geometrisch  nur  deuten  könne  als  Prodncte  einer  Zahl  a', 
...  und  einer  Tänie,  einer  Fläche  oder  eines  Körpers,  jede  vorgeb- 
liche Begritfsbildung  von  a\  a''  . . .  als  neuen  Raumeinheiten  habe  die 
Deutung  überhaupt  gaiiz  ausser  Acht  gelassen.    Soll  nun  diese  Be- 
hauptung sich  auf  vorhergehenden  Beweis  stützen,  so  ist  ein  solcher 
nie  gegeben  worden.    Ist  das  Gesagte  als  Beweis  gemeint,  so  ist  es 
eine  reine  petitio  principii.    Dennoch  bleibt  es  möglich,  dass  dem 
Verfasser  jene  Ausführung  als  bündig  erschienen  ist;  es  erklärt  sich 
aus  der  Befangenheit  iu  der  formalen  Logik,  die  ja  Viele  mit  ihm 
teilen.  Nach  ihnen  ist  die  Vernunft  keiner  Erweiterung  fähig;  was 
vor  dem  Betreihen  der  Wissenschaften  den  Kreis  ihrer  Begriffe  be- 
grenzte, ist  ihnen  ewiges  Denkgesetz;  in  denselben  Kreis  muss  auch 
jede  Neubildung  eingepasst  werden;  geht  das  nicht,  so  ist  sie  alogisch. 
Erst  mit  diesem  Abschnitt  schliesst  der  erste  Teil  des  Buchs;  der 
zweite  soU  nun  die  mathematischen  Elemente  der  Beihe  nach  behan- 
deln. Das  Inhaltsrerzeichniss  verspricht  eine  recht  reichhaltige  Er- 
örterung der  interessantesten  Fragen.   Doch  beim  Lesen  der  Aus- 
führung findet  man  sich  geradezu  in  den  April  geschickt.   Mit  lang- 
weiliger Breite  und  ganz  oberrtächU(;her  Auffassung  werden  die  Anfänge 
aller  Zweige  der  Mathematik,  ihre  Eiut'üliruDgcu  und  die  Bedeutung 
ihrer  Zeichen  durchgesprochen,  ohne  ein  anderes  Ret^ultat,  als  das 
sich  der  Leser  daraus  zu  ziehen  nicht  umhinkann,  dass  der  Verfasser 
der  Mathematik  sehr  fern  steht.   Gleichwol  giebt  er  sich  die  Miene, 
als  ob  er  den  Mathematikern  stets  neue  Wahrheiten  enthüllte,  an 
die  cde  nie  gedacht  h&tten.  Von  philosophischer  Kritik  ist  nirgends 
die  Bede;  selbst  die  „metaphysischen  Condusionen'S  die  dann  folgen, 
lassen  uns  in  dieser  Beziehung  gänzlich  leer.  Hoppe. 


*)  Litt.  Ber.  OCZXXII.  p.  41. 
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Antbmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Theorio  der  algebraischen  Gleichnngen.  Von  I>r.  Jul.  Feter. 
sen,  Docent  ae  der  Polytechniscbeii  Sdiule  in  Kopenhagen.  Kopen- 
hagen 1878,  Andr.  Fredr.  HöDt  n.  Sohn.  335  S. 

Das  Buch  ist  eine  solbstäudige  umfassende  Bearbeituug  der  wich- 
tigsten bis  jetzt  bekannten  Sätze  nnd  Methoden  ans  der  Theorie  der 
Gleichnngen.  Der  Vortrag  ist  ausfflhrlich  und  leicht  yerotändlich; 
er  lässt  nichts  vermissen,  was  zur  Anleitung  ohne  weitere  Hfd&mittel 
erfordert  wird.  Welche  Seiten  der  Theorie  und  in  welcher  Ordnung 
sie  behandelt  sind,  ergiebt  das  Inhaltsverzeichniss ;  es  wird  daher  zur 
Charakterisirang  genügen  nur  dieses  vorzuführen.  Allgemeine  Eigen- 
schaften der  algebraischen  Gleichuugcn  (Lt  lire  von  den  Coniplexen), 
Beziehungen  zwischen  Wurzeln  aud  C!oeiiticieDtc  n,  Elimination,  Trans- 
formation. In  Betreff  der  Auflösung:  kubische,  biquadratiscbe,  bino- 
mische Gleichung,  Beweis  der  UnmöL'liehkeit  algebraischer  Auflösung 
höherer  Gleicliuugeu,  Zerlegung  riitioiialer  rolyuome  in  rationale  Fac- 
torcu.  Abcische  Gleichungen,  Gleichungen  welche  mittelst  Quadrat- 
wurzeln aufgelöst  werden  können.  Zur  numerischen  Auflösung:  Ab- 
sonderung der  Wurzein,  Berechnung  der  Wurzeln.  Substitutionen, 
Gruppen,  Theorie  von  Galois  und  deren  Auwendungen.  H. 


Zar  Integration  der  partiellen  Differential^^eichang 

Von  Br.  Georg  Macher.  Halle  a.  S.  1S78.  Louis  NeberL  4^ 
23  S. 

Es  ist  das  Ziel  der  gegenwärtigen  Arbeit  den  für  das  Innere 
eines  Kreises  und  einer  Ku.^el  geltenden  und  bekannten  Potential- 
Satz  auf  eine  //facbc  Mannicht'altigkeit  zu  erweitern,  in  dieser  Gestalt 
zu  formulircn  und  zu  beweisen.  Der  erste  Schritt  hierzu  ist  die  Her- 
leituug  des  folgenden  Satzes.  Bezeichnet  eine  reelle  Function  der 
n  reellen  Veränderlichen  a-j,  a-^,  ...  a*»,  die  ftlr  das  gesammte  Gebiet 

Sf  definirt  durch  Sx'^  <C.^^)  einschUessUch  dessen  Begrenzung,  ein- 
wertig und  stetig  ist,  und  deren  erste  und  zweite  partiellen  Derivirten 
fOr  das  Innere  des  Gebietes  bis  in  jede  Nshe  zur  Begrenzung  hin 

ebenfalls  den  Bedingungen  der  Elnwertigkeit  und  Stetigkeit  genügen 
und  die  obige  Differentialgleichung  befriedigen;  dann  ist  der  Wert 
von  M  für  den  durch  die  x  als  Coordinaten  bestimmten  Punkt  gleich 
dem  arithmetischen  Mittel  aus  allen  demjenigen  Werten,  welche  « 
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für  die  Begrenzung  von  S  annimmt.  Deninilelist  wird  bewiesen,  dass 
n  für  alle  Punkte  im  Gebiete  S  nur  nur  abhängt  von  seiner  Bestim- 
mung an  der  Grenze  des  Gebiets  und  von  der  Lage  jedes  Punkts. 
Es  wird  dargestellt  in  der  Form 


wo  BO  ein  Element  der  Begrenzung  von  S,  Ti  deren  Radius,  r  den 
Abstand  des  laufen  Jeu  Punkts  vom  Anfangspunkt,  «'  den  gegebenen 
Wert  von  u  an  der  Begrenzung,  0  eine  gewisse  Function  der  von  r 
unabhängigen  Coordinaten  bezeichnet  Im  l'\)l,gemleii  werden  die 
ferner  geforderten,  oben  in  der  Voraussetzung  ausgesiirochenen  Eigen- 
schaften der  i'unction  u  nachgewiesen,  und  gezeigt,  dass  es  nur  eine 
einzigo  solche  Function  geben  kann,  schliesslich  der  resultirende  Satz 


Die  Bewegung  der  Himmelskörper  um  ihre  Axcu.  Von  J.  G. 
Greiffenstoin,  Distrietstimiehmer  zu  Gross-Umstadt  Darmstadt 
1878.  H.  L.  Schlapp.  42  S. 

Der  Verfasser  bemüht  sich  die  Kotationsgeschwindigkeiteu  der 
einzelnen  Planeten  und  Trabanten  theoretisch  abzuleiten.  Hierbei 
stützt  er  sich  einesteils  auf  die  Laplace'scho  Hypothese  über  die 
Entstehung  des  Planetensystems,  anderuteils  auf  eine  Maximal-Rcch- 
nuug.  Befindet  sich  nämlich  die  Obertläche  eines  rotirendeu  homo* 
geueu  flfiBsigeii  Botationsellipsoids  im  Gleichgewicht ,  so  sind  die  2 
GrOfsen,  Centrifogalkraft  fSat  ümi  Badiiis  1  und  Quotient  der  £z- 
centridtät  des  MeridiaiiB  durch  die  halbe  Rotationsaxe,  durch  ein- 
ander bestimmt,  und  es  zeigt  sich,  dass,  wenn  letztere  Grosse  Tarürt, 
crstore  ein  Maximum  liat  Die  Annahme,  dass  sich  dieses  Maximum 
wirklich  einstellt,  liefert  dann  die  gesudite  Bestimmung.  Der  Um- 
stand, dass  die  Himmelskörper  nicht  homogen  sind,  wird  nachtrttg- 
üch  durch  Boduction  des  Fehlers  bcrttcksichtigt  H. 


angestellt 


H. 
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Theorie  der  Wärme.  Ton  J.  C.  Maxwell,  Professor  an  der 
Uniyersität  in  Cambridge.  Nach  der  vierten  Anflage  des  Originals 
ins  Dentscho  fibortragen  von  Dr.  F.  Auerbach ,  Assistent  am  physi- 
kalischen Kabinet  der  Univorsität/n  Breslau.  Mit  41  Holsschnitten. 
Breslau  1877.  Mamschke  u.  Berendt  324  S. 

Selten  wird  wol  die  Uebertragung  eines  fflr  den  Unterricht  in 
einem  fremden  Lande  bestimmten  Bachs  ins  Dentsche  in  Bentschland 
guten  Erfolg  haben,  weil  die  Lehrweiso  nnd  demgem&ss  die  Anforde- 
rangen  an  ein  Lehrbnch  in  verschiedenen  Staten  nnd  Nationen  zn 
weit  von  einander  abweichen.  Das  gegenwärtige  ist  eine  von  jenen 
seltenen  ErscheinnngcB  des  Gegenteils:  es  nnterscheidet  sich  nnr 
dmrch  Eigenschaften,  die  l>ei  uns  zwar  oft  hintangesetzt,  aber  von 
Allon,  denen  es  mit  einer  grOndlichen  Ausbildung  Emst  ist,  gcscbätst 
werden ;  es  kann  daher  auch  unseren  Lehrbüchern  in  andern  Zweigen 
der  Physik  in  jeder  Bczicbuug  als  Muster  dienen.  Was  der  Ueber- 
Bctzcr  im  Vorwort  zuerst  hervorhebt,  würde,  wenn  os  zuträfe,  den 
Wert  der  Arbeit  nicht  gerade  erhöhen.  Er  stellt  es  nämlich  als  eine 
grosse,  nur  schwer  zu  erreichende  Leistung  des  Buches  dar,  dass  es 
den  der  hüheru  Mathematik  unkundigen  Leser  bis  auf  den  höchsten 
Staudpunkt  der  Wärmetheorie  führe.  Für  den,  welcher  mathematische 
Physik  treiben  will,  ist  es  nicht  zuviel  verlangt,  dass  er  der  li<)lieren 
Mathematik  nicht  nnknndig  sei  In  allem,  was  er  von  jener  kennen 
lernt,  wird  ihm  diese  Unknnde  ein  wesentUcher  Mangel  sein.  Atteln 
jene  Berflcksichtignng  Unkundiger  redndrt  sich  in  Wirklichkeit  nnr 
anf  folgendes.  Einesteils  sind  die  Wörter  „DiierentiaP*  nnd  „Inte- 
gral'* durch  andre  ersetzt,  letzteres  dnrch  „Mittelwert";  ihre  BegrÜfo 
können  nicht  ans  der  Theorie  entfernt  werden.  Andernteils  kommen 
keine  grössom,  ausgeführten  Kechnnngen  vor,  aber  bloss,  weil  sich 
das  Buch  auf  Grundlegunc,'  der  Principien  beschränkt.  Die  Anwen- 
dung der  Dia^,'rainine  endlich  ist  für  den  Kundigen  ebenso  wichtig, 
wie  für  den  Unkundigen;  sie  ersetzt  weder  die  Rechnung,  noch  wird 
sie  durch  diese  ersetzt.  Dagegen  verdient  hervorgeliobeu  zu  werden 
die  sorgfältig  exactc,  durcliweg  corrccte  Darstelluugswcise  ohne  Um- 
schweife. Hierzu  kommt  das  charakteristische,  dass  gar  keine  physi- 
kalischen Vorkenntnisse  vorausgesetzt  werden,  vielmehr  die  Erklärung 
alles  dessen,  vras  znm  Yerständniss  der  Wärmetheorie  erfordert  wird, 
in  dem  Umfimge  gerade  in  dem  es  nötig  ist,  nicht  bloss  ans  der  ele- 
mentaren Wärmelehre,  sondern  andi  ans  der  Dynamik,  Elasticitäts- 
theorie,  über  Wellenbewegung,  n.  s.  w.,  vorausgeht  Hierauf  bezttglich 
können  wir  mit  dem  Uebersetzer  in  dem  Urteile  flberdnstimmen,  dass 
die  Lösnng  dieser  An^iabe  nnr  dnem  Manne  gelingen  konnte,  den 
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seine  eignen,  durcligreifenden  Untersuchungen  und  Entdeckungen  in 
allen  Zweigen  der  Physik  auf  einen  Standpunkt  führten,  von  welchem 
ein  einheitlicher  Uebcrblick  über  das  beherrschte  Gebiet  erst  möglich 
wird.  Ausser  den  oben  angedeuteten  vorbereiteiiden  Abschnitten 
zeigen  folgende  die  Vielseitigkeit  der  Behandlung  des  Gegenstandes: 
Thermometrie,  Galorimetrie,  Isothermen,  adiabatische  Linien,  W&rroe- 
nuschinon,  Belationen  zwischen  Volumen,  Druck,  Temperatur  und 
Entropie,  latente  Wärme,  Thermodynamik  der  Gase,  dynamisches 
Aequivalciit  der  'Wärme,  Stralong,  Strömungserscheinuagcn,  Wärme- 
leitung, Mok  cularthoohe.  l^ei  dem  geringen  Umfang  des  Buchs  konnte 
natürlich  nicht  das  gesammte  vorliegende  Material  dargeboten  werden; 
der  Lehrstoff  enthält  in  jedem  Punkte  nur  das  Wesentlichste-,  doch 
ist  dessen  Erörterung  geeignet,  vuu  allen  Gegenständen  richtige  Be- 
grifle  AM  geben.  Auch  die  erforderliclien  numerischeu  Angaben,  frei- 
lich ohne  Nachweis,  sind  sorgfältig  stets  beigefügt.  H. 

Theorie  der  Elastidtät,  Akustik  und  Optik.  Von  Prof.  Dr.  Her- 
mann Klein,  Gymna^allehrer  in  Dresden.  Zugleich  als  Supplement 
zu  dem  Lehrbuch  der  Physik  von  Dr.  Paul  Reis.  Mit  104  Holz- 
schnitten im  Text  Leipzig  1877.  Qnandt  n.  Hftndel.  524  S. 

Der  Verfasser  nennt  das  Gegenwärtige  eine  Erweiterung  ein<» 
joden  Lehrbuchs  der  Experimentalphysik  und  will  es  im  Anschluss 
au  das  von  Reis  bearbeitet  haben.  Wie  dies  zu  versteheu,  ist  nicht 
wol  ersichtlich.  Der  Gegenstand  ist  so  heterogen,  der  Standpunkt 
des  Lesers,  für  dessen  Gehrauch  es  nur  bestimmt  sein  kann,  von  dem 
er  freilich  kein  Wort  sagt,  so  verschieden,  dass  Erweiterung  des  einen 
auf  das  andre  keinen  Sinn  hat.  Das  genannte  Ijehrbut  li  ist  für  Schu- 
len unter  pädagogisch  didaktischem  Gesichtspuukt  uud  mit  Eücksicht 
auf  die  niedere  Eutwickelungsstufo  in  der  Mathematik  yerfiisst,  das 
gegenwärtige  Buch  enthält  aussdiliesslich  analytische  Rechnung,  konnte 
sich  daher  auf  jenes  nicht  stützen  und  hat  es  auch  fiictisch  in  keinem 
Punkte  zu  tun  versucht  Es  finden  sich  nur  die  Paragraphen  aus 
Beis  über  das  gleiche  Thema  dtirt,  mitunter  eine  Formel  daraus 
entlehnt,  deren  Herleitung  gerade  hierher  gehört  hätte.  Sehen  wir 
Ton  dieser  oflfenbar  ebenso  unnötigen  wie  unzutreffenden  Rechtfcrtiguug 
ab  und  betrachten  die  Arbeit  gemäss  ihrer  wirklich  dargebotenen  Lei- 
stung, so  bedurfte  sie  wol  eher  einer  Rechtfertigung  von  andrer  Seite. 
Der  Verfasser  erwähnt,  dass  in  den  hier  nicht  behandelten  Zweigen 
der  Physik  ausfülirlichc  Bearbeitungen  existireu,  nicht  aber  diejenigen 
analytischen  umfassenden  Werke,  mit  welclien  seine  eigne  Arbeit  con- 
currirtc;  in  Betreff  der  Elasticität  und  Optik  wenigstens  wird  er  doch 
nicht  in  Abrede  stellen,  dass  wir  solche  bereits  besitzen.  Diesen 
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gegenüber  miiBste  man,  wenn  das  Bach  ^en  Zweck  haben  sollte, 
methodischen  Fortschritt  erwarten.  Von  den  Mftngeln  des  Bechuungs- 
verfahrens  brauchen  wir  gar  nicht  zu  reden;  denn  man  vermisst  in 
den  wichtigsten  Punkten  Ordnuug  der  Gedanken  und  Klarheit  der- 

niasscQ,  dass  es  nicht  lohnen  würde  im  einzelnen  zu  bessern.  Die 
Lehre  von  der  ^Yelle^bewegnug  bugiuut  in  den  ersten  successiven 
Teilen  über  getrennte  Gegenj^tände  jedesmal  mir.  Formeln  ohne  An- 
gabc, auf  welche  materielle  llasis  sie  sich  Ijozichen,  ob  das  IJcwegto 
ein  Molccül,  ein  System  vieler  oder  ein  ("ontinuum  ist,  Formeln  deren 
Sinn  kaum  erratitn  werden  kann;  als  dynamische  Formel  wird  citirt, 
was  an  seiner  Stelle  (Seite  14)  eine  statische  Formel  ist  Nach  einem 
solchen  Anfang  in  der  Gnmdlegung  der  Theorie  brauchen  wir  wol 
auf  das  Weitere  nicht  einzugehen.  H. 


Grundzflge  der  Electricitätslehrc.    Zehn  Vorlesungen  gehalten 

vor  den  Mitgliedern  des  ärztlichen  Vereins  in  München  von  Dr. 
W.  von  Beetz,  oril.  Professor  der  technischen  Hochschule  in  Mün- 
chen und  ord.  ^litglied  der  k.  Daier.  Akademie  der  Wissenscliafteu, 
Ehrenmitglied  des  ärztlichen  Vereins.  Mit  56  Holzscbuitteu.  Stutt- 
gart lb7ö.   Meyer  n.  Zellor.   109  S. 

Diese  Vorlesungen  geben  auf  kleinstem  Baume  das  Wichtigste 

aus  der  Elektddtfttslehre,  die  Theorie  im  Anschlnss  an  die  Experi- 
mente mit  den  einfachst  denkbaren  Apparaten,  in  leicht  fasslichem 
Vortrage  und  derart  geordnet,  dnss  eine  jede  einen  theoretischen  Ab- 
schnitt zum  Ahschluss  bringt.  Die  2  ersten  betreffen  die  Reibungs- 
clektricität  und  die  gewrdinlichen  Verstärknngsapparate,  die  3  folgen- 
den die  Contactelektrieitüt  und  die  Ströme,  die  5  letzten  die  gegen- 
seitigen Wirkungen  zwischen  Strömen  und  Chemismus,  Wärme, 
Magnetismus.  H. 

■ 

Die  Messung  des  Feuchtigkeitsgehaltes  der  Luft  mit  besondo^er 
Berflcksiditigung  des  neuen  Procenthygrometers  mit  Justir\'orrichtung. 
Von  Dr.  Karl  Koppe  in  Zürich.  Mit  1  Holzschnitt  und  2  litho- 
graphirten  Tafeln.  Zürich  1878.  Friedrich  Schulthess.  57  8. 

Die  kleine  Schrift  erörtert  in  befriedigender  Vollständigkeit  das 
ganze  Wesen  der  Hygrometrie.  Sie  erklärt  das  Verhalten  des  Wasser- 
dampfs, bespricht  ihre  zwei  Au^ben:  das  Maximum  der  Dampf- 
spannung als  Function  der  Temperatur  zu  bestimmen  und  die  jewei- 
lige Spannung  in  geschlossenem  Baume  oder  in  der  Atmosphäre  zu 
messen  —  auf  ihrem  empirischen  Standpunkt,  zeigt  in  historischer 
EntwickeLung  die  Methoden,  welche  angewandt  worden  sind  um  immer 
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genauere  Kesiiltate  zu  erhalten,  bescbreibt  die  erfonlerlicheu  Appa- 
rate, kritisirt  jedes  Yerfahrou  und  weist  dessen  Mängel  auf,  nebst 
den  Versuchen  sie  zu  meiden.  U. 


Aimaleii  der  Physik  tmd  Cheide  heraiiflgegebeii  TOii  G.  W lede- 
rn ann  —  and 

Beiblätter  zu  den  Aunaleu  der  Physik  und  Chemie  herausgegeben 
von  G.  und  E.  Wiedomann.  Leipzig.  Jobann  Ambrosius  Barth. 

Von  dem  neuen  Jahre  an  sollen  die  Beiblätter  zu  den  Annalen 
der  Physik  nnd  Chemie,  herausgegeben  von  G.  nnd  E.  Wiodemann, 
deren  Zweck  es  ist,  eine  mOgliehst  vollständige  Ueberticht  Aber  den 
Gang  der  Arbeittti  snf  dem  Gebiete  der  Physik  zn  bieten,  durch  Re- 
ferate über  die  laufende  periodische  Idtterator,  die  Pnblicationen  ge- 
lehrter Gesellscliafteu ,  Dissertationen,  Programme  u.  s.  f.  zu  geben, 
wiederum  eine  Bereicherung  dadurch  erfahren,  dass  sie  in  den  Bereich 
ihres  Litteraturberichtcs  zunächst  auch  die  nietcorologischen  und  phy- 
sikalisch-geographischeu  Abhandlungen  mit  auiuehmeu  werden. 

In  wie  hohem  Maasse  die  „BeiUfltter**  der  gestellten  Aufgabe 
schon  jetzt  entsprechen,  dürfte  schon  daraus  erhellen,  dass  sie  über 

den  Inhalt  von  70  bis  80,  der  Redactiou  regelmässig  zugehenden 
wissenschaftlichen  Fachzeitschriften  und  Akademieberichten  der  ver- 
schiedensten Nationen  regelmassig  referiren. 

Eine  fernere,  den  Abonnenten  gewiss  willkommene  Erweiterung 
der  „Beiblätter^  wurd  seitens  der  Yerlagshandlung  dadurdi  angebahnt, 
dass  sie,  ausser  jener  Revue  der  periodischen  Litteratur  auch  eine 
nach  Möglichkeit  vollständige  Bibliographie  der  das' Gebiet  der  Physik, 
Meteorologie  und  physikalischen  Geographie  berührenden,  neu  erschie- 
nenen Bücher,  Programme,  Dissertationen. u.  s.  w.  ebenfalls  aller  Na^ 
tion^i  nnd  zwar  nach  den  in  Originalen  vorliegenden  Exemplaren 
bringen  wird. 

Alle  Fiirderer  und  Freunde  der  Physik  sind  gebeten,  diese  Be- 
strebungen in  die  weitesten  Kreise  zu  tragen  und  durch  geftJlige  Ein- 
sendung der  meist  nur  in  wenige  Hände  gelangenden,  oft  beim  besten 
Willen  sonst  nicht  zu  beschaffenden  Dissertationen  nnd  Gdegenhdts- 
schriften  zu  fördern  an 

die  Verlagshandluug 
von  Joh.  Ambr.  Barth  in  Leipzig. 
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Vermischte  Schriften. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  anno  CCLXXV.  1877—78. 
Serie  terza.   Trausuuti  volame  II.  Koma  1Ö78.  Salviucci. 

Der  Anfang  der  Truunnti  ist  im  243.  fitt  Bericht  p.  35.  be- 
sprochen. Es  ist  hinzuzufügen,  dass  die  7  Monate,  December  bis 
Jani,  je  ein  Tie  ft,  die  Übrigen  5  Monate,  Juli  bis  Xovember,  wo  Iceine 
Sitzungen  stattünden,  kcins  erschaut.  Aus  dem  1.  Yolom  ist  zu  er^ 
ganzen  der  Inhalt  des  7.  Hefts. 

G.  Bellavitis:  Ueber  die  Auflösung  der  nnmerischen  Gongnien- 
zen  and  die  Tafeln,  welche  die  Logarithmen  der  ganzen  Zahlen  Itlr 
die  versdiiedenen  M odnln  geben. 

G.  Battaglini:  Ueber  Bewegung  aof  einer  Linie  2.  Ordnung. 

E.  Gaporali:  Sätze  Aber  Gurren  8.  Ordnung. 

A.  Paoli:  Ueber  Stuart  KiU's  ideologische  und  psychologische 
Begriffe. 

De  Gasparis:  Ueber  die  Berechnung  des  Parameters  in  den 
Planetenbahnen. 

Der  Inhalt  des  2.  Volums  an  .mathematischen  Arbeiten  ist  fol- 
gender. 

Bctti:  Ueber  eine  Erweiterung  der  allgemeinen  Prindpien  der 

Dynamik, 

Cerruli:  Ueber  die  Transfbnnation  einer  beliebigen  quadra- 
tischen Form  in  sich  selbst. 

Cerruli:  Keues  allgemeines  Theorem  der  Mechanik. 
BrioBchi:  Ueber  einige  Formehi  in  der  Theorie  der  eUiptischen 
Functionen. 

Gr,  Ascoll:  Neue  Untersuchungen  aber  die  Fourier^sche  Beihe. 
De  Oasparis:  Ueber  eine  bemerkenswerte  Bdation,  welche  sich 
bei  einer,  doppelten  Transformation  von  Variabein  zeigt. 


NouToUe  Gorrespondance  Uaih6matique,  redigte  par  Eugene 
Gatalan,  'Professeur  k  runiversitö  de  Liige,  avee  la  oollaboratbn 
de  MM.  Mansion,  Laisant,  Broeard,  Neuberg  et  £donard 
Lucas.  Tome  quatritaie.  Li^  1878.  K  Deoq. 

Der  Inhalt  der  letzten  Hälfte  an  Abhandlungen  ist  folgender. 

H.  Broeard:  Elementftre  Bemerkungen  zum  Pell'schen  Pro- 
blem. (Forts.) 


H. 
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E.  Lucas:  Uebcr  ein  GrundprinGip  der  Geometrie  und  Trigono- 
metrie. (Forts,  u.  Schluss.) 

H.  Postnla:  Ueber  eine  arithmetische  An^be. 

S.  Realis:  Bemerkung  Ober  einen  arithmetischen  Satz. 

E.  liucas:  lieber  die  Theorie  der  numerischen  eiufach  periodi- 
schen Fiiiictiüueu.    (Foits.  u.  Schluss.) 

C.  Le  Paige:  Ueber  einen  Satz  von  Catalan. 

F.  Proth:  Üeber  die  Beihe  der  Primzahlen. 
Mennesson:  Üeber  den  Kreis  der  9  Punkte. 

P.  Mansion:  Ueber  die  harmonische  liuearc  Transformation. 

H.  Van  Anbei:  Ueber  einen  geometrischen  Ort 

De  Tilly:  Ueber  die  LOsnng  der  Aufgaben,  welche  Gonstnictio- 
nen  im  Baume  erfordern,  mit  Lineal  und  Zirkel 

0.  de  Longchamps:  8&tze  über  die  Normalen  der  centrischen 
Kegelschnitte. 

E.  Lucas:  Bemerkung  über  die  Aufgabe  280,  betreffend  die 
Trisection  des  Winkels. 

£.  Gesaro:  Einige  Eigenschafton  der  durch  u  = 
gestellten  Corve. 

Y.  Bouniakowski:  Neue  FftUe  der  Teilbarkeit  der  Zahlen  von 
d^  Pom  2**-|-l. 

Tchebychef:  Ueber  eine  Transformation  numerischer  lieilieu. 

Genocchi:  Ueber  eine  Formel  von  Libri. 

E.  Lucas:  Ueber  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Biquadrate. 

S.  Realis:  Bemerkung  über  einige  unbestimmte  Gleichungen. 
(Forts.) 

J.  Kcuberg:  Ueber  die  Addition  der  elliptischen  Functionen. 

E.  Catalan:  Zerlegung  eines  Kubus  in  4  Kuben. 

IT.  Van  Anbei:  Zwei  allgemeine  Eigeuschafteu  der  Curven 
3.  Grades. 

Falk:  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Determinanten  null. 

F.  Proth:  Ueber  einige  Identitäten. 

J.  Neu  borg:  Ueber  eine  Transformation  der  Figuren. 
Gr.  Bester:  Ueber  die  Summen  der  pUsa  Potenzen  der  n  ersten 
ganzen  Zahlen. 
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Vocabulaire  tecimique.  Technisches  Vokabular.  Für  technische 
Lehranstalten,  sowie  zum  Selbststudium  für  Techniker,  Studirende 
und  Industrielle.  Von  Dr.  Wershoveu.   Leipzig,  1878.  BrückhauB. 

154  a 

Nicht  Mos  die  eigentlich  technischen  Gebiete,  wie  Maschinen- 
wesen, Eiscubahnbau,  Hüttenkunde,  Keramik,  Zuckcrfabricatiou  etc. 
sind  in  dem  Werkchen  behandelt,  sondern  auch  die  Katurwissen- 
schaften:  Physik,  Mechanik  und  Chemie.  Die  in  diesen  Gebieten 
Vüikummendeu  technischen  Ausdrücke  sind  französisch  und  deutsch 
gegenüber  gestellt,  und  zwar  nach  den  Materien  —  nicht  alphabetisch 
—  geordnet,  ähnlich  wie  im  Vocabulaire  syst^matiqae  von  Ploetz. 
Diese  Anordming,  ohne  beim  Nachschlagen  eines  dnzelnen  Ans- 
drndces  unbequem  zn  sein,  bietet  den  grossen  Vorteil,  dass  dadnrch 
das  systematische  Erlemen  ermöglicht  wird  und  dass  man  die  techni- 
schen Ausdrücke  Aber  das  bestimmte  Capitel  beisammen  hat  Wer 
also  beispielsweise  eine  französische  Abhandlung  über  elektrische  Be- 
leuchtung, über  Barometer,  Luftballon,  Akustik,  Brechung  des  Lichtes, 
optische  Instrumente,  Elektrisirmaschinen,  Telegraphie,  Wärmetheorie 
etc.  lesen  will,  und  vorlier  das  betrelFendc  Capitel  des  Buches  auf- 
merksam durchliest,  dem  wird  nicht  mehr  die  Leetüre  durcli  bestän- 
diges und  oft  doch  \eigebliches  Nachschlagen  in  Wörterbüchern  ge- 
stört und  verleidet  werden.  Das  verdienstliche  Werkchen  verdient 
auch  iu  naturwissenschaftlichen  Kreisen  die  warme  Empfehlung,  welche 
es  in  technischen  Kreisen  bereits  gefunden  hat.  Trotz  des  kleinen 
Umfanges  ist  es  ausserordentlich  reichhaltig;  die  Äussere  Ausstattung 
Ist  TOrzQglich. 

Breslau.  F. 
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Lehrbücher,  Sammlmigen  und  Tabellen. 

Lehr-  und  Uebuugsbuch  für  den  Unterricht  iu  der  Algebra  au 
Oymuasieu,  Real-  und  Gewerbeschnlen.  Ton  Dr.  H.  Hei  1er mann, 
Director  der  Realschule  in  Essen,  und  Dr.  J.  Diekmann,  Ober- 
lehrer am  Gymnasium  in  Essen.  1.  TheiL  Die  vier  Grnndrecbnnn- 
gen.  Die  linearen  Gleichungen.  Essen.  G.  D.  Baedeker.  117  S. 

Die  Verfasser  finden,  wie  sie  im  Vorwort  als  Gesichtspunkt  für 
die  Bearbeitung  des  gcgenwärtigcu  Lehrbuchs  aussprechen ,  dass  in- 
folge der  Fortschritte  der  Wissenschaft  eine  Kluft  angewachsen  sei 
zwischen  der  mathematischen  Schulbildung  and  den  Anforderungen 
des  Studinrns  der  hohem  Mathematik.  Die  Schule  mit  einem  noch 
ausgedehnteren  Pensum  zu  belasten  sei  unmöglich;  wol  aber  könne 
die  Lehrweise  mehr  als  bisher  zur  Yorbereitnng  ftor  das  Studium  ge- 
staltet werden.  Worin  besteht  nun  jene  Kluft?  Die  Einbildung,  dass 
dar  Schritt  von  der  niedem  zur  hohem  Doctrin  ein  abschreckend 
grosser  sei,  wird  in  der  Tat  vielfach  gehegt;  sie  kann  sich  aber  nur 
auf  ungoschicktcn  oder  rücksichtslosen  Vortrag  der  Principien  der 
Analysis  stützen.  In  Wirklichkeit  bedürfen  letztere  zu  ihrer  Begrün- 
dung nur  einen  kleinen  Teil  der  Schuldoctrin,  und  zwar  gerade  den- 
jenigen, welcher  für  die  Schule  selbst  uubedingt  notwendig  ist.  Weit 
entfernt  eine  Lücke  zu  lassen,  ist  die  Analysis  vielmehr  um  ihrer 
Innern  Harmonie  willen  genötigt  vieles  zu  wiederholen,  was  die  Schule 
vorausnimmt.  Am  wenigsten  kann  aber  eine  Kluft  grösser  werden, 
wenn  doch  die  Principien  bei  allen  Fortschritten  der  Wissenschalt 
dieselben  bleiben  und  durch  Cultivirnng  der  Methode  der  Schule 
nfther  und  nfther  gerftekt  werden. 
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Oleidnrol  kann  man  dien  Tcr&Bseni  beistimmen,  wenn  sie  meinen, 
dasB  das  Bcdflrfniss  eines  nftheren  Anschlusses  jetzt  mehr  fftUbar 

wird  als  früher,  ferner  dass  eine  Schuld  auf  Seiten  des  Schulunter- 
richts liegt,  und  drittens  dass  derselbe  auch  ohne  Erweiterung  des 
Lehrstoffs  besser  als  es  gewöhnlich  geschieht  zur  Vorbereitung  für 
das  Studium  worden  kann ;  nur  haben  sie  wol  den  Gesichtspunkt  nicht 
recht  ins  Klare  gesteilt.  Wciiu  irgend  ein  Maugel  im  Schulunterricht 
den  späteren  Uebergang  zur  hrihern  Mathematik  erschwerte,  so  war 
08  der,  dass  den  Schülern  liegritle  licigcbracht  worden  sind,  die  sich 
bei  grflndlicher  Betrachtung  als  nicht  haltbar  erweisen,  denen  man 
aber  den  Vorzug  vor  deu  wissenschaftlichen  Begriffen  gab,  weil  mau 
meiute,  sie  wären  deu  Anföugem  leichter  zugänglich.  Diese  familiäre 
Praxis,  welche  geringschätzig  Ober  die  Forderungen  der  Wissenschaft 
hinw^geht,  findet  in  der  Tat  jetzt,  wo  das  Studium  der  Mathematik 
an  Bedeutung  sehr  gewonnen  hat,  viel  weniger  Verteidiger  als  früher. 
Dass  ihre  Rechtfertigung  in  ihrer  gänzliehen  Nichtigkeit  erkannt  wird, 
dass  die  logische  Xuchlässigkoit  in  der  Lehrweiso  als  Schädigung  der 
geistigen  Entwickciung  zur  allgemeinen  Verurteilung  gelangt,  muss 
unser  Ziel  sein ;  dürften  wir  hierin  den  Kern  ihres  Gcdankcus  sehen, 
so  wären  wir  mit  deu  Veriasscrn  einverstanden.  Die  Ausführang  ent- 
scheidet darüber,  und  gerade  nicht  zu  ihren  gunsten. 

Der  jetzt  erschienene  1.  Teil  ist  ein  ideell  abgeschlossenes  Oasse, 
sofern  er  genau  und  vollständig  die  rationalen  Operationen  nm&sst. 
Die  Methode  ist  die  rein  arithmetische  mit  snccessiver  Erweiterung 
des  Zahlbegriffs.  Addition,  Multiplication,  Potenzirung  folgen  einander 

numittelbar;  auf  sie  erst  die  inverseu  Operatiouen  der  beiden  ersten, 
Subtraction  und  Division,  welche  einzeln  zur  Kinfübruns;  der  relativen 
(algebraischen)  Zahicu  sowie  der  Null,  und  der  Brüche  führen;  so- 
dann die  Gleichungen  1.  Grades.  Es  wird  beachtet,  dass  diese  2 
Inversionen  dopjx'U  ausgeführt  nur  je  eine  Operation  ergeben.  Im 
Anfang  ist  die  Lebrweise  gründlieh,  cxact,  umsichtig,  dabei  einfach 
nnd  leichtfasslich.  Zuerst  bei  der  ]\Iiiltii)li»uti()n  der  Negativen  fällt 
ein  falscher  Beweis  auf,  welcher  sich  auf  Vcrtauschbarkeit  der  Fac- 
toren  stützt,  obgleich  diese  uur  tür  absolute  Zubleu  begründet  war. 
Bliebe  dieser  Fehler  vereinzelt,  so  würde  man  ihn  fttr  formell  halten 
nnd  nur  die  Ueberschrift,  Beweis,  weglassen.  Allein  es  zeigt  sich, 
dass  die  Begrttndung  der  Sätze  in  ihrer  Anwendung  auf  den  erwei- 
terten ZahlbegrüF  von  da  an  durchweg  fehlt  Auch  ist  nirgends  da- 
von die  Rede,  dass  mit  dem  Zahlbegriff  auch  die  Bedeutung  der 
.  Buchstaben  erweitert  werden  muss,  wie  es  doch  die  Auflösung  der 
Gleichungen  unbedingt  erfordert  Gerado  hierin  hätte  sich  die  Vor- 
bereitung für  das  höhere  Studium  gut  zeigen  können.  Doch  nicht 
bloss  Mangel  an  Erklärung  und  Begründung  ist  zu  rügen,  sondern  es 
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finden  sich  auch  falsche,  handgreiflich  widersprechende  Sätze  vor. 
,,Eine  Zahl,  welche  kleiner  als  jode  angebbare  gebrochene  Einheit 
gedacht  wird,  heisst  unendlich  klein."  Da  nach  dem  Vorausgehenden 
unter  einer  Zahl  nur  eine  ganze,  gebrochene,  positive  oder  negative 
verstanden  werden  kann,  so  kann  ohne  neue  Erweiterung  keine  Zahl 
gedacht  werden,  die  nicht  angebbar  sei;  die  in  Rodo  stehende  Zahl 
soll  also  kleiner  gedaclit  werden,  als  sie  gedacht  werden  kann.  Nach 
dieser  uufassbaren  Lehre  kann  es  den  folgenden  Sätzen  nichts  hel- 
fen, dass  sie  vorsichtig  genug  ausgedrückt  sind  um  keinen  Verstoss 
knnd  zu  geben.  So  kann  z.  B.  die  Regel  nicbtg  helfen,  dass  die  Noll 
nnr  als  Zeichen  fflr  eine  Unendlichkloine  IMvisor  sein  kann,  wenn 
doch  der  Schüler  sie  nicht  als  uncndlichklein  zu  denken  nnd  zn  be- 
handeln versteht  Wie  die  Begel  hier  aufgestellt  ist,  ist  sie  unrich- 
tig. Wir  können  schreiben  0  statt  „ist  unendlich  klein'\  abw 
zur  Motivirung  würden  Erklärungen  nötig  sein,  die  sich  für  Anfänger 
nicht  eignen.  Die  Einsetzung  der  Null  statt  der  Unendlichkleinen 
hingegen  ist  nur  in  stetigen  Functionen  erlaubt,  nicht  also  im  vor- 
liegenden Falle.  Kudlich  ist  das  Symbol  ^  in  Gebrauch  für  eine 
nicht  gefundene,  sondern  erst  noch  zu  untersuchende  Grösse,  die  ent- 
weder oder  =  —  00  ist    Mau  darf  dann  nur  sagen,  eine 

Grosse  habe  die  Form  ^;  der  Satz  (8),  wie  er  hier  steht,  ist  hin- 
gegen irreleitend  und  far  ein  Lehrbuch  ttberflüssig.  Je  mehr  es  zu 
wttnschen  ist,  dass  schon  Anfilnger  in  der  Algebra  mit  den  unend- 
lichen Grössen  bekannt  werden,  desto  verwerflicher  ist  es,  wenn  Lehr- 
bacher, welche  dieselben  besprechen,  den  Gegenstand  in  der  alten, 
unklaren  Weise  darsteUon  und  dadurch  die  Unkenntniss  nodi  ver^ 
mehren.  In  T.  LV.  p.  49.  ist  gezeigt,  dass  die  Lehre  von  den  ün- 
endlicheu  kein  schwieriger  Punkt  ist  und  sich  in  der  für  Elementar- 
lehrbücher nötigen  Kürze  befriedigend  behandeln  lässt.  Jetzt  noch 
die  Scliüler  mit  Andeutungen  abzufertigen,  die  für  das  Verständniss 
unzureichend  sind,  lässt  sich  durch  nichts  mehr  rechtfertigen. 

Noch  möchte  ein  anderer  im  Vorwort  besprochener  Punkt  nicht 
mit  der  Ausfuhrung  harmoniren.  Es  wird  zwar  darin,  entgegen  der 
Absiebt  den  Lehrstoif  nicht  zn  vennehren,  eingestand^,  dass  die  An- 
wendungen der  Algebra  an  einigen  Stellen  fiber  den  hervorgebrachten 
Umfang  hinausgäien,  doch  hinzugefügt,  dass  dieselben  den  Boden 
elementarer  Bezeichnung  nie  verUssen.  Solche  Ueberschreitnngen 
sind  wol  die  unendlichen  Reihen  und  die  Determinanten.  Ftr  die 
Aufnahme  beider  Themata  fehlte  jedes  Motiv.  Sie  sind  in  Wirklich- 
keit 2  neue  Einführungen,  deren  Fruchtbarkeit  unmöglich  an  den 
ganz  speciellen  Beispielen  erhellen  kann;  namentlich  wird  die  Deter- 
minanteulehre  bei  unmittelbar  aligemeinem  Anlang  leichter  und  besser 
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Tentaadea,  als  wenn  spedeUe  Bedurangeii  TOihergehen,  die  ans  der 
PenpectiTe  des  Anfängen  gesehen,  im  Oedanken  dass  sie  aaf  höhere 
Ordnungen  ausgedehnt  werden  sollen,  nnr  einen  sehr  abschreckenden 
Eindruck  machen  können.  Dass  die  Bezeichnungen  elementar  seien, 
ist  augenscheinlich  musntreffend. 

Im  ganzen  giebt  die  Arbeit  mehr  als  gewöhnliche  Selbständigkeit 
und  Klarheit  kund,  bis  auf  gewisse  Grensen  jenseit  deren  die  Yer- 
fuser  den  Stoff  wol  nicht  recht  bewältigt  haben.  H. 

Leit&den  lür  den  Unterricht  in  der  Geometrie  an  höheren  Lehr^ 
anstalten.  Yen  H.  Kocstler,  Oberlehrer.  Drittes  Heft.  Die  Aehn- 
lichkeit  der  Figuren.  Mit  24  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
HaUe  a.  S.  1878.  Lonis  Nebert  48  S. 

Wenn  wir  die  Bestimmung  des  Buchs  darin  sehen,  die  Sitze  ein- 
zuprägen nnd  zur  Uobung  Gelegenheit  zu  geben,  so  empfiehlt  es  sich 
dnrcli  Reichhaltigkeit  au  Aufgaben.  Der  T.elirstoff  selbst  ist,  den 
Aufgaben  vorausgehend,  nicht  bloss  ziemlich  kurz,  sondern  auch  hin- 
sichtlich der  Delinitionen  und  Beweise  ohne  Sorgfalt  behandelt,  lieber 
die  Iucomnicusnrni)ilit;it  wird  mit  Stillschweigen  hinweggegangen.  Im 
Anfang  scheint  sie?  ausgeschlossen  zu  sein,  weiterhin,  wo  dies  nicht 
denkbar  ist,  bleil)t  sie  unbcrUcksichtitrt ,  der  angeführte  Grund  für 
die  Irrationalität  des  Verhältnisses  von  Kreis  und  Durchmesser  ist 
UDricbtig.  H. 

Die  Geometrie  des  Progymuasiums.  Von  Wilhelm  Bunkofer, 
Professor  am  Progymnasium  in  Bruchsal.  L  Thdl:  Geometrie  der 
Tertia.  Mit  11,  H.  Theil:  Geometrie  der  Sekunda.  Mit  5  lithogra- 
phhrten  Figurentafoln.    FVeiburg  i.  Br.  1879.  Herder.  4^,  149  S. 

Das  Buch  zeichnet  sich,  wie  es  dem  Leser  sogleich  imponirend 
entgogontiitt,  durch  reiche  Entfaltung  des  Gegenstandes,  erschöpfende 
Vielseitigkeit  und,  wenigstens  im  Aufiuig,  durch  corrocten  Ausdruck 
und  Idaro  Auffiissung  aus,  so  dass  es  den  Eindruck  ungewöhnlicher 
B^errschung  des  lichrstofls  macht.  Kommt  dann  mitten  in  dieser 
musterhaften  Darstellung  ein  Punkt  vor,  dessen  Dehandlung  nidit 
genflgen  kann,  so  wird  man  geneigt  sein  dem  Verfasser  zuzu- 
trauen, dass  er  den  IMangel  im  Auge  behalten,  die  Schuld  im 
weitem  Verlaufe  abtragen,  kcineufalls  aber  das  unzureichend  Bc- 
stlmmto  zui"  Basis  wichtiger  i'olgeruugen  nehmen  wird.  In  dieser 
guten  Erwartung  hudet  man  sich  sehr  getäuscht:  lässt  er  es 
einmal  an  Bündigkeit  fehlen,  so  schreitet  er  auf  demselben  Wege 
fort,  der  Riss  erweitert  sich,  und  bald  sieht  man  die  grösstc  logische 
Kluft  unter  der  Decke  der  bestechenden  Systematik  und  der  eroberten 
allgemeinen  Anschauung  versteckt  Ein  solcher  Punkt  ist  der  Be- 
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griff  der  Richtung.  Dass  derselbe  sicli  nicht  isolirt,  namentlich  nicht 
obue  Vorbindung  mit  dem  Begtiff  der  Geraden  deüuiren  lässt,  sieht 
man  leicht  ein,  iiud  wird  es  gern  als  eine  Sache  ohne  Gewicht  hin- 
uehmcD,  dass  hier  die  Detinition  der  Geraden  sich  auf  den  noch  ganz 
unbestimmten  Uegrill"  der  Richtung  stützt.  Allein  fragen  muss  man 
doch,  worauf  nun  die  Vergleichung  der  Richtungen  beruht.  Der 
Winkel  wird  hier  zwar  nicht,  wie  es  incorrecterweise  oft  {geschieht, 
als  Richtungsunterschied  bestimmt,  aber  dafür  eine  ebenso  unbrauch- 
bare neue  Bestimmuugsweise  als  Mass  der  Menge  möglicher  Strahlen 
zwischen  beiden  Schenkeln  eiugefluhrt,  nud  demsnfolge  mit  Zahlen  ge- 
rodinet,  die  nicht  czistizen.  In  der  Tat  enthält  der  ganze  Winkel 
alle  Strahlen,  die  dem  Teilwinkel  gehdren,  und  ausserdem  Strahlen, 
die  dieser  nicht  hat;  daraus  folgt  aber  nicht,  dass  er  mehr  Strahlen 
onthftlt;  denn  soviel  man  im  ganzen  Winkel  Strahlen  zieht,  kann  man 
auch  im  Teilwinkel  ziehen.  Erst  erläutert  durch  anderweito  Betrach- 
tung kann  die  relative  Strablenmengc  einen  Sinn  erhalten.  Der 
logische  Connex  ist  verkehrt  dargestellt:  die  Grössenvergleichung  der 
Winkel  musste  vorher  aus  der  Lage  ([ov  Schenkel  deutlich  sein,  und 
dann  war  die  Betrachtung  der  Stralilennienge  übei*flüssig.  Soll  nun 
der  NViukel,  dessen  Erklärung  wir  einmal  voraussetzen,  zur  Unter- 
scheidung der  Richtungen  dienen,  so  geschieht  dies  unmittelbar,  wenn 
nur  Richtungen  von  einem  Puukte  aus  verglichen  werden.  Wie  ver- 
gleicht man  aber  Richtungen,  die  von  verschiedenen  Punkten  aus- 
gehen? Diese  Frage  aberspringt  das  Lehrbuch  mit  folgendem,  nur 
an  einem  Punkte  auf  einer  Linie  bewiesenen,  dann  als  allge- 
mein geltend  aufgestellten  Satsse:  Zu  jederRichtung  giebt  es  nur 
eine  einzige  senkrechte  Richtung.  Aus  ihm  folgt  dann  bald,  dass 
Winkel  Yon  gleichgerichteten  Schenkeln  gleich  sind,  und  ein  Paral- 
lelenaziom  existirt  nicht  mehr.  Nur  um  letztere  Illusion  zu  erreichen 
also  mussteu  H  Begritfsbestimmungen  dunkel  und  lückenhaft  vollzogen 
werden,  zu  deren  vollständiger  Klarlegung  es  dem  Verfasser  weder 
an  Filbigkeit  noch  an  Raum  gefelilt  liiitte.  Was  nach  Behandlung 
der  Winkelsätze  den  weitern  Inhalt  betrifft,  so  scheint  dieser  ohne 
bindendes  Priucip  und  ohne  sichtliche  Begrenzung  so  ausgewählt  zu 
sein,  dass  eine  recht  ansebnliche  Productivität  an  Gebilden  durch 
einfache  Synthesen  zutage  gclordert  wird,  die  der  Schüler,  wenn  ihm 
diss  Beispiel  den  Trieb  dazu  erweckt  hat,  leicht  beliebig  fortsetzen 
kann.  Wol  nur,  um  eine  Sache  von  Bedeutung  nicht  mit  Stillschwei- 
gen zu  übergehen,  wird  sehr  bald  die  Goordinatenmothode  erOrtert; 
ein  Gebrauch  denelbcn  kommt  nicht  vor.  Der  erste  Teil  schliesst 
mit  der  Lehre  von  der  Flftchengleichheit  und  den'  Verwandlungen; 
der  zweite  beginnt  mit  der  Linienproportion  und  geht  als  Pensum 
bis  zur  Kreisberccbnung;  auf  dieses  folgt  noch  ein  Abschnitt:  Aus- 
fOhrang  einzelner  Theoriei^  z,  B.  der  Potenzen  und  Potenzlinien, 
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der  hannomechen  Puoktroiho  und'  des  harmonisdioii  Strahlenbtlscliels 
II.  B.  w.,  am  SehluBse  noch  einiges  aber  Integrale  ond  Diiferentiale 
Tom  geometrisdien  Gtosichtspnnkt  H. 

Lehrbuch  der  Elementar-Mathematik.  II.  Theil.  Lehrbuch  der 
Elementar- Geometrie  für  den  Schulgcbrauch.  Von  Johann  Karl 
Becker,  Professor  der  Mathematik  und  Physik  am  Gymnasium  in 
Wertheini  am  Main.  Zweites  Buch:  Das  Pensum  der  Obcraecuuda. 
Ebene  Trigonometrie  und  Planimetrie,  zweite  Stufe.  Mit  60  in  dem 
Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Berlin  1878.  Weidmann.  170  8. 

Der  Verfasser  hält  es  nach  eigener  Erfahrung  in  30 jährigem 
Unterricht  für  höchst  fürderliiii,  wenn  die  Schüler  ein  Lehrbuch  in 
Händen  haben,  das  für  Selbstunterricht  vollkommen  ausreichend  ist. 
Dieser  Bestimmung  gemäss  ist  auch  das  gegenwärtig  sehr  ausführlich 
bearbeitet.  Es  enthält  nicht  bloss  das  Notwendige,  sondern  verwebt 
anch  viele  instmctive  Sätze,  die  mau  als  Anwendungen  dor  Theorie 
anflfosseii  konnte,  in  den  Lehrgang.  Die  Dednction  macht  weniger 
den  Eindmck  der  Eleganz  nnd  der  Systematik  als  vielmehr  der  nat&t- 
lichen,  langsamen  Entwickelnng  anf  einer  Stnfe,  wo  allgemeitte  Be- 
griffe nnd  nm&ssende  Anschaunngen  nidit  vorhanden  sind.  Die  Sorg^ 
fiilt  der  Bearbeitung,  welche  schon  die  vorausgehenden  Teile  des  Ge- 
sammtwerks  auszeichnete,  charakterisirt  auch  den  neum  Teil.  Er 
besteht  aus  2  gesonderten  Abteilungen,  deren  Themata  von  einander 
ganz  verschieden  sind.  Die  Trigonometrie  behandelt  der  Reihe  nach 
die  Goniometrie,  das  Dieiick,  das  Viereck  und  Vieleck,  worauf  Auf- 
gaben folgen.  Die  zwidte  Abteilung  enthält  die  Aiil'augsgrüude  der 
projectivischen  Geometrie.  U. 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  mit  Uebungs-Aufgaben  f&r  höhere 
Lehranstalten.  Von  Dr.  Th.  Spieker,  Oberlehrer  an  der  Bealschnle 
zn  Potsdam.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Hohsschnitten.  Drei- 
zehnte, verbeeserte  Auflage.  Potsdam  1S77.  Aug.  Stdn.  S28  S. 

In  der  neuen  Auflage  ist  an  einigen  Stellen  die  Wortfassung  ver- 
ändert, einige  Aufgaben  und  Figuren  sind  hinzugekommen.  Da  er- 
steres  von  der  Erklärung  des  Kreises  gilt,  so  wäre  es  doch  einmal 
an  der  Zeit  gewesen  die  von  Euklid  vereriite,  in  logischer  wie  in 
praktisdier  Hinsicht  unvernflnftige  Definition  des  Kreises  als  FIftche 
statt  als  Linie  abzuschaffen.  Der  Laie  und  Anf&nger  denkt  bei  dem 
Worte  ian  eine  Linie,  in  der  Schule  wird  erst  von  ihm  verlangt,  dass 
er  es  nur  Ar  die  FIftche  gebrauchen  soll,  doch  nur  in  der  Erldftrung; 
von  da  an  bedeutet  Kreis  wieder  durchciangig  die  Linie;  denn  erat 
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gauz  am  Schlüsse  der  Kreislcbie,  bei  der  luhaltsbcrechuung,  kommt 
finmal  die  Kreisfläche  vor,  und  hier  tindet  es  jedcrmanu  nötig  zur 
Deutlicbkoit  Kreisfliicbe  zu  sagen.  So  wird  denn  gedaukcnlos  der 
Schüler  mit  einer  falschen  Corrcction  vcxirt,  die  gleich  nachher  ausser 
(reltnng  kommt.  Eine  wcseutlicbe  Lücke  ist  bis  zur  neusten  Auflage 
stoben  geblieben:  es  feblt  die  Definitioa  der  GrOsao  des  Winkels,  die 
sich  doch  sehr  leicht  geben  Ittsst,  indem  man  den  kleinem  Winkel 
zum  Teile  des  grOsscrn  macht.  Dass  die  Erklftrung  des  Winkels  als 
Bichtnngsanterschied  nur  das  Hotiv  zor  Einf&hmng  des  Begriib  an- 
(pobt,  nicht  aber  den  ßegriff  bestimmt,  kann  doch  wol  Keinem  ent- 
gehen, der  es  sich  überlegt.  Im  vorliegcudon  Lehrbuche  dient  das 
über  dem  Wiukelbegriff  \^aIteude  Dunkol  zur  Erschleichung  eines  an- 
geblicheu  Beweises  für  den  Parallclensatz.  H. 

Dr.  Ferdinand  Kommoreirs  Lehrbuch  der  Stereometrie. 
Yicrta,  umgearbeitete  Auflage.  Heransg(^ben  von  Dr.  Guido 
Hauek,  Professor  an  der  Königl.  Bau-Akademie  zu  Berlin.  Hit  56 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Tabingen  H.  Laupp. 
215  S. 

Schon  die  2.  Auflage  ist  nach  dem  Tode  des  Yer&ssers  von 
Hauek  herausgegeben,  doch  hat  derselbe  in  der  zweiten  und  dritten 
noch  €hrttnd  gefunden  von  tiefer  Angreifenden  Aenderungen  abzu- 
stehen, so  wttnsidienswert  ihm  auch  manche  gewesen  wSre.  Erst  in 
der  gegenwärtigen  Auflage  dürfen  wir  die  Gestalt  sehen,  wie  sie  in 
jeder  Hinsicht  der  Ansiclit  dos  lleransgebers  entspricht  Hervorge- 
hoben sind  die  Neugestaltung  der  Figuren  und  die  systematische 
Oivlnung.  In  keinem  Stücke  ist  letztere  so  notwendig  als  in  der 
JA'hre  von  der  Lage  der  (leraden  uu>l  Ebenen,  weil  mit  dieser  der 
Schüler  völlig  vertraut  werden  muss,  wozu  die  vollkommenste  Ueber- 
Bichtlichkeit  uucntbelirlieh  ist.  Es  war  daher  eine  durchaus  gebotene 
Verbesserung,  die  Sätze  über  die  parallele  Lage  zusammen  voran  zu 
stellen  und  die  ttbcr  die  senkrechte  und  geneigte  Lage  nachfolgen  zu 
husen,  eine  Anordnung  die  auch  den  Dcductionsconnez  erleichtert. 
Wenn  ausserdem  Erklärungen,  Lehrsätze  und  Angaben  in  3  geson* 
derten  Abschnitten  vereinigt  sind,  so  rechtfertigt  sich  dies  wol  da- 
durch, dass  man  jede  Angabe,  die  sidi  an  einen  Ldirsatz  anschliesst, 
im  Unterricht  vorausnehmen  kann.  Nur  kann  man  in  Betreif  man- 
cher Erklärungen  wol  Bedenken  haben,  ihnen  einen  Platz  vor  den 
Lehrsätzen  anzuweisen,  die  zu  ihrem  Verständniss  notwendig  sind. 
Das  zweite  Buch  handelt  von  den  krummen  Flächen,  Umdrebungs- 
cylinder,  Uradrehungskegel  und  Kugel,  im  Sinne  der  Flächen  zu  ver- 
stehen, das  dritte  von  den  Polyedern.  Der  grösste,  erste  Abschnitt 
jedes  Buchs  besteht  aus  Betrachtuugeu,  die  nicht  an  die  euklidsche 
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Form  gebunden,  doch  nicht  blosse  Erklärungen  sondern  auch  resnl- 
tirendc  Eigenschaften  der  Gebilde  geben;  dann  erst  folgen  Lehrsätze, 
Aufgaben  oud  ein  Anhang,  welcher  die  Uebungsaufgabeu  entb&lt. 


£lemente  der  Mathematik  für  golehi-te  Schulen  und  zum  Selbst- 
stadiniD.  Von  Br.  J.  Worpitzky,  Professor  an  derKönIgl.  Kriegs- 
Academie  und  am  Friedrich- Werderschen  Cfymiiaaiiim  sii  Berlin. 
FOsfites  Heft:  Stereometrie.  Mit  56  in  den  Text  eingedmckten  Holz- 
schnitten. Berlin  187a  Weidmann.  88  S. 

Die  Anordnung  des  Lehrstoffes,  ist  folgende.  Zuerst  w  ird  voll- 
ständig die  Lehre  von  der  relativen  Lage  der  Geraden  und  Ebenen 
behandelt-,  einige  metrische  Consequcnzen  schliosscn  sich  daran.  Dann 
werden  Flächen  in  8  Beziehungen  nach  ciuaiidor  betrachtet,  nämlich 
Kugel,  Kegel  und  (  ylinder  zuerst  hinsichtlich  ihrer  Schnitte,  dann 
hinsichtlich  der  Voluüiina  von  ilmeu  begrenzter  Körper,  dann  hin- 
sichtlich des  Inhalts  der  Oberflächen  letzterer.  Zu  den  angedeuteten 
Körpern  werden  auch  Pyramiden  und  Prismen  hinzugeuommeu.  Das 
letzte,  kurze  Capitel  bebandelt  die  Polyeder.  Im  gßaxai  iat  zieht- 
licfa  viel  FleisB  darauf  verwandt,  logische  Erfordernisse,  die  sieb  Idcht 
der  Beachtung  entziehen,  zn  enthüllen,  zum  Ansdmck  zn  Mngen  nnd 
ihnen  zn  genfigen.  Das  bei  den  Polyedern  angewandte  Yerfidiren 
vereinigt  deren  Eigenschaften  nnd  quantitative  Bestimmungen  zn 
einer  umfusenden  Theorie  mit  Umgehung  aller  Specialbetrachtnng. 

H. 


Lehrbuch  der  Physik.  Mit  einem  Anhange:  Die  Grundlehren 
der  Chemie  und  der  mathematischen  Geographie.  Von  Peter  Münch, 
Director  der  Realschule  erster  Ordnung  zu  Münster.  Mit  317  in  den 
Text  gedruckten  Abbildungen  und  einer  Spec^traltafel  in  Farbendruck. 
Fünfte,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Freiburg  i.  Br.  1878. 
Herder.   371  S. 

Die  2.  nnd  a  Auflage  sind  in  den  litt  Ber.  217  und  241  be- 
sprochen, der  Anhang  in  241.  In  der  gegenwftrtigen  sind  die  Qmnd- 
lehren  der  mathematischen  Geographie  hinzu  gekommen.  Diese  um- 

fasst  die  Erscheinungen  an  Erde,  Sonne,  Mond,  Fixsternen  und 
Planeten,  deren  theoretische  Erklärungen  und  einige  Folgerungen, 
alles  in  grösster  Kürze,  aber  mit  den  notwendigen  Zahlenangaben; 
auch  werden  manche  Berechnungen  mit  Hülfe  sphäiischer  Trigono- 
metrie gezeigt.  H. 
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Schnlphysik.  Bearbeitet  von  Albert  Trappe,  Professor  und 
Prorector  an  der  Kealschulo  am  Zwinger  zu  Breslau.  Achte,  viel- 
seitig verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Mit  253  in  den  Text  ge- 
druckteu  Abbilduugeit  Breslau  (1878)  Ferdinand  Hirt  312  S. 

Die  7.  Auflage  ist  im  236.  litt.  Bericht  besprochen.  Im  Vorwort 
der  gegenwärtigen  rechtfertigt  sich  der  Verfasser,  dass  er  namhafte 
in  Recensioneu  gemachte  Ausstellungen  nicht  berficksicbtigt  habe.  In 
dfin  2  angoiHbrten  Pnokteik  handelt  es  sich  tun  Fragon  mathematteeher 
Richtigk^t  Hier  ist  eine  Antwort,  wiiB  sie  der  Yeriksser  giebt,  er 
und  seine  Fadigenossen  hfttten  keine  Unric]itigkeite&  entdedran  kön- 
nen, niebt  am  Orte.  Hätte  er  den  gerügten  Fehler  bezeichnet,  so 
wftre  die  Frage  sofort  entschieden  gewesen.  Hätte  aber  der  Beoen- 
sent  eine  Darstellung  unrichtig  genannt  ohne  den  Fehler  anzugeben, 
so  hätte  der  Verfasser  diese  Unterlassung  rügen  können.  Da  er  dies 
nicht  tut,  liegt  kein  Grund  vor  anzunehmen,  dass  er  den  gemeinten 
Fehler  nicht  gekannt  habe,  vielmehr  kann  man  die  Autwort  nur  als 
eine  ausweichende  ansehen.  A  on  den  im  Archiv  gemachten  Aus- 
stellungen wird  der  Verlasser  gewiss  nicht  sagen,  dass  sie  zu  unbe- 
stimmt ausgesprochen  seien.  Der  falsche  Satz,  dass  die  Centrifugal- 
kiaft  die  Centripetalkraft  aufhöbe,  i^t  in  der  Tat  weggelassen j  auch 
hat  iiAetiseh  der  VerüMaer  eritere  als  Kraft  nirgends  in  Bedmnng 
gebracht  Aber  er  hat  es  mit  keinem  Worte  dem  Schttter  gewehrt 
diesen  Fehler  za  bellen  und  denselhen  in  der  Meinung  gelassen, 
dass  die  Gentrifngalkraft  eine  Natnrkraft  sd,  während  aie  eine  Uosse 
substitairte  BechnongagrOflse  ist  Im  Archiv  steht  nicht,  wie  der  Ver- 
fasser vermutlich  aus  einer  andern  Rcccnsion  citirt,  dass  sein  Beweis 
für  die  Existenz  des  Sdiwerpnnkts  auf  schwachen  Füssen  stehe;  viel- 
mehr, dass  ein  solcher  gar  nicht  versucht  worden  ist  und  sich  doch 
hätte  geben  lassen.  In  der  Tat  ist  mit  keinem  Worte  der  Frage  ge- 
dacht, ob  sich  die  vom  Aufhängepnnktc  gezogenen  Verticalen  bei 
allen  Lagen  des  Körpers  in  einem  Punkte  treffen;  daher  kann  von 
Beweis  nicht  die  Rede  sein.  Fand  der  Verfasser  den  Beweis  zu 
schwierig,  so  musstc  doch  der  Satz  als  ein  nicht  selbstverständlicher 
um  der  Klarheit  willen  ausgesprochen  weirdeu.  Femer  ist  darauf 
hingewiesen  worden,  daaa  die  Prindpien  der  Lehre  von  Bewegung 
und  Kräften  bi  wesentlidien  Funkten  Iflckenhaft  sind.  Es  Icann  nicht 
genflgen  zu  sagen,  dass  ein  KArper  aus  Buhe  in  Bewegung  und  ans 
Bewegung  in  Buhe  nur  TermAge  einer  Kraft  flbeivehen  kann.  Fflr 
alles  Folgende  ist  der  Satz  notwendig»  dass  ohne  Kraft  kein  Be- 
wegungszostand  gelüidert  werden  kann,  es  muss  erklärt  werden,  was 
Bewegungszustand  ist,  es  muss  endlich  die  Abhängigkeit  der  Aende- 
rung  von  der  Dauer  der  Kraft,  ihre  Proportionalität  mit  der  Zeit 
zum  Ausdruck  kommen.  Da  also  bei  der  neuen  Bearbeitung  so  viele 
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BfSngd  unbeachtet  geblieben  sind,  so  wflrde  es  nichts  helfen  noch 
weitere  Yerbesserongen  in  YorschUig  za  bringen.  H. 

GnmdrisB  der  mathematischen  Geographie.  Zorn  Gebmnch  an 
höheren  Lehranstalten  bearbeitet  von  Friedrich  Hofmann,  Pro- 
fessor der  Mathematik  am  k.  Gymnaainm  an  Bayrenth.  Mit  sieben 
SteinjdmcktafehL  Zweite,  verbesserte  und  vennehrte  Auflage.  Bay« 
renth  1878.  Grau.  88  8. 

Das  Euch  lehrt  iu  zusainmeuhangendem  Vortrag  die  Massbc- 
stimmuugeu  auf  der  Erde,  die  Himmelserscheiuuugcu,  soweit  sie  dar- 
auf  von  Einflnss  und  Anwendung  sind,  nebst  populären  Erklärungen, 
mit  Voraussetzung  der  sphärischen  Trigonometrie,  und  die  Kalender- 
rechnung. Dann  folgt  eine  rdchhaltige  Sammlung  von  Au^ben 
jeder  Art  Yorzdglich  sind  es  die  sphärisiA  trigonometrischen  Auf- 
gaben, welche  in  dar  neuen  Auflage  vermehrt  worden  sind.  Sorgfalt 
in  der  Bearbeitung  ist  sehr  anzuerkennen.  H. 

Zusammenstellung  der  wichtigsten  Figuren  aus  dein  Gebiete  des 
mathematischen  Unterrichts  au  Gymnasien  und  Realschulen  entworfen 
von  Friedrich  Hofmann,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gym- 
nasium SU  Bayreuth.  Mit  436  Figuren  auf  38  Tafeln.  Ba^Teuth 
1878.  Grau. 

Es  sind  dies  die  für  den  Schulunterriclit  in  der  Planimetrie, 
Stereometrie,  Mechanik  und  mathematischen  Geographie  erforder- 
lichen Figuren,  ferner  die  auszuschneideudeu  Netze  und  Modelle. 
Voraus  geht  das  Verzeichuiss  aller  Masse  in  Millimeter,  nach  deneu 
jene  übereinstimmend  entworfen  werden  können.  H. 

Die  wichtigsten  Sätae  und  Angaben  der  Planimetrie.  Zum  Ge*' 
brauch  an  höheren  Lehranstalten  zusammengestellt  von  Friedrich 
Hof  mann,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gymnasium  au  Bay- 
reuth. Zweite,  vermehrte  Auflage.  Mit  17  Steindruektafeln.  Bayreuth 
1877.  Heinrich  Grau.  66  & 

Daa  Buch  enthalt  auf  den  ersten  29  Sdten  den  Inhalt  der  Pla- 
nimetrie in  Sätzen  formulirt,  die  sowol  Anordnungen  als  Definitionen 
und  Lehrsätze  ohne  Beweis  ausdrucken.  Die  einfache,  durchweg  cor- 
recte  Wort&ssung  verdient  Anerkennung.  Ein  wichtiger  Satz,  den 
man  vermisst,  ist  der,  wdcher  die  GrOssenvergleichung  der  Winkel 
angiebt  Der  übrige  Teil  ist  eine  geordnete  Beihe  von  Construction»- 
aufgaben  mit  numerischen  Datis.  H. 
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Iritlinietiflcbes  nnd  algebraisches  Uebmigslmcb  mit  ansgefalirteii 
Mosterbeispiden,  2000  Anfgabeu  onthalteiid.  Zum  Gebrauch  an 
LehrersomlBarieu,  Mittel-  und  Gewerbeschideii,  wie  auch  an  höheren 

Lehranstalteu  bearbeitet  vou  W.  Adam,  KAnii^.  Seminarldirer  fn 
Ken-Boppin.  Nen-Rnppin  1878.  Bad.  Petrenz.  lOB  S. 

Es  sind  dies  dieselben,  hier  bis  ant  die  genannte  Zahl  vermehrten 
Aufgaben,  welche  des  Terfossers  Lehrbuch  der  Buchstabenrechnung 
und  Algebra  enthlüt  (S.  litt  Ber.  231.  p.  90.).  H. 

Die  erste  Stufe  des  mathematischen  Unterrichts  in  einer  Reihen- 
folß:c  methodisch  geordneter  aritli luetischer  und  geometrischer  Auf- 
gaben dargestellt  von  Christian  Harms,  Professor  au  der  Kcal- 
schuie  in  Oldeobtirg.  II.  Abthciluug.  Geomctrischo  Aufgaben.  3te 
Auflage.  Oldenbnrg  1877.  Gerhard  Stalling.  98  S. 

Die  erste  Abteihing  ist  im  litt.  Ber.  219.  besprochen.  In  der 
Anwendung  der  daselbst  für  die  Mathematik  entwickelten  Methode, 
welche  durch  Fragen  zur  Beobachtung  und  zum  Vcrständniss  hinzu- 
Iciten  sucht,  auf  Geometrie  eröffnet  sich  ein  noch  viel  weiteres  Feld, 
indem  die  Constructionsforderungen  zu  den  Fragen  hinzukommen. 
Ueber  den  Erfolg  mögen  diejenigen  urteilen,  welche  die  Antworten 
der  SdiOler  zu  hOfea  Ctolegenheit  gehabt  haben.  H. 

Bechenbuch  für  Gymnasien,  Ivoalschulen,  Gewerbeschulen,  höhere 
Bürgerschulen,  Seminare  etc.  Von  Christ.  Harms,  Professor  an 
der  Realschule  in  Oldenburg,  und  Dr.  Alb.  Kallius,  Oberlehrer  am 
Königstädtischen  Gymnasium  in  Herlin.  Sechste  Auflage.  Oldenburg 
1878.   Gerhard  Stalliug.   262  S. 

Das  Buch  ist  in  der  neuen  Auflage  anverändert  geblieben.  Be- 
sonderheiten sind  nicht  zn  nennen,  als  etwa  dass  die  Inhaltsberoch- 
nungcn  recht  reichlich  berückyiclitigt  sind.  Den  Beispielen  geht  l^eine 
Anleitung  vorher.  Die  liesultate  werden  getrennt  ausgegeben. 

H. 

Elemente  der  Mathematik.  Bearbeitet  von  Kurt  Struve  in 
Fraustadt.  Erster  Tbeil:  Geometrie.  Zweiter  Theil:  Allgemeine 
Zahlenlehrc.  Dritter  Thoil:  Ebene  Trigonometrie.  Berlin  (1)  1878. 
(II.  III.j  1879.   Wiogandt,  Hompel  und  Parey.  138  S. 

Das  Buch  zeichnet  sich  durch  logische  Strenge  in  hohem  Grade 
aus.  Bei  grösster  erreichbarer  Kflrze  ist  mit  höchst  anerkennenswerter 
Sorgfalt  und  Umsicht  darauf  geachtet,  dass  kein  zum  grttndlichenYer^ 
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ständniss  notwcudiges  Glied  fehlt.  Vieles  ist  der  weitem  AuBführung 
ttberlasseu,  aber  die  gcgobcne  Weisung  ist  stets  derart,  dass  über  deu 
Weg  kein  Zweifel  sein  kaun.  Der  I.Teil  enthält  die  Geometrie  der 
Ebene,  vollständig  in  der  gcuühuliclien  Ausdehnung.  Die  Elementar- 
aufgaben  sind  am  Scbluss  zusainuieu  behandelt.  Die  allgemeine  Zahlen- 
lehre ist  nach  der  rein  arithmetischen  Methode  behandelt  und  erstreckt 
sich  auf  die  7  Operationen.  Die  Rechnung  mit  Brüchen  ist  darin 
ganz  vergessen.  Die  Lehre  von  deu  Gleichuugen  und  die  Zahieulehro 
im  engern  Sinne  sind  ansgoschlossen.  In  diesem  wie  im  3.  Teile  sind 
die  im  Cledftclitniss  zn  behaltenden  Formeln  zn  An&ng'zosammen- 
gestollt  H. 


Sammlung  trigouometrisi  her  Aufgaben.  Von  W.  Galletikiiinp, 
Direktor  der  Fricdrichs-Werderscben  Gewerbeschule  in  Berlin.  Zweite» 
verbesserte  Auflage.    Berlin  1878.    Plahn.    92  S. 

Die  4  Abschnitte  des  Buchs  enthalten  nach  einander:  Anfgabeu 
zur  EiA.übung  der  numerischen  trigonometrischen  Rechnungen  und 
ihrer  einfachsten  Anwendungen  auf  Dreiecke  und  Vierecke,  trigono- 
metrische Behandlung  zusammengesetzter  Dreiecksaufgaben,  Goiiiome- 
trischc  Relationen,  Aufgaben  aus  der  sphärischen  Trigonometrie.  Am 
Schlnss  stehen  die  Kesultutc  der  numerischen  Aufgaben.  Die  Auf- 
gaben sind,  ohne  den  Gesichtspunkt  des  Fortschritts  vom  Leichtern 
zum  Schwerem«  so  gruppirt,  dass  das  sachlich  nächst  Verwandte  zn- 
sammengefasst  ist.  Es  wird  kein  beitimmter  Lehrgang  vorausgesetzt ; 
beispielsweise  enthalten  des  Verfassers  ,^emente  der  Mathematik'' 
(Iserlohn.  Bädeker)  die  erforderlichen  Lehren.  H. 
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Mayer.  2  Mk.  60  Pf. 

Germanii,  A.,  d.  irregnlaüre  Siebenoek  d.  mmer  MathematikerB 
Joh.  FboUiaber.  4.  TfiMngen,  Fues.  60  Pf. 
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1  Mk.  60  PI;  Besultate  1  Hk. 

Wittstein,  Th.,  Lehrbuch  d.  Elementar-Mathematik.    1.  Bd. 

2.  AMh.  Planimetrie.  10.  Afl.  HannoTer,  Hahn.  2  Mk. 

Praktische  tieometrie»  tieodttoie* 

G  Ott a,  H.  V.,  Handb.  v.  Aufg.  u.  Fomieln  aus  d.  techn.  Cteometr. 
n.  Stereom.  2.  Asg.  Cassd,  Bacmeister.  1  Mk.  50  Pf. 

Ghoura,  J.,  Lehrbuch  d.  Geometrabeicbnens  f.  d.  k.  k.  Infon- 

terie-Kadcttcn-Scb.  Wien,  Seidel  &  S.   2  Mk.  40  Pf. 

—  dass.,  f.  d.  k.  k.  Militair-Bealsch.  2.  Bd.  1.  u.  2.  Thl. 
Ebd.    a  a  Mk. 

Kalender  f.  Messknude,  auf  d.  J.  1879.    Hrsg.  v.  M.  Clouth. 

2  Tble.    16.    Trier,  Lintz.    3  Mk.  25  Pf. 

Ludewig,  J.,  elektr.  Messkuude.    Dresden,  Baensch.    6  Mk. 
Zeitschrift  f.  Vermessungswescu.    Hrsg.  v.  W.  Jordan.   8.  Bd. 
1879.   1.  Hft   Stuttgait,  Wittwer.   prcplt  9  Mk. 

Meekantk. 

Schellen,  II.,  d.  Schule  d.  Llemuutar-Mechanik.  4.  Aä.  2ThIe. 
Braunschweig,  Vieweg  &  S.  9  Mk. 

Praküsehe  Heelunik. 

Merling,  A.,  Telegraplien-Technik  d.  Praxis  im  ganzen  Um- 
fange.  Uannover,  Meyer.   20  Mk. 


Bepertorium  f.  ExperimeDtal-PhyBik,  1  pbysikaL  Tedndk,  mülie- 

mat.  u.  astronom.  Instromentenkande.  Hng.  t.  Pb.  Carl.  15.  Bd. 
(12  Hftc).   1.  Hft.   München,  Oldenbourg.   prcplt.  24  Mk. 

Schulze,  R.,  d.  physikal.  Kräfte  im  Dienste  d.  Gewerbe,  d. 
Kunst  u.  d.  Wissenschaft.  Frei  nach  B.  GtuUemin.  4^6.  Lfg. 
Leipzig,  Frohberg,  ä  1  Mk. 

Roll  Ott,  üb.  d.  Farben,  welche  in  d.  Newton'schen  RingqrBte- 
men  aufeinanderfolgen.   Wien,  Gcrold's  S.   3  Mk.  20  Pf. 

Wonvermaus,  A.  v.,  Farbenlehre.  Wien,  Hartleben.  2  Mk. 
25  Pf. 

Atb^namle  nnd  Meteorologie. 

Asten,  E.  v.,  Untersuch,  üb.  d.  Theorie  d.  Eucke'schen  Cometen. 
II.   Resultate  aus  d.  Erscbeingu.  1819  — 1875.  4.  Leipzig,  Voss. 

3  Mk.  30  I'f. 

Dauckelmann,  A.  v.,  d.  niotcorol.  lieob.  d.  Güssfeldt'scben 
Loango-Expcd.   Leipzig,  Frobberg.    2  Mk. 

Fdrster,  W.,  Sammlung  popul.  astronom.  Mittheiluugen.  Berlin, 
DOnunler.  3  Mk. 

Instiuction  f.  d.  Beobachter  an  d.  meteorol.  Stat  im  K.  Bayern. 
Mfincfaen,  Th.  Ackermann.  1  Mk.  60  Pf. 

Elinkerfnes,  W.,  d.  Prindplen  d.  Spectral-Analyse  n.  ihre 
Anwendung  in  d.  Astronomie.   Berlin,  Bichteler  &  Co.   1  Mk. 

Mädler,  J.  H.  v.,  d.  Wunderbau  d.  Weltalls.  7.  Afl.  Neu 
bearb.  v.  W.  Klinkerfucs.   Mit  Atlas.   Berlin,  Bichteler  &  C.   11  Mk. 

Publikationen  d.  astropbysikal.  Observatorium  zu  Potsdam.  Kr.l. 
4.   Leipzig,  Eugelinann.    7  Mk. 

Repertorium  f.  Meteorologie.  Suppl.-Bd.  1.  Hälfte.  4.  XiOip- 
zig,  Voss.    6  Mk.  öü  Pf. 

Sirius.  12.  J.  1879.  (12  Hftc.).  1.  Hft.  Loipzig,  Scholtze. 
prcplt.  10  Mk. 

Yierteljalirwclirift  d.  astronom.  Ctesdlsehaft.  Hng.  v.  K  Schon  - 
feld  XU  A.  Win  necke.  18.  J.  3.  Hft.  Ltiprag,  Engelmann.  3Mk. 

Wochenschrift  £  Astronomie,  Meteorologie  n.  Geographie.  Bed. 
T.  H.  J.  Klein.  Nene  Folge.  32.  J.  1879.  Nr.  1.  HaUe^  Schmidt 
prcplt  9  Mk. 

Physik« 

Baenitz,  Lehrb.  d.  Physik.  6.  Afl.  Berlin,  Stobenranch. 
2  Mk. 

Budde,  E.,  Lehrb.  d.  Physik.  Berlin,  Wiegandt,  H.  &  P.  6Mk. 
Emsmann,  A.  H.,  phy^kal.  Yorschnle.    4.  Afl.    Leipzig,  0. 
Wigand.  2  Mk.  öO  H. 
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Uomnaan,  E.,  Compeudium  d.  mechan.  Wärmetheorie,  m.  be- 
lond.  Borücksicht  d.  Bedürfnisse  d.  Maschinentechnik.  Berlin,  Emst 
AK.  8  Hk. 

HeuBsi,  J.,  Löhrbach  d.  Physik  t  Gymnasieii,  Bealidraleii, 
0.  B.  w.  5.  Afl.  Leipzig,  Frohberg.  4  Mk.  20  Ff. 

Obermayer,  A.  t.,  Lehrbuch  d.  Physik  f.  d.  k.  k.  Infimterie 
n.  Gavallerie-Gadetteiischalen.  Wien,  Brumllller.  2  Mk.  40  Pf. 

Pisco,  F.  J.,  Gnmdlehren  d.  Physik.  11.  Afl.  Brflmi, Winiker. 
2  Mk.  60  Pf. 

Schellen,  H.,  d.  raagnet-  u.  dynamo-elektr.  Maschinen,  ihre 
Entwickle'.,  Coustmction  u.  pract  Anwendg.  CöIb,  DuMont-Schan- 
berg.    10  Mk. 

Trappe,  A.,  Schiil-Physik.   8.  Afl.    Breslau,  Hirt.   3  Mk. 
Zwick,  H. ,  d.  physikal.  in  d.  Elementar-  u.  Mittelschulen. 
Berlin,  Burniester  &  St.   80  Pf. 

Vermischte  Schriften. 

Beiträge,  motronom.  Nr.  1  u.  2.  4.  Berlin,  Dammler.  k  1  Mk. 

50  Pf. 

Biedcrmanu,  D.,  Fihr.  v.,  prakt.  Mathematik  f.  Damen. 
Dresden,  Exp.  d.  Europ.  Modenztg.   50  Pf. 

Sitzuug.sbcrichtc  d.  iiiatheinat. -physikal.  Classe  d.  k.  b.  Akademie 
d.  Wissenschaften  zu  München.  1878.  3.  u.  4.  Hft  MUnchon,  Franz. 
k  1  Mk.  20  Pf. 

Sitzungsberichte  d.  kais.  Alaid.  d.  Wissensch.  Mathem.-natur- 
idsscnsch.  Gasse.  77.  Bd.  1.  Abth.  6.  Hft.  Wien,  Gerold'B  8. 
6  Hk.  80  Pf. 

—  dass.  77.  Bd.  2.  Abth.  4  n.  5.Hft,  Ebd.  5  Mk.  eo  Pf. 

Zeitschrift,  f.  mafhemat  u.  natnrwissenschaflL  Unlenricht  Hmg. 
V.  J.  G.  W.  Hoff  mann.  10.  J.  1879.  (6  Hfle.).  l.Hft.  Leipzig, 
Tenbner.  prcplt  10  Mk.  80  Pf. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Zur  Geschichte  des  Malfatti'sclien  Piüblenis.  Von  Dr.  Armin 
Wittstciu.    Nördliugcn  1878.    C.  II.  Beck.    27  S.  und  2  Fig.  Taf. 

Diese  Schrift  schliesst  sich  au  die  frühere  desselben  Verfassers 
„Geschichte  dos  l\ralfatti'8chen  Prohloni';.  München  1871.  Schnrich" 
—  an.  Letztcrc  enthielt,  wie  wir  ans  dein  Jahrbuch  über  die  Fort- 
schritte der  Mathematik  entnehmen,  zuerst  die  Malfatti'sche  Lösung, 
di('  algebraischen  und  trigonometrischen  Lösungen  von  Gergonne, 
Lavernede,  Tedenot,  Lohmus,  Crello,  Grunert,  Schcliler,  Schellbach, 
Cayley  und  Zorer,  dann  die  Lösung  Steüier's  und  eine  Kritik  der  von 
Adams,  Zorjiow,  Plflcker,  Quidde  nnd  Binde  daftlr  gegebenen  Beweise. 
Das  Folgende  lietraf  die  Steiner'sche  Erweiterang  der  Aufgabe  auf 
den  Banm  nnd  die  daranf  bezilglicben  Arbeiten  von  Scbellbadi,  Gayley 
nnd  Glebscb. 

Die  gegenwärtige  Schrift  beginnt  mit  Matliträgen  zur  ersten, 
welche  ausser  VervoUi^ländigungen  der  Mitteilungen  eine  neue  Lösung 
Tou  Lechmütz  ucbst  veroin£acUter  Parstellung  von  Catalau  cuthalteu. 
Der  EOM^ttell:  ^Seit  dem  Jabre  1871  erfolgte  Bearbdtniigepi  ^  ein- 
&ditten  and  ailgemeineren  I>2»l4aQS  fttr  die  Ebene  nnd  den  Banm'* 
^  besteht  ans  2  Abschnitten,  deren  erster  aber  die  analytischen  Lö- 
sungen berichtet  Mertens  (Grelle  J.  LXXYI.  1873.)  zeigt,  dass  die 
Malfatti'sche  Lösung  wörtlich  für  das  sphärische  Dreieck  gilt.  Simons 
(fimzeUes,  BnU.  d.  Ac.  K.  (2)  XXXVIir.  187J)  findet  die  Transfor- 
mation, welche  den  Qergonne'scheu  Ausdruck  für  die  liadieu  der 

^|«Xm.  Heft  4.  4 
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Malffttti'seheii  Kreise  auf  den  Malfatti'scben  ftberfubrt.  Catalan  ver- 
einfkcht  die  Leciunfite'sebe  Lösung  aufs  neue.  Mertens  (SchlOmildi 
Z.  XXI.  297.  1876.)  wendet  mit  Vorteil  complexe  Grössen  an.  Der 
2.  Abselinitt  lieriditet  ansfUhrlicli  Aber  synthetisch-geometrisdie  Be- 
weise der  Steiner*8cliea  Cronstmetion^  Der  erste  ist  von  Hendthal 
(Arch.  LV.  211.  1878)  mit  Hülfe  PlncKcr'schcr  Sfitzo  ausgefllhrt 
Der  zweite  von  Schröter  (Crcllc  .r.  LXXVII.  230.  1874.)  ist  zuerst 
der  Steiner'sclien  Forderung  gerecht  geworden,  indem  er  in  directem 
Zusamuienhaug  mit  deu  von  Steinor  solh'^t  vorausgeschickten  elemen- 
taren Sätzen  steht.  At}olter  (('l(>l»j^(  li  Ann.  \  I.  .'•♦.♦7  ISTfl.  und  Arch. 
LVII.  1.  1874.)  ist  clor  erste,  welcher  i'iiim  rein  j^'eoiiRtiischcn  Be- 
weis der  Steiuer'sclien  Coustructiun  (k-r  ciweiterton  Malfatti'sihen 
Aufgabe  beigebracht  hat.  Ohne  die  dabei  gebrauchten  Tlüfssiltze  ge- 
langt Godt  (Grelle  J.  LXXXIV.  259.  1878.  :i  zn  gleichem  Ziele.  Zum 
Sehlnss  sind  die  Hauptangaben  ttber  das  Leben  Jobann  Franz  Josepli 
Mal&tti's,  geb.  1731,  gcst  1807,  Professors  an  der  Uuiversitftt  Fer- 
raia,  znsammengestellt.  Die  ansfübriichstcn  Mitteilungen  hat  Biadego 
(BoQcompagni  BuU.  IX.  361.  1876.)  aber  dasselbe  gegeben.  Dagegen 
ist  sein  Veraeichniss  der  Sebrifteu  ober  die  Maifstli'selio  Aufgabe  sdir 
nnvoUstäudig :  es  felüen  darin  die  Arbeiten  von  Mendthai  und  Scliröter, 
fßrner  2  Arbeiten  von  Adams  und  die  Abhandlungen  von  Lechnitttz 
und  Affolter.  H. 


Het  bcgiuscl  der  kU'insLe  W(  ikiiig  in  vcrhaud  met  de  bcwegings- 
vcrgclijkingcn  van  Lagraiige  eu  Haniiiton.  Acadomisch  procfschrift 
van  A.  Kerapc.   Leiden  1878. 

Die  vorliegende  Schrift  Iftsst  sich  als  eine  wesentlich  historische 
Arbeit  betraehten;  sie  stellt  die  Entwickelnng  des  Prindps  der  klein- 
sten Wirkung  von  ihren  Anftngen  bis  auf  die  neuste  Zeit  mit  voll- 
ständigem, ausAihrliclicni  Eingehen  auf  den  sachlichen  Inhalt  dar. 
Das  erste  Capitel*  ,^eBcbichÜiche  Einzelheiten'*,  handelt  ^nnr  von  i>er- 
sönlicbeu  VorgänKm,  nämlich  zwis-i  hin  Maupertuis  und  Koeuig.  Die 
flbrigcn  4  Caiütel  enthalten  einzeln:  die  früliere  Anftas^ung  des  Prin- 
cips,  die  von  Lagrange,  die  von  Tacobi,  das  Princip  und  die  Bewe- 
gungsgleichungeii  von  Hamilton.  Der  Anfang  ^vird  hier  nicht  in  Euler, 
sondern  in  Maupertuis  genommen,  und  zwar  wird  von  der  Auwendung 
des  l'rincips  auf  Herleitung  der  Gesetze  der  J^ichtbrechnng  ausge- 
gangen. H. 


Giambattista  Biadugo.  Pietro  Maggi,  matematico  e  poeta 
Veronese  (1809—1864).  Verona  1879.  H.  F.  Mflnster.  176  S. 
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Der  erste  Teil  des  Bachs  enthält  die  LebeDsheschreihang  des 
Pietro  Maggi,  der  zweite  stellt  ilm  als  Mathematiker  und  PhysU^w, 
der  dritte  als  Dichter  dar.  Geboren  1809  in  Verona,  empfing  or  da- 
selbst Unterricht  nach  einander  anf  2  Gymnasien,  und  besuchte  dann 
das  Lycäum;  von  1827  an  stndirto  er  Mathematik  zuerst  in  Padua, 
dann  in  Pavia.  Die  ersten  l'nkhtc  seiner  Studien  erschienen  183.'^ 
in  der  Zeitschrift  Poligrafo;  ward  er  Mitglied  der  Akademie  in 

Verona,  ISU  des  Istituto  Veueto ;  1850  begann  er  seine  Tätigkeit  an 
der  Universität,  wo  er  18ä3  zum  ordentlichen  Professor  ernannt 
ward.  Die  vorausgehenden  Jahre  brachte  er  mit  eigenen  Studien  be- 
scbaftigt  anf  sdnem  Landgut  zn.  Ein  gröBserer  Teil  der  Erzfthlnng 
betrifft'  die  politischen  Begebenheiten,  welche  auf  1848  folgten,  wäh- 
rend deren  die  Familie  Haggi  harte  Scbidoale  erduldete,  und  Gtinseppe 

ein  Bmder  des  Pietro,  mehijährigen  Leiden  im  GtofängniM  eilig. 
Von  der  wissenschaftlichen  Tätigkeit  des  Pietro  Maggi  wird  im  2. 
Teile  besonders  seine  Beteiligung  an  der  Gründung  der  elektrody-  • 
namischen  Theorie  neben  Ampere,  Faraday,  Nobili  u.  A.  ausführ- 
lieber  dargelegt.  Seine  Aufstellung  ward  spllter  von  Ilolmgrcn  in 
Zweifel  gezogen,  von  liellati  und  Tomlinson  auf  Grund  neuer  Experi- 
mente aufrecht  (»rhalten.  I''erner  hat  er  zur  Erklärung  der  Kome- 
tenschweife und  des  Nordlichts  litterarisch  mitgewirkt,  desgleichen 
zur  molecularen  IJegiüiuluug  der  Chemie.  Die  Elektrodynamik  führte 
ihn  auf  geometrische,  nämlich  Hächeutiieoi  etischü  Untersuchungen,  die 
er  weiter  nud  weiter  verfolgte.  Auch  Uber  Töne  uud  Farben  und 
die  Interferenzen  beider  macbte  or  Beobachtungen.  DasYerzdchniss 
seiner  Schriften,  in  wdchem  die  Fächer  nicht  geschieden  sind,  ist 
sehr  mannich&ltig;  charakteristisch  ist  wol,  dass  er  mit  einem  un- 
dngeschränkten  Interesse  sich  fremden  Bestrebungen  anschliesst,  in 
denselben  aber  selbständig  productiv  snweike  geht  H. 

BuUetiuo  di  hibliograiia  o  di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
fisiche  pubblicato  da  13.  13 onco rapagn i.  Tomo  XI.  Koma  1878. 
Tipograha  delle  scienze  matematiche  e  hsiche. 

Der  Inhält  der  letzten  6  Hefte  ist  folgender. 

7.  lieft.  1).  Bierens  de  Haan:  Notiz  über  ein  holländisches 
mathematisches  Pamphlet  betitelt:  „Bril  voor  de  Amsterdamsche  bc- 
lachelyke  geometristen". 

8.  Heft  Andre  So m off:  Nekrologie  von  Joseph-Iwanowitsch 
Somoff.  (Aus  dem  Bussisdieu  ins  Frauzösische  übersetzt  von  J. 
Hoüel).  —  B.  Boncompagni:  Verzeichniss  der  Arbeiten  des  Prof. 
J.  J.  Somoff.    Ueber  einen  Brief  desselben.    Wortlaut  des  Briefes. 
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ly.       0Mtem  Tin  E.  Lociis. 

9.  Heft.    Raffaello  Caverni:  Historische  Notizen  über  die 
Erfindung  des  Thermometers. 

10.  Heft.  B.  Boncompagüi:  Ueber  2  Briefe  des  Abtes  Don 
Benedetto  Cadtelli  an  D.  Ferdinaiido  Ccsarini.  Wortlaut  det  Briefe. 
„Castclli".  iingcdnicktor  Artikel  aus  den  Werkou  des  Conte  GIOTtttlni 
Maria  Ma^zucbelli.  betitelt  ^Die  .Schriftsteller  Itftlicni«''. 

11;  Heft  Aatonio  F«Taro:  Ucber  das  Leben  nuddie  mitlie- 
nuÜseh-iibyBikalucheB  Schriften  von  Herinwin  Grassnuiuii.  ~  A.  Fa- 
varo:  B»tolf  Wolf*8  Geschidito  der  WiBsemchaftett  iu  DeBtscUand, 
nenero  Zeit,  16.  Band,  Ocsdiicbte  der  Astrouomic.  Mttnokon  1877.  ! 
B.  Oldenbourg.   —  A.  Favaro:  Grnndlinieu  der  niatliomatischen  ^ 
Geographie  und  elcmentüreii  Asfrononiie  zum  Gebrauche  iu  höheren  'j 
Mittelscliulklassen  niid  bei  akadeini.sf lien  Vorträgen.   Von  Sic^nnd 
Günther.  München  1878.   Theodor  Ackennaun. 

12.  Heft  Edouard  Lucas:  tJcber  die  rocnn-eiitc  Belhe  von 
Fermat.  —  Antonio  Favaro:  Geschichte  der  Mathematik  an  der 
Universität  ^adua,  Brief  an  D.  B.  ^ncompagui.  ~  Giovanni 
Garifieri:  tlleinente  der  thoorio  der  Betermuianten  mit  vielen 
ilclmngsaufgaben  von  P.  Mausion.  I^eipzig  1878.  B.  G.  Teujbner. 

PublicatioU!jv(*rzcichuif*se  im  H..  JO.  «nd  12.  Heft. 

BttoBders  heraiisgogebeu  ist  der  von  Andreas  Somoff  verfasste 
Nekhdog  des  Joseph  Ii^owitsch  Soitioff.  Letztel«r  ward  geboren 
im  Dorfe  Otrada,  District  filin,  Gonvemenient  Moskaa,  von  unver- 
mdgenden  Eltern,  vom  Vater  für  den  Marinedioost  bestimmt  nnd  anf 
dem  Gjrmnasinm  des  Gouvernements  für  den  Eintritt  in  das  Cadetten- 
corpä  vorbordtet,  windle  sich  aber  aus  cigrucn»  Triebe  den  mathe- 
matischen Wiaienschaften  zu  und  lilat  in  die  physikomathematischo 
Faciiltät  der  Universität  Moskau  ein,  die  er  1835  mit  dem  Grade 
des  ,,Caudidatcn**  vcrliess.  Noch  innerhalb  dieser  Jahre  beginnt  seine 
scbriftstcllcriscbe  Tati^^kcit,  die  von  da  an  nnuuterbrochcn  fortdancrt. 
Er  goAvann  zweimal  den  Preis  Dcmidof ,  ausserdem  den  f(ir  classisi-he 
Arbeiten  verliehenen  St.  Annen  Orden.  Nach  seiner  A  erhoiiatnug 
1839  ward  er  Lehrer  an  der  Handelsschule,  1840  am  „Institut  noble'* 
iu  Moskau.  Nachdem  er  1841  promovirt  hatte,  ward  er  nach  St 
PtMmd  äft  di^  IT&iveMÜlt  als  Prafeto^  Aditmctits  belulien;  1847 
Mraitt  er  äu8äeröMettl1ti6hor,  1856  ordentHehcr  Professor,  1864  Em^ 
litte,  Mlk  w4ni  Ihm  das  Mandät  5  mal  aüf  5  Jahye  veriSngiart; 
18&T  Irafd  er  cork«ii|iondfrMdi9iif  1862  ordiMtliches  Mitglied  der  Jüa^ 
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denie.  Im  Anbng  Mines  j«ta|lei»  MewcyAhKC»  yvlmf^ß  Ab- 
sdihd  ward  zi»b  EhrepiiiUgiied  dor  Uvivofsiliftt  eRninnt  .1^  Mm^ 
finde  iprii  7m  Beinen  Sciuriften  sind  «n^iseflihrt  10  bepondon» 
]i«E»n8gegQbeuw)  Wei^e  In  rnswschor  $pnu4ie       mpswelie  Mirä»- 

staltcu  bearbeitet,  wd .  j^.  iJUiaudluugeu  iu  8  vcrschiedcueu  Z/ffl^ 
sebriftoa.  Jim  /obengenannte  jElrief  ist  der  An^^  Jlwjigefügt. 

». 

Domeuico  Cheliui,  ccuno  uecrologico  per  Luigi  Crettons. 
AtÜ  della  R.  Accademui  dei  Liuoei.  Transnnti  IH.  1^9. 

PpmeniGO  Cheliui ,  geboren  1802  in  CrragoA^o  9>^(  dep  6j?bj^j(e 
von  Lncca,  ward  vom  Vater  fiftr  die  geistliche  Garriere  aoBersehen, 
wAhrend  die  fibrigen  80hne  das  Land  banten,  und  lernte  in  Lncea 
Latein.  Sein  Lehrer,  Pater  Pnccindli,  tat^axaato  sein  werlroltef  Ta> 
lent,  und  liidt  ihn,  als  nach  dem  Tode  des  Vaters  die  Brflder  ihn 
zurückforderten,  am  Sli^dium  fest.  £r  ward  bald  iu  Rom  Priester 
(die  Weihe  empfing  er  später  1827},  studirte  am  Collegio  Nazareno 
vou  1819  bis  1826  und  ticug  gleich  darauf  an  daselbst  zu  lehren; 
1827  ward  er  Professor  der  Kiietorik  in  Narni,  1828  Professor  der 
Philosoi)l)i<'  tust  iu  Piove,  dann  in  Alatri.  Nach  einem  Aufenthalte 
in  Keapci  eiuer  Cur  wef^cn  ward  er  1>^'M  naeh  dem  Colle^jo  Naza- 
reno zurückberufen,  wo  er  den  Lehisluiil  ileT  Mathematik  erhielt  und 
20  Jahre  laug  iuue  hatte.  Hier  trafen  ihn  Jaeobi,  Lejeunc>Dirichlet, 
Sit^iper,  Schlaefli  nnd  Borcbardt  Von  1^1  bis  1864  ^ar  er  Pro- 
fessor der  Mechanik  und  HydranUlc  in  Bologna,  mit  Untc^bi^chqng 
diych  die  politischen  jP(i|[obenbeiten.  Obgleich  seiner  Dtenkweise 
Anhänger  .der  itaUopisebun  Einheit,  taud  er  sieh  als  Priesti^r  yer- 
pfliehtet  den  1864  von  ihm  geforderlou  Staatseid,  von  dem  er  bis 
dalün  entbunden  worden  war,  sn  verweigern.  Seiner  Stelle  enthoben^ 
begab  er  sicli  nach  Uoin,  wo  er  18t;7  die  Professur  für  ratiouale 
Mechanik  erhielt.  Doch  1871,  naebdeni  Koni  Hauptstadt  war,  ward 
auch  hier  der  Kid  vcrlauji^t.  Kuizc  Zeit  noch  setzte  er  bein(;  Tätig- 
keit an  der  sogenannten  Vaticauisclieu  Tuivei  sität  fort,  bis  diese  ge- 
schlossen ward.  Am  ir,.  November  187«  starb  er  als  Privat-Gelehrter. 
Von  1817  au  war  ei-  Mitglied  der  Academia  dei  Inucei.  vou  1854 
der  Akademie  von  liologuu,  vou  1863  der  Societa  iialiauu.  Ausser- 
dem gehörte  er  vielen  kleineren  Akademien  and  Gesellschaften  au. 
Von  seinen  Schriften  sind  öS  Abhandlnngen  in  8  Zeitschriften  nnd 
ein         aber  rationale  Mechanik  ani^efilhrt.  ,H. 

Platous  Ideenlebre  und  die  Hatheniuitik.  Vpn  Dr.  Hermann 
Cohen.  Be^tQfuCs^Prpgmnun  der .  Uni^eisltftt  üniibucg.  I^bnrg 
187a  N.  G.  JSlwert.  4«   31  S. 
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Die  Schrift  bietet  zur  Besprechung  wenig  dar,  es  mag  nur  er- 
wähnt sein,  dass  der  Verfasser  die  Idee  nach  Plate  als  Hypothese 
auffasst,  hervorgehend  ans  der  analjrtiselieii  Methode,  welche  das  €re- 
sncbte  im  voraus  als  bekannt  setst  Die  Kathematik  soll ,  wie  vor- 
hergeht, die  Yermittdang  bilden  —  zwischen  ovcU  und  v6fi^  vnd 
zwar  in  der  Richtung,  in  welcher  die  moderne  erhenntnissfheoretischo 
Einsicht  sie  fordere.  Diese  Forderung  oder  dieses  Problem  der  Neu* 
zeit  nennt  man  wol  treffender  die  Sackgasse,  in  welche  die  Eant'scbe 
Philosophie  geführt  hat.  Wir  brauchen  keine  Verniitteluug,  mitbin 
ist  auch  der  Mathematik  die  unrechte  Stelle  gegeben.  Der  Verfasser 
würde  wol  manches  Urteil  bestimmter  gefasst  haben,  wenn  er  von 
dem  falschen  Gegensatz  frei  gewesen  wäre.  H. 


Methode  und  Principieii. 

■  Geometrie  der  Ebene  (Planimetrie)  bis  zum  Abschluss  der  Paral- 
lelentheoric.  Von  Friedrich  Polster,  Kgl.  Studieulehrer.  Mit 
1  lithographischen  Tafel.  (Abdruclc  des  Programms  der  Egl.  Studien- 
Anstalt  Wflrzburg  Ittr  das  Studieqjahr  1877/78.)  Wttrzbnrg.  J.  Stan- 
dhiger.  48  8. 

Der  vorliegende  Versucli  einer  Lösung  der  Parallelen  frage  zeich- 
net sich  durch  grosse,  doch  leider  mir  eiiisoitii,'  geüljtc  Scbärfo  und 
Ausführlichkeit  aus.  In  dcu  wichtigsten  ruukteii  fehlt  beides.  Der 
Verfasser  will  durch  veränderte  Forniulinmg  des  9,  Euklidischeu 
Axioms  (Das  Ganze  ist  grösser  als  sein  Teil)  den  Parallelensatz  be- 
weisbar machen.  Au  dessen  Stelle  tritt  hier  als  2.  Axiom:  „Was  in 
keiner  möglichen  Lage  mit  Anderem  sich  deckt,  was  jedoch  als  Ganzes 
iu  irgend  einer  möglichen  Lage  das  Andere  als  Teil  enthalt,  ist 
grösser  als  sein  TeifV  Diesem  Satze  zufolge  Icann  auch  das  Oanze 
gleich  seinem  Teile  sein,  ehi  Fall,  welcher  im  Sinne  der  spatem  An- 
wendung whrklich  eintritt,  wenn  von  2  gleichen  Winkeln  bei  parallelen 
Schenkeln  einer  innerhalb  des  andern  liegt  Da  hiemach  der  Teil- 
begriff des  Verfiissers  mit  dem  gewöhlichen  nicht  übereinstimmt,  viel- 
mehr im  Widerspruch  steht,  so  ww  es  unbedingt  erforderlich,  dass 
er  denselben  definirte,  und  ein  exactes  Kriterium  dafür  aufstellte. 
Dies  ist  nicht  geschehen:  kein  Satz  bandelt  davon,  und  in  der  Beweis- 
führung zu  10.  Lebrs.  1.  (Eukl.  11.  Axiom)  sind  die  Worte:  ,,also 
erschiene  in  der  gegebenen  Lage  Wkl.  v  als  Teil  de.s  Wkl.  f^-  — 
ein  Appell  an  die  vulgare  Anschauung,  ohne  Erwähnung  irgend  eines 
Kriteriums,  als  solcher  aber  uuzuläbsig,  weil  die  Basis  der  Bcgriü'u 
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nicht  die  gewöhnliclio  ist  Im  weaentlicben  ist  daher  der  bekannte 
Scheinbeweis  geblieben  was  er  war,  nnd  liiermit  das  ganze  Unter- 
nehmen verfehlt.  H. 


Begriffsschtift,  eine' der  arithmetischen  nacfagehlldeto  Formel- 
Sprache  des  reinen  Denkens.  Von  Dr.  Gottlob  Frage,  Privat* 
docenten  der  Hatbematik  an  der  Universitftt  Jena.  Halle  a.  8.  1879. 
Lonis  Nebert  88  & 

Der  Verfasser  will  die  inatliematische  Jiügik  der  Uiivollkoiiimen- 
beit  der  Sprache  dadurch  eutreissen,  dass  er  für  die  Begriffe  und 
deren  Beziehungen  Zeichen  setzt.  Die  Unvollkoniineuheit  wird  nament- 
lich darin  gefnndon,  dass  in  der  Spraclie  die  eigentiidi  aUein  zu  be- 
achtenden Elemente  mit  solchen,  wdche  nur  der  Satssconstmction 
dienen,  gemischt  auftreten,  logisch  bedeutungslose  Unterscheidungen, 
wdche  die  Grammatik  fordert,  die  notwendigen  verdecken  und  ver- 
hollen.  Der  Gedankeninhalt  wird  durch  jo  1  Buchstaben,  die  Form, 
in  welcher  or  in  Boziehuu«i:  tritt,  die  Bejahung  und  Yemeinnug,  da» 
Bcdingtsciu,  dio  definitive  Behauptung,  gesondert  von  der  blossen 
Vorführung  des  Ciedaukens,  n.  s.  w.  dnrch  Striche  bezeichnet.  Func- 
tiousbuchstaben  dienen  dazu  die  Substituirbarkrir  anzudcutcu  und  im 
Argunieut  dasjenige  zu  bczeiclinon.  was  Substitution  zuliisst.  Wollen 
wir  das  Unternehmen  luMirtcileii.  so  zeigt  sich  der  eigontünilielu'  Um- 
staud,  dass  sicli  die  Ausl(ihiui»g  wi-it  günstiger  (iarstellt  als  der  ur- 
sprünglich getasste  Plan.  Schon  der  i  itel  sjjnclit  von  einem  „reinen 
Denken",  und  in»  Vorwort  wird  der  reiucu  Logik,  welche  von  der 
besonderen  Beschaffenheit  der  Dinge  absehend,  sich  allein  auf  die 
Gesetze  grttDdc,  auf  denen  alle  Erkeuntniss  beruhe,  eine  Stelle  ein- 
geräumt £s  scheint  hiernach  anlftnglich,  als  betrachte  derVcrfiisser 
seine  getroffenen  Anordnungen  als  gflltlg  fax  das  Godankonbereieh  des 
ganzen  Lebens  und  wolle  eben  für  dieses  die  mathematischen  Denk- 
lormcn  verwerte  Indes  j<'n(r  vererbte  Irrtum  der  formalen  Logik 
bleibt  ganz  ausserluill)  der  Arbeit  stehen  und  ist  auf  dieselbe  von 
keinem  Eiutiuss.  Der  Verfasser  geht  nicht  mit  vorgefassten  Ideen, 
sondern  mit  der  nuisi<  lifigsten  Be(d)achtuii^'  zuwerkc:  er  lieginnt  nicht 
mit  inbiiltsleert  II  Formen,  sondern  bf^clirilnkt  somir  sein  gegenwär- 
tiges Ziel  auf  bestimmte  Zwrige  der  Mailiemalik.  so  dass  also  die  Objecto 
stets  niatbeimitiiii  he  bleiben.  Ob  nun  iliireb  die  eilundene  Formel- 
sprache selbst  etwas  geleistet  ist.  möchten  wir  bezweifeln.  Viel  wert- 
voller ei'scheint  uns  die  Kritik  der  mathematiücheu  Logik,  zu  welcher 
den  VerfiiSBer  semo  Arbeit  geführt  hat.  Er  ist  dadurch  belehrt  und 
wieder  belehrend.  Erst  während  derselben  ist  ihm'  deutlich  geworden, 
dass  im  mathematischen  Urteil  die  Trennung  von  Subject  nnd  Attribut 
nichtig  ist;  denn,  wie  er  selbst  erklärt,  hatte  er  bei  erster  Bearbeitung 
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noch  die  entgegiMigesetzte  Ansicht.  So  uahe  auch  die  Bemerkung 
liegt,  scheiut  sie  docli  bisher  allen  IvOirikern  entgaugon  zu  sein- 
llauber  z.B.,  dessen  Verdienste  um  die  matbemutisehe  Logik  Günther 
iu  seinem  Aufsatz  T.  LYl.  p.  2G.  rühmt,  begeht  noch  den  Fehler, 
dass  er  Sabject  und  Attribut  scheidet.  Dieser  Fehler  wird  vom  Vcr- 
faswr  aUgemeiiter  als  dar  lieieiohiifii,  däss  die  Logik  sieh  liisber 
immer  noch  za  eng  an  Sprache  und  Grammatik  augescblosseu  habe, 
eine  BUge  der  in  hohem  Grade  beizostinunen  ist,  sofern  sie  die  Be- 
fangenheit charakterisirt,  mit  ireleher  die  meisten  Logiker  ihr  Denken 
von  der  Sprache  abhftnc^  machen.  Der  Yer&sser  giebt  dnrdi  seine 
Auffassung  seibes  Gegenstandes  zu  erkennen,  dass  er  zn  den  wenigen 
gehört,  bei  welchen  der  Gedanke  über  dem  Worte  als  Richter  steht. 
Die  Kritik  tritt  indes  nicht  bloss  iu  den  aufaugs  entwickelten  Grund- 
sätzen, sondern  auch  in  der  gesammten  Ausfübnnit,'  zutage.  JÜas 
Einzelne  übergehen  wir.  Im  ganzen  ist  dio  Schrilt  als  anregende 
nnd  bahnbrechende  eine  lohueudc  Arbeit.  H. 

0(  1  OD  9.  Eine  mathematische  Studie.   Wissenschaftliche  B^age 

zum  10.  und  11.  Jahresbericht  der  König  Wilhclms-Schulc  zu  Rei- 
tiheubaeh  in  Schlesien.  Von  deren  Director  Dr.  Karl  Heinrich 
Liersemann.  4<>.  77  S. 

m 

Der  Ver&sser  spricht  zuerst  von  Irrtflmern  und  unnötigen  Säiwie- 

rigkeiteu  in  der  mathematischeu  Doctrin.  Er  meint,  im  B^ioh  des 

Endlichen  kämen  solche  teils  bei  einzelnen  Autoren  vor,  teils  seien 
sie  weiter  verbreitet-,  immer  aber  beruhten  sie  auf  Uukenntniss,  ün- 
gcscliiek  und  nachweisbaren  Fehlern;  im  Bereich  des  Unendlichen 
hingegen  gäbe  es  ernstliche  Schwierigkeiten.  Zur  lU-chtfcrtigung, 
dass  wir  auf  die  lauge  Explicatiou,  auf  die  Mittel  und  Einführungen, 
durch  welche  der  Verfasser  die  Schwierigkeiten  überwunden  zu  haben 
glaubt,  nicht  eingehen,  wollen  wir  wenigstens  den  kurzen  Nachweis 
führen,  dass  er  sich  selbst  das  Urteil  gesprochen  hat,  dass  es  auch 
seinerseits  uur  Uukenntniss,  Ungeschick  und  Fehler  sind,  was  ihn  iu 
der  Löhre  vom  Unendlidien  Schwierigkeiten  sehen  lässt  ünkenntniss 
ist  es,  dass  er  sidi  bloss  auf  wenige  Autoren  bezi^t,  die  gerade  im 
Punkte  des  Unendlichen  unklar  sind,  im  Archiv  T.  LY.  p.  49.  ist 
l^zeigt,  dass  nicht  einmal  fftr  Anfllnger  der  Algebra  eine  Sdiwierig- 
keit  in  Begriff  und  Anwendung  des  Unendlichen  liegt.  Wenn  also  der 
Yerfiisser  voraussetzt,  dass  bisher  niemand  darüber  Klarheit  zn  geben 
versprochen  hätte,  so  verrät  er,  dass  er  in  der  Kenntniss  der  Eut- 
wickelung  der  Theorie  noch  weit  zurück  ist.  Ünkenntniss  oder  Un- 
geschick ist  es,  dass  bei  ihm  das  Unendlichkleinc  als  constant  be- 
handelt wii'd.  Sei  es  dass  er  nicht  weiss,  dass  dasselbe  vai'iabel  sein 
muss  (weiterhin  nennt  er  zwar  das  Uueudlichgrossc  variabel),  oder 
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dass  er  es  nicht  ab  variubül  zu  liekandelu  versteht,  er  iiält  die  nn- 
eacUieh  kleide  Stredce  Ihr  «ntellbar  tuA  beliMiiiet,  «wSsohen  eiaeoi 
Pakte  und  «sioeni  Kaebbaiptmkte  IcdttM  kein  IHmkt  liegen,  itWi  m- 
gtr  ein  durch  frisebo  Betrachtung  entotmteei  Bandozon  daflnrnli 
Utaen,  ^8  er  die  Oonetmetion  eiiMs  IfalbiEreiBet  «ber  dar  «wadlich 
kleüieii  Streclse  ftr  «■zilMg  «idllri,  «eil  der  Mittelpui^t  dn  Teil-' 
l)unkt  soin  würde.  In  der  Tftt  ist  ühi  f«^er  Tcilpnnkt  mcht  mög- 
lich. Dies  ist  aber  «reder  ansgesprocben,  noch  kanu  es  der  letzt  %q- 
nanutcn  Anwcndnng  wegen  gemeint  sein,  weil  der  IIjQbkreis  selbst- 
verständlich mit  der  Strecke  variirt.  Bio  soeben  erwähnte  wider- 
sprnchsvollo  Aufstellung  einer  unteilbaren  btreckc  mag  zugleich  als 
Beleg  dienen,  dass  die  gesammte  Betrachtung  anf  logische  Fehler 
basift  ist  H. 


Zahlenbüsclic'l.  Mittelpunkt.  Aniiuivaleiite  Vertretung  von  Punkt- 
systemen. Von  Wilhelm  Bunkofcr,  Professor.  Beigabc  zum 
Programm  des  Progymnasiwns  »i  Bmehsal.  1678.  4^.  '8. 

Nach  den  Worten  des  Yerfiissers  ist  es  die  Angabe  der  negen- 
wftrtigen  Schrift,  den  2  Begrüfen  Bichtangszahl  und  Mittelpankt  in 

ihrer  eigentlichen  Heimat,  der  Geometrie,  zam  Bfiigerrocht  2n  vei*- 

helfeu.  Wie  er  sagt,  fristen  diese  Stiefkinder  der  Eaurawissonschaft 
ihr  Dasein  immer  noch  im  Gebiet  der  Statik  und  Mechanik.  Hier 
mns«  es  zniiächst  auffallen,  wie  der  Verfasser  den  zahlreichen  Sclirifteii 
gegenüber,  in  ilon(Mi  sein  fiedank*'  horeits  nach  vorscliiedcneu  Rich- 
tuugen  hin  cutwickelt  zur  Durchführung  gekommen  und  in  Anwendung 
gebracht  ist,  namentlich  im  Hinblick  auf  die  Geometrie  von  Bella- 
vitis,  sich  als  den  ersten  betrachten  konnte,  der  von  der  statischen 
Zusammensetzung  der  Kräfte  Gebiauch  für  die  Priucipicu  der  Geo- 
metrie midit.  allen  diesen  Unternehmungen  scheint  man  indes 
zu  ikbersehen,  dass  sie  vollständig  in  den  PHndpien  der  gewObnliehen 
analytisdien  Geometrie  enUtalton  sind ,  nnd  nor  dnrch  nene  Hamen 
zn  anseheinmid  nonen  Theorien  gestempelt  werden.  Ihirch  Projection 
einer  gebrochenen  Lüde  anf  eine  «iflkUiiiehe  Axe  wird  genan  in  demr 
selben  Sinne  wie  dort  und  hier  die  ZaiMunuenfletziing  der  Krflfte  oder 
des  Büschels  beliebig  gerichteter  StredEen  in  Addition  verwandelt, 
das  Vertretende  aller  übrigen  Einführungen  crgiebt  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit. Durch  jene  Namen  wird  zn  grossem  Nachteil  für  die  Orien- 
tirung  die  Illusion  gepflegt,  als  erschlösse  sich  uns  ein  neues  Bereich 
der  Wissenschaft,  in  welchem  man  sich  erst  znrecht  zu  tindeu  hätte, 
um  dann  neue  Fähigkeiten,  neue  Centrn  der  Betrachtung  zu  gewin- 
nen, während  mau  sich  doch  iu  Wirklichkeit  nur  innerhalb  der  ge- 
wdhnHdie&  Begriffe  bewegt,  dieselben  aber  nicht  wiedererkennt^  daher 
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den  Zusammeubaug  mit  seinem  sonstigeu  ^yisscli  aus  den  Augen  vor- 
licrt.  Wie  sich  die  hier  gewählten  Namen,  Zahlenbftschc],  Riclitungs- 
zalik'U  u.  s.  w.  empfohlen  sollen,  ist  nicht  zu  ersehen,  da  Zahlen  hier 
nur  Grössen ,  in  erstercm  Worte  sogar  Liiieargrüsseu  becleut<;ii ,  luit- 
hiu  nichts  unterscheidendes  ausdrücken.  Wenn  man  aber  aucli  gegen 
Anordnungen  nach  jjersönlicheni  Behagen  dos  Verfassers  keinen  Ein- 
wand erheben  will,  so  raüsste  doch  wenigstens  das  Aliweicheudo  dc- 
iinirt  sein.  Hieran  fehlt  es  etwas.  Nur  au.s  dein  Zusammenbauge 
ersiebt  man,  dass  Bichtungszahlen  Grossen  sind,  welche  die  Riebtang 
einer  Geraden  bestimmen,  nicht  aber,  an  welche  Bestimmongsweiso 
zu  denken  ist,  ob  an  BichtungscosinQS,  der^  Reciproke,  oder  was 
sonst  Uindestens  dankel  aosgedrtlckt  ist  z.  B.  die  ErUArnng  (p.  10.) 
„Man  unterscheide  einwertige  und  »wertige  Punkte,  je  nachdem  blos 
ein  Ponkt  oder  »  Punkte  an  Ort  und  Stelle  sind*''  Die  Hauptab- 
schnitte sind:  Summe  des  Zahleubüsihols,  AequivalentO  des  Zahleu-' 
büschols,  Mittelpunkt  eines  Punktsystem s,  Projectionen  von  Büscheln 
und  Pnnktsysteinon .  Mittclpunktslinie  und  ebene  correspondirende 
Veränderungen  i)n  Zahluubüschel  und  Puuktsysteni,  Addition  von 
Richtuijgszahleu  verschiedoncu  Ursprungs,  Anhang:  die  Grassiuaiiu- 
sche  Methode.  H. 


Ai'ithmetik,  Algebra  und  reiue  Aualysi». 

Die  Fundamente  der  Determiuauteutbeorie.  Zum  Gebrauche  f&r 
das  erste  Studium  bearbeitet  tou  Dr.  Victor  Sorsawy.  Wien  1878. 
L.  W.  Seidel  u.  Sohn.  41  S. 

Die  gesondert»'  Herausgabe  einer  Hearbeitung  der  Fundamental- 
-  Sätze  der  Detenuinantonthenrie  für  Anfänger  des  Studiums,  gerade 
in  dem  Uml'au'^e  in  welchem  es  liier  geschehen  ist,  nämlich  enthaltend 
„Begrift"  nnd  Dildung  der  Determinante,  die  Fuudamental-Kigeu- 
schaften  der  Determinanten,  Anwendung  auf  die  Theorie  der  linearen 
Gleichungen'^  ist  in  viel  höherem  Masse  ein  BedOrfniss,  als  os  der 
Verfasser  sich  bewusst  gewesen  zu  sein  scheint  Er  spricht  nur  von 
Erleichterung  des  Eindringens  in  die  Theorie  selbst.  Viel  wichtiger 
ist  es  wol,  dass  der  Studireode,  ehe  er  irgend  einen  Zweig  der  rech- 
nenden Jlfothemattk,  namentlich  die  analytische  Geometile,  iu  Angriff 
nimmt,  mit  diesen  Fundamentalsatzen  bekannt  ist,  und  »ich  gleich 
anfangs  an  deren  Anwendung  gewöhnt.  Hierzu  ist  es  erforderlicli, 
dass  er  sich  das  Notwendige  in  kurzer  Zeit  aneignen  kann.  In  Bo- 
treff der  Ausführung ,  die  im  ganzen  auf  richtigen  Grundsätzen  be- 
ruht, möge  es  genügen  einige  Vcrbessorungs Vorschläge  zu  machen, 
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die  wol  im  P^iuklaug  mit  jeueu  Grundsätzen  sind.  I\Iit  Recht  ist  her- 
vorgehoben, duös  CS  auf  Deutlichheit  der  einfachen  und  doch  so  weit- 
greifenden,  der  Determiuantentheorie  cigeutflmliGhen  ScUossweisen 
vor  allen  ankommt  In  3  Pankten  ist  dies  noch  versäumt  1)  Es 
ist  nur  die  etwas  umständliclie  absolnte,  nicht  aber  die  weit  frucht- 
barere und  sehr  ein&che  recurrente  Yonseichflor^  angegeben; 
infolge  dessen  sind  manche  Sfttze  durch  lange  Deductionen  bewiesen, 
die  sou>t  durcli  directen  Schluss  hätten  gewonnen  werden  könuen. 
2)  Der  Additionssatz,  welcher  durch  Substitution  des  Terms  für  die 
Summe  direct  ersthlossen  werden  kaun,  ist  durch  Untordetcrrainanten 
hergeleitet  3)  Ebenso  lässt  sich  die  Auflösung  der  Gleichungssystcmc 
dii-ect  mit  voller  Determinante  bewirken,  wird  aber  hier  auch  auf 
Uuteidt'tcrminanteu  gegründet.  Es  ist  keiu  geringer  Verlust,  dass 
der  Studireude  mit  o  Schlussweisen  nicht  bekannt  wird.  Ohne  die 
absichtlich  befolgte  Ausführlichkeit  zu  verwerten,  würden  wir  doch 
hinsichtlich  des  Ganzen  es  empfehlen,  dass  der  Vortrag'  in  mehr 
Gondmifflr  Weise  stets- gerade  auf  das  Ziel  losgieuge,  und  alle  Be- 
trachtungen nachfolgen  Hesse.  Manchmal,  namentlich  beim  Uebor- 
gang  zur  ßleichungstheorie,  scheint  das  verbreitete  Vorurtol  mitdn- 
zuspielen,  der  Lernende  mflsse  vor  jedem  Schritte  das  Motiv  wissen. 
Vom  Gegenteil  kaun  mau  sich  leicht  überzeugen.  Der  Lernende 
weiss  mit  dem  Motiv  nichts  anzufangen,  bis  er  den  Act  und  den 
folg  kennt  Erst  das  Was,  dann  das  Warum.  H. 


Geometrie. 

Die  einJaehe  Einschreibung  der  regelmässigen  10,  14  und  18- 
Gcko  und  daraus  ftdgend  der  r.  5,  7  und  9-Eoke.  Für  Lehrer  und 
Studirende  in  Gymnasien  und  Bealschulen  mit  3  in  Text  gedruckton 
Holzschnitten.  Von  Dr.  Joseph  Woisz.  Budapest  1878.  (Selbst- 
verlag). 12  S. 

Die  hier  mitgetoiltcu  Lonstructiuuswcisen  vcrdieueu  wegen  ihrer 
uiyibertrefflichen  Einüeuihh^t  Beachtung.  Die  Seiten  des  eingeschrie- 
benen 14  und  ISecks  werden  durch  ein  bewegtes  Lineal  mit  S  no- 
tirten  Punkten  erhalten,  deren  einer,  wahrend  das  Lineal  durch  eiuen 
festen  Punkt  geht,  an  einer  Greraden  gleitet,  bis  der  andre  in  einen 
Kreis  filUt.  Ausser  den  genannten  St&cken,  die  fiist  unmittelbar  be- 
kannt sind,  kommen  keine  Httlfslinien  in  Anwendung.  Auch  die  sehr 
einfache  Construction  des  lOecks,  bei  welcher  natürlich  keine  Ver- 
schiebung erfordert  wird,  verdient  ihren  Platz  an  dieser  Stelle.  H. 
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Jimdßwi  Journal      Mathepatifgs  pure  and  »ppUad.  Editor  ia 
«fcief  J.  J.  SfU^MUT.  Yolome  I.   BalÜmore  t87a  4«.  388 
(S.  d.  m  litt  Ber.  p.  42.  43.) 

Ausser  den  schon  mitgeteilten  cuthält  der  1.  Band  folgcndi-  Al>- 
haudluugen.  G.  W.  Hill:  Untersuchungen  iu  der  Moudtheorie.  — 
F.  Franklin:  Zweipankt-Coordinaten.  W.  £.  Story:  Uober  das 
(Aastisdie  Potential  von  Kiystailen.  —  E.  Lucas:  Theorie  der  nn- 
merisdien  ein&cih  periodischen  Functionen.  —  U.  T.  Eddy:  l>cr 
dastlsehe  Bogen.  —  G.  Bruce:  BibHographio  des  Mehrdimonsionen* 
Raums  irod  der  inchteuklidischen  Geometrie.  —  H.  T.  Eddy:  Uolior 
2  allgemeine  rcciiirokc  Motliodon  der  graphischen  Statik.  —  R.  Lip- 
scfaitz:  Beweis  eines  Fundamontalsatzes  von  Sylvester.  —  Clif- 
ford:  Anwendung  von  Orassmanu's  Aiisdehuungslchro.  —  Th.  Craig* 
Bewegung  eines  Punkts  auf  einem  P^llipsoitl.  —  F.  Franklin:  Uebcr 
ein  Problem  des  Isomerismns.  —  Sylvester:  Synoptische  Tafel 
der  Invarianten  und  Covarianten  einer  l»inären  Form  5.  Grades.  — 
M.  L.  Hol  man  u.  E.  A.  Engl  er:  Die  Tangente  der  Parabel.  — 
Ausserdem  Noten.  Sylvester  (o.  Anhang):  IJebor  Clcbsch's  „Ein- 
fachstes System  assocürter  Formen"  und  deren  Vcrallgemeinening.  — 
Cayley:  Zur  Theorie  der 'Gruppen  u.  graphischen  Darstellung.  — 
J.  W.'Mallet:  Zur  Atomentiieorie.  —  Franklin :Xrcberunbe8timintc 
EzponentiaJformcn.  —  Historische  Data  betr.  die  Entdeckung  des 
Atomidtätsgesetzcs.  —  Hammond:  Iffechanische  Constmction  der 
Cartesianiscben  Gurve.  —  Dixon:  Neue  Ldsung  biquadratischcr 
Gleichungen.  —  KendaM:  Kurzes  Verfahren  der  Lösung  des  irre-, 
ducibelu  Falles  Cardanischer  Methode.  —  Olashan:  Erweiterung 
des  Taylor'sehen  Satzes.  —  Cayley:  LtnL--rork  für  .r-.  —  Phil- 
lips: IJ nl' wo rk  i'iii'  die  Leiiiiiiscatc.  —  Loudan:  Euler's  Bcweguugs- 
gleichuugen  —  uud:  Bedingung  einer  Taugoutc  au  eine  Fläche. 

H. 
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